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Abstraet. Under certain conditions, two points of a normal hyperbolic manifold
joined by a time-like curve can be joined by a time-like geodesic. These conditions
are discussed, and some applications are given.

AvEz [1] behandelt in seiner Doktorarbeit folgendes Problem: In
einer normalhyperbolischen Mannigfaltigkeit seien zwei Punkte durch
eine zeitartige Kurve verbindbar. Unter welchen Voraussetzungen kann
man dann auf die Existenz einer zeitartigen Geodéatischen zwischen beiden
Punkten schlieflen ? Seine Beweisidee 148t sich unter schwicheren An-
nahmen iiber den Raum durchfithren (§ 1); seine Behauptung, daf} dies
in k-vollstindigen Raumen (zur Def. vgl. § 2 und Kuxpr [4]) allgemein
gilt, 1aBt sich nicht bestédtigen, wie durch Gegenbeispiele eingesehen
werden kann (§ 2). Avez zieht aus der Gultigkeit eines solchen Satzes die
bemerkenswerte Folgerung, daBl ein k-vollstdndiger Raum mit nicht
verschwindender, nach unten positiv beschrinkter Materiedichte zeitlich
geschlossen sein muf} (§ 5).

§ 1. Ein Satz iiber geoditische Verbindbarkeit

V, sei eine normalhyperbolische Mannigfaltigkeit mit Metrik g,, der
Stetigkeitsklasse C3, Signatur (—+ + +), zeitorientiert (es gibt eine
globale Zukunftsrichtung); 4, B sind Punkte aus V,.

H (A4, B) sei die Menge aller stetigen, orientierten, zeit- oder lichtarti-
gen Kurvenbogen von 4 nach B: In einer Umgebung jedes Kurven-
punktes gelangt man mit (ab-)zunehmendem Kurvenparameter in die
(Vergangenheit) Zukunft. Im folgenden werden orientierte zeit- oder
lichtartige Kurven oder Kurvenstiicke kurz als k-Kurven (k-Geodatische)
bezeichnet; (£ steht fiir , kausal®).

& (A4, B) sei die Menge aller Punkte, die auf Kurven aus H (4, B)
liegen (Durchschnitt der Zukunft von 4 und der Vergangenheit von B).

Das Funktional

F(g) = [ sgn(ga,@°d?) V|gar@®a@?| dt

)
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sei die (fiir zeitartige Kurven negative) Kurvenlinge beziiglich der
Metrik g,,.

Eine Punktmenge M aus V, heile streng kausal, wenn es zu jedem
Punkt 4 aus M eine Umgebung U 4 gibt, die von den k-Kurven durch 4
kein zweites Mal getroffen wird.

Es gilt der

Satz. [1]. Wenn & (A, B) nicht leer, kompaki und streng kausal ist,
existiert in H (A, B) eine Geoditische, auf der das (unter Umstinden
schwache ) absolute Minimum des Funkiionals F auf H (A, B) angenommen
wird. Dasselbe gilt fir jede k-Homotopieklasse von H (A, B) einzeln.

Der Beweis besteht aus einer lingeren Kette von Standardschliissen
und soll deshalb nur angedeutet werden®.

H (4, B) ist kompakt. Bew.: Auf & (4, B) als einer kompakten Teil-
menge einer Mannigfaltigkeit 148t sich stets eine (definite) Metrik § ein-
fithren. Diese induziert eine Metrik A auf H (4, B):

4 (gla gz) = ma’x{supa(Pb 92), supé(Pz, gl); Pz 6 gz’}; 9: 6 H(A7 B)
Wegen der §-Beschranktheit von & und damit der A-Beschrianktheit von
H kann aus jeder unendlichen Teilmenge G von H eine cauchykonver-
gente Teilfolge {g,} ausgewihlt werden. Die Menge g aller Grenzwerte
von Punktfolgen {X,}, (X, € g,), ist Element von H: Zum Beweis be-
trachtet man eine hinreichend kleine Umgebung U cines P ¢ g. Die
g, N U sind als k-Kurven gleichgradig stetig beziiglich der Zeitkoordinate
¢ in U2 Daraus und aus der J-Vollstandigkeit von & folgt, dal g N U
Kurvenstiick ist. g " U kann als Grenzwert von k-Kurven nirgendwo
raumartig sein. g ist kompakt3; nach Uberdeckung von g mit endlich
vielen U sieht man, dal g € H (4, B), also Haufungspunkt von G ist.
Die Betrachtung benutzt nur die durch die Konformstruktur von V,
erfolgte Auszeichnung der k-Kurven und die Topologie der punktweisen
Konvergenz auf H, erweist sich also als von der Wahl der Metrik §
unabhéngig. Die strenge Kausalitdt erlaubt, konvergente k-Kurven so
zu parametrisieren, dall sie auch als Funktionen des Parameters kon-
vergieren.

F ist auf der Menge der rektifizierbaren k-Kurven ein wunterhalb-
stetiges Funktional. Beweis nach einem Standardverfahren der Variations-
rechnung: Man stellt ein g aus H (4, B) durch drei Funktionen g* eines
Zeitparameters dar. Um den Wert F(g) =: [ fdt mit dem auf einer
Nachbarkurve k € H (A4, B) zu vergleichen, bettet man g und 4 in eine

! Eine Ausfithrung der Beweise soll in meiner Diplomarbeit gegeben werden.

2 Damit die [g, N U] (¢) erklart sind, mufl man unter Umstéinden endlich viele
g, fortlassen und auBerdem U auf einen Zylinder mit den Endflichen ¢ = ¢~ und
t = tt (- < tp < t*) einschranken.

8 Nach dem Diagonalfolgenprinzip: Aus P = lim P, P{¢ g (d. h. P¥ = lim X},
X} € gy) folgt P = lim X", also P € g.
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Kongruenz von Kurven aus H ein, die ein Feld g*(x?, ¢) definieren, und
entwickelt den Integranden f(g%, g%, t) nach den g*. Das Integral iiber den
linearen Anteil f; lings der geschlossenen Kurve g — & kann nach dem
Satz von StokEs umgeformt werden und strebt mit 2 — ¢ gegen Null:
f fidt— f fidt= f fdt. Im Restglied f, zweiter Ordnung bilden die zweiten

Ableltungen fgagﬂ fiir ein Zwischenwerttripel g, eine quadratische Form,
die im wesentlichen mit der induzierten Metrik auf den zu g orthogonalen
infinitesimalen Hyperflichenelementen iibereinstimmt, also fiir k-Kurven
g positiv (semi-)definit ist: [ f, dt = 0. Fiir eine Folge {g"} mit limg» =

h

gilt also lim infF (g7) = F(g). F kann weiterhin auf ganz H, die ab-
geschlossene Hiille der rektifizierbaren k-Kurven, unterhalbstetig fort-
gesetzt werden.

Daraus folgt die Existenz einer Kurve g mit F(g) = inf# (h), h € H.
Eine lokale Betrachtung zeigt, dall g geoddtisch und F(g) > —oo ist.

Man unterscheidet zwei Arten von Homotopie (vgl. Avez [1]):
d1> 92 € H sind homotop bzw. k-homotop, wenn es eine Schar von Kurven
bzw. k-Kurven gibt, die eine stetige Deformation von g, in g, vermitteln.
Jede (k-)Homotopieklasse von H ist abgeschlossen und daher ebenfalls
kompakt, alle Betrachtungen sind auch fiir eine einzelne (k-)Homotopie-
klasse giiltig. Insbesondere gilt der Satz fiir streng kausale £-Homotopie-
klassen.

§ 2. Gegenbeispiele

Wenn nur die k-Vollstindigkeit des Raumes verlangt wird (d. h. alle
zeit- und lichtartigen Geoditischen konnen bis zu jedem Wert eines
affinen Parameters fortgesetzt werden), ist der Satz nicht mehr allgemein
giiltig, wie die folgenden beiden Gegenbeispiele zeigen:

Der de Sitter Kosmos mit negativer Kriimmung: Alle zeitartigen Geo-
détischen durch einen Punkt 4 schneiden sich im konjugierten Punkt 4’
und treffen deshalb die raumartige Umgebung von 4’ nicht. Jeder raum-
artig zu 4’ gelegene Punkt B ist aber iiber eine k-Kurve von 4 aus erreich-

bar®. Man kann eine Folge von Kurven b finden, die im Endlichen
gegen zwei Lichtstrahlen je durch 4 und B konvergieren und auf denen
F beliebig stark negativ wird. In iibersichtlicher Weise 148t sich dieses
Verhalten an Hand der Einbettung des de Sitter Kosmos in den E; mit
der Form ds? = —du? — dv? + da® + dy? + dz* als einschaliges Hyper-
boloid u? + v* — 2% — y2 — 22 = 1 darstellen (vgl. etwa SyncE [6]). Die
Geoditischen sind die Schnittkurven des Ebenenbiischels durch das
Zentrum mit dem Hyperboloid; die zeitartigen Geodatischen durch 4
sind Ellipsen, die sich im Antipodenpunkt A’ wieder treffen, sie tiber-

¢ Eine analoge Betrachtung fiir raumartige Geodétische im positiv gekriitmmten
de Sitter-Kosmos findet sich bei CaraBI und MaRKUS [2].
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decken genau &(4, 4’) und &(4', 4), da (4') = 4 ist. (4, 4') ist
der in den Raumrichtungen unbeschrinkte, daher inkompakte Streifen
zwischen zwei parallelen Erzeugendenbiischeln, dem Zukunftslichtkegel
in 4 und dem Vergangenheitslichtkegel in 4’. Uber solche Ellipsen und
zeitartige Kreise (w,y, 2 = const.) 14t sich jeder zu A’ raumartige
Punkt B von 4 aus erreichen. Da mit (22 + %2 + 2%) - oo die F-Léinge
dieser Kreise (mit dem Radius ]/f}?ﬁiiﬂzg) gegen —oo geht, gilt:
ian(;DB) = —oo. Die de Sitter-Welt ist konform flach; die Minkowski-
Welt kann auf das Innere eines Streifens & (4, 4’) abgebildet werden,
innerhalb dessen der Satz noch gilt.

Der Gidel KosmosS. Die Materieweltlinien w bilden eine dquidistante
Geodstischenschar. k-Geodétische, die von einem Punkt 4 auslaufen,
fallen auf die Weltlinie w, durch 4 zuriick, sie beschreiben im Ruhraum
des Teilchens in w, eine Rosettenbahn und koénnen einen endlichen
Maximalabstand von wy, den optischen Horizont, nicht iiberschreiten.
Abgelenkte k-Kurven konnen bis zum Horizont ihres Ablenkungs-
punktes gelangen, also Punkte auflerhalb des optischen Horizontes von
w, erreichen, geniigend oft abgelenkte sogar jedes P € V, (s. u.). Weiter-
hin gibt es geschlossene k-Kurven; diese sind homotop zur vollstindig
entarteten Kurve (bestehend aus einem Punkt), da ¥, einfach zusammen-
héngt, aber nicht k-homotop zu ihr, da jede geschlossene k-Kurve einen
Durchmesser grofer als den optischen Horizont hat. Also haben auch
Punktepaare 4, B, die k-geodétisch verbindbar sind, wegen des Fehlens
von geschlossenen k-Geodéatischen nicht in jeder k-Homotopieklasse von
H (4, B) eine Geodatische.

Entsprechend ist in beiden Fillen die Voraussetzung tiiber die
& (4, B) nicht erfillt; im Godel Kosmos gilt & (4, B) = V, fiir beliebige
4, B. Denn bekanntlich geht durch jeden Punkt A eine geschlossene
zeitartige Kurve; beriicksichtigt man, daf der Goédel Kosmos raum-
zeitlich homogen ist, so folgt, dal von 4 aus ganz w, zukiinftig zeitartig
erreichbar ist. Ferner ist die Menge der von w, aus zukiinftig zeitartig
erreichbaren Materieweltlinien sowohl offen als auch abgeschlossen (in
der Topologie der lokalen Raumschnitte). Somit lassen sich je zwei
Punkte zeitartig verbinden mit verfiigbarer Orientierung, und &(4, B)
ist der ganze Kosmos.

Im oben beschriebenen de Sitter Kosmos gilt das gleiche. Wegen des
zweifachen Zusammenhanges sind die geschlossenen Ellipsen nicht-
zusammenziehbar und fallen je nach Zahl der Durchldufe in unendlich
viele Homotopieklassen. Das Auftreten geschlossener k-Kurven kann
aber verhindert werden durch einen Schnitt z. B. lings eines Hyper-

5 Die folgenden Betrachtungen fulen auf Mitteilungen von Herrn Dr. W.
Kuxpr.
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belastes (raumartige Hyperfliche u = 0, » > 0) und periodische Fort-
setzung. Dann gilt: &(4, B) ist genau dann kompakt, wenn B im
Inneren von &(4, 4’) oder auf dem Zukunftslichtkegel von A4 liegt; eine
k-Geoditische A B existiert genau dann, wenn B im Inneren irgendeines
S(dm, A+ liegt; (A ist m-ter Brennpunkt der k-Geoditischen
durch A); firr n > 0 ist F(AB) + infF (A B) = —oo, da B zeitartig zu
cinem raumartig zu A4’ liegenden Punkt liegt.

§ 3. Bemerkungen zur Voraussetzung

Die Nichtkompakiheit von & (A4, B) bedeutet entweder Unwvollstindig-
keit: ein Loch in der Zukunft von 4 (Rand, Singularitit) oder Un-
beschriinktheit: Es gibt eine unbegrenzt in die Zukunft fortsetzbare (ab-
geschlossene, endpunktlose) k-Kurve durch 4, deren Punkte durch
k-Kurven mit B verbindbar sind; d. h. ein Spiegel in unendlicher Ent-
fernung reflektiert in endlicher Zeit auf die Quelle zurtick$; es gibt Welt-
linien, die vollstdndig in der Vergangenheit von B liegen.

Die Voraussetzung der Kompaktheit von & (4, B) ist fiir die Giiltig-
keit des Satzes nichi notwendig. Es gibt Rdaume, in denen je zwei zeit-
artig zueinander liegende Punkte A, B durch eine kiirzeste k-Geoditische
verbindbar sind, aber wenigstens ein & (4, B) nicht kompakt ist: Bei-
spiele sind wnwvollstindige, geoditisch konvexe, irgendwo zeitartigen
Rand besitzende Untermengen von Welten, in denen der Satz gilt: etwa
ein Vollzylinder mit zeitartiger Achse in der Minkowski Welt.

Es gibt weiterhin Rdume? mit einera unbeschrinkten &(4, B) und
k-geoditischer Verbindbarkeit, bei denen aber fiir ein Punktepaar

4, B die Bedingung infF (Z}?) > —oo nicht mehr erfillt ist; d. h. die
Geodétische 4 B hat nicht mehr den minimalen Wert von F auf H (4, B).
Fir die Existenz eciner minimalen Geodétischen ist die Bedingung

infF (279) > —oo notwendig, aber nicht hinreichend, wie im de Sitter
Kosmos die Betrachtung zweier Randpunkte eines Streifens & (4, 4')
zeigt.

§ 4. Ein Kriterium

Die Voraussetzung der Kompaktheit von & (4, B) ist fiir je zwei
zeitartig zueinander liegende Punkte A, B erfiillt, wenn im V, eine
Cauchyhyperfliche C (zur Def. vgl. PENROSE[5]) existiert: Alle abgeschlos-
senen k-Kurven ohne Endpunkte treffen C in genau einem Punkt. Denn
dann ist die Menge D aller Punkte von C, die durch eine %-Kurve mit 4

® Tm Godel Kosmos ist mehrfache (sogar unendlich vielfache) Reflexion notigs
da nur gebrochene Strahlen den jeweiligen optischen Horizont verlassen konnen;
diese k-Kurve kann hier keine Geodétische sein.

7 Vgl. FuBnote 1.
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verbindbar sind, kompakt: Da D offensichtlich abgeschlossen ist, gibe
es sonst eine Folge von k-Kurven mit divergenten DurchstofSpunkten.
In der Einpunkt-Kompaktifizierung V,\u {co} erhdlt man eine kon-
vergente Unterfolge {f,}, deren DurchstoBpunkte f, N C natiirlich gegen
oo konvergieren. In jeder kompakten Untermenge K von V, konvergieren
die f, gegen eine k-Kurve f. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit von
k-Kurven g, folgt aus ¢ = limg, sofort: ¢ n ¢ =lim(g, N 0). f konnte
daher im Endlichen (in beliebigem K) keinen DurchstoBpunkt haben,
ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daher mufl auch das Raumgebiet
KR(A), das von den k-Kurven zwischen A und C erfillt wird, beschriankt
sein, und es gilt: &(4, B)CR(4) v K(B) und & ist kompakt.

Eine Abschwichung des Kriteriums ist méglich: Fir je zwei Punkte
einer Untermenge M von V, ist & kompakt, wenn alle k-Kurven, die
M treffen, in der Vergangenheit (bzw. der Zukunft) auf eine abgeschlos-
sene Punktmenge M’ zuriickverfolgt werden kénnen und M’ in je genau
einem Punkt treffen. Denn nur diese Eigenschaften von ¢ werden beim
obigen Beweis benutzt. Ein Beispiel im de Sitter Kosmos: M ist das
Innere eines Streifens &(4, 4'), M’ die Symmetriehyperebene (Mittel-
hyperbel zwischen 4 und 4’).

§ 5. Anwendungen

Dieser Satz hat eine Reihe von topologischen und differential-
geometrischen Konsequenzen.

Zwei Cauchyhyperflichen Cy, Cy haben die gleiche Zahl von Zusammen-
hangskomponenten und sind gleichzeitig (in-)kompakt. Denn die Teil-
menge D4 von C,, die von den k-Kurven durch ein 4 € ¢ getroffen wird,
ist ein (durch die Geodétischen vermitteltes) stetiges Abbild der Menge
S, aller zeit- und lichtartigen Richtungen nach Identifizierung einer
Zukunftsrichtung mit der entgegengesetzten Vergangenheitsrichtung;
also ist die Teilmenge D* von C,, die von den k-Kurven durch eine Zu-
sammenhangskomponente C* C C; getroffen wird, stetiges Abbild von
Sy x C* : D* ist zusammenhidngend und kompakt, wenn C* es ist.

In einem Raum gelte fiir alle zeitartigen FEinheitsvektoren wu®:
R, ,utu? < —d? < 0: Die Materiedichte hat eine positive untere Schranke,
oder die kosmologische Konstante bewirkt Entsprechendes. Dann folgt
(Avez [1]) wegen des Vorzeichens der zweiten Variation der Kurven-
lange F fir eine minimale k-Geodéatische g: |F(g)| < ]/?;.n/d. Bei Gultig-
keit des Satzes ist der Raum also k-unwvollstindig oder besitzt geschlossene
k-Kurven. Hawxine [3] erhélt ebenfalls aus dem Ausdruck fiir die
zweite Variation weitere Kriterien fiir das Auftreten von Singularitédten
in k-vollstindigen Rdumen mit Cauchyhyperfliche. Die Ricci-Tensoren
des (Godel Kosmos und des negativ gekriimmten de Sitter Kosmos
erfiillen obige Bedingung, ohne daf3 eine Singularitédt auftritt. Im letzteren
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gibt es sogar abgeschlossene, randfreie Raumschnitte, die allerdings
nicht alle Eigenschaften einer Cauchyhyperfliche haben.

Bei Giiltigkeit des Satzes wird die Zukunft eines Ereignisses von einer
Schar raumartiger Hyperflichen schlicht diberdeckt. Die Pseudosphiren
konstanter Figenzeit (lings den Geodétischen gemessen) iiberdecken im
allgemeinen die Zukunft stellenweise mehrfach. Obige Hyperflaichen
bekommt man durch die Vorschrift, die Eigenzeit lings der kiirzesten
Geodétischen zu messen. Sie sind abgeschlossene, randfreie Teile der ent-
sprechenden Pseudosphéren, sind stiickweise glatt, und stehen senkrecht
auf den Geoditischen. Sie sind bis auf den Lichtkegel (Abstand = 0)
raumartig.

Ich danke den Mitgliedern des Hamburger Seminars fiir Allgemeine Relativitats-

theorie, besonders Herrn Dr. W. Kuxor, fiir viele Anregungen und Hinweise und
vor allem Herrn Professor P. JorpaN fiir seine grofziigige Forderung.
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