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Abstraet. The empty space field equations in Einstein’s Theory of Gravitation
are solved to determine all spaces admitting a timelike congruence without shear
and rotation. The solutions belong to the class of degenerate static fields and their
non-static extensions.

Einleitung

Es wird in dieser Arbeit untersucht, in welchen Vakuumfeldern sich
eine Wolke von Probeteilchen' expandierend (& = 0), rotationsfrei
(2,, = 0) und scherungsfrei (X, = 0) bewegen kann, wie diese Bewegung
erfolgt und inwieweit sie schon durch das Vorgeben von Anfangsbedin-
gungen festgelegt ist. Es werden die gesuchten Vakuummetriken explizit
angegeben, wie auch die dazu gehdrigen Bewegungen (mit & + 0, 2, = 0,
2y =0).

! Die hier vorgelegten Resultate vervollstdndigen die Untersuchungen
der drehungs- und scherungsfreien Probekorperbewegungen in EINSTEINS
Gravitations-Vakuumfeldern. Die bisherige Untersuchung des Falles
2,,=0,2,,=0 ergab folgende Resultate:

I. Bewegt sich eine Wolke von Probeteilchen expansionsfrei und
nichtisometrisch (Bezeichnung siehe [10]) in einem Vakuumfeld (B,, = 0),
so ist dieses vom Petrov-Typ D (J. EHLERs und M. TrRUMPER 1960,
siehe [4], [5]).

II. a) Unabhéingig von moglichen Feldgleichungen sind die Felder
immer vom Petrov-Typ I oder D (M. TRUMPER [6], 1965).

b) Fir & < 0 sind die Vakuumfelder (R,, = 0) vom Petrov-Typ D
(siehe [4], [6]).

! Von den Probeteilchen wird hier, wie iiblich, vorausgesetzt, daB sie sich
infolge nichtgravischer Wechselwirkung auf nichtgeodatischen Weltlinien bewegen
konnen und dafl ihre gravitationsfelderzeugende Wirkung vernachlissigbar klein
ist gegeniiber dem als gegeben betrachteten Gravitations-Vakuumfeld. Das gleiche
soll natiirlich auch fiir die gravitationsfelderzeugende Wirkung des Energie-
Impulstensors der nichtgravischen Kréfte gelten.
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III. 1965 geben F.B.EstaBrooK u. H.D. Wamrquist [1] alle
Felder aus I.) explizit an. Es sind die ausgearteten statischen Vakuum-
felder class B (zur Bezeichnung siehe [7]).

IV. In dieser Arbeit werden alle Felder aus II.b) explizit angegeben.
Es sind die ausgearteten statischen Vakuumfelder class 4 und class C
(zur Bezeichnung siehe [7]) und deren Erweiterung?2.

Bei Welten mit inkohérenter Materie (R,, < 0) ergibt sich fiir den
Fall Q,, =0, 2,, = 0 ein Friedmann-Lemaitre-Kosmos (siehe [8]). Das
gilt auch fiir Feldgleichungen mit kosmologischem Glied. Die Scherung
2,, und Rotation £,, sind beziiglich der Kongruenz zu definieren, die
durch die Weltlinien der Materieteilchen gebildet wird.

Sachverhalte, die den hier u. a. behandelten dhneln, sind bereits fiir
starre (X, = 0, ¢ = 0) rotierende (£,, &= 0) Bewegungen von Teilchen-
wolken?® untersucht worden: Fiir solche Bewegungen gilt nach einer in
[17angegebenen Erweiterung des Herglotz-Noether-Theorems in Réumen
mit konstanter Krimmung — d. h. also auch in Minkowskirdumen—:

1. Die Bewegung verlduft nur isometrisch.

2. Die Rotation £2,, erfolgt konstant?.

In Einsteinrdumen (R,” = 7} R g,,,,) — dazu gehoren alle Réume mit

R,, =0 — gilt fiir starre rotierende Bewegungen, da} aus 2. die Aus-
sage 1. folgt.

Die Weltlinien einer Wolke von Probeteilchen bilden eine zeitartige
Kongruenz mit dem Tangenten-Einheits-Vektor ¢4, (44,4” = —1). Die
Voraussetzung

Qu=0, Z,,=0, 940 1)

bedeutet, daBl ein Beobachter, der sich mit einem Probeteilchen mit-
bewegt, in seinem Ruhraum?® folgendes feststellt: Die infinitesimal be-
nachbarten Teilchen bewegen sich nur isotrop von ihm weg (bzw. auf ihn
zu), d. h. die Richtungen vom Beobachter zu seinen Nachbarteilchen
bleiben konstant beziiglich eines Dreibeins, welches langs der Weltlinie
des Beobachters fermi-verschoben ist. Ob das Dreibein im Ruhraum eines
Beobachters fermi-verschoben ist, 146t sich nach Sy~gE [2] durch Licht-
signale feststellen. Wiirde man auch noch ¢ = 0 voraussetzen, so miiten
zusétzlich die rdumlichen Abstdnde vom Beobachter zum infinitesimal
benachbarten Teilchen konstant sein; man hitte dann den Fall einer
starren (also 2,, = 0, ¥ = 0) und drehungsfreien (£2,, = 0) Bewegung
einer Probeteilchenwolke.

2 Siehe Satz 3.1 in dieser Arbeit.

3 Fiir Vakuumfelder sollen die Teilchen natiirlich Probeteilchen sein. — Fiir
Réaume mit Materie sollen die Teilchen die Materieelemente sein.

4 Das heiflt die Fermiableitung von Q,,, ist Null.

5 Das ist der raumartige dreidimensionale Vektorraum senkrecht zu (4.
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Im ersten Kapitel wird man durch eine kurze zusammenfassende
Darstellung in den Dyadenformalismus eingefithrt, der sich beim
Rechnen mit zeitartigen Kongruenzen gut bewdhrt hat. Das zweite
Kapitel behandelt das eigentliche Problem, die Konstruktion der Vakuum-
felder, die eine zeitartige Kongruenz (mit dem Tangentenvektorfeld ,1*)
mit Q,, =0, X,, =0, 9 =& 0 zulassen. Zunéchst zeichnet man im Ruh-
raum senkrecht zu (A” ein Dreibein ,A” (@ = 1, 2, 3) invariant aus. Bei der
Ermittlung der algebraischen Eigenschaften von ,4” stellt man erneut
fest, daBl die Metrik vom Petrov-Typ D ist®. Nachdem man die ko-
varianten ,,Raum-Ableitungen* von ,A* berechnet hat, kann man mit
Hilfe von ,/* und ¢4* einen hyperflichennormalen Killingvektor & kon-
struieren. Die gesuchten Felder gehéren also zu den in [7] explizit
angegebenen ausgearteten statischen Vakuummetriken, wenn & zeit-
artig ist. Auf den Fall, daf} & raumartig ist, wird in Kapitel 3 das Ergeb-
nis von Kapitel 2 analog erweitert. Aulerdem wird in Kapitel 3 der
Tangentenvektor (A* explizit angegeben. Bis zum Ende des Kapitels 3
ist gezeigt worden:

Die gesuchten Metriken gehéren den Klassen 4 und C (zur Bezeich-
nung siehe [7]) der entarteten statischen Vakuumfelder (und deren nicht-
statischer Fortsetzung) an.

Im Kapitel 4 wird bewiesen, daf} alle Metriken dieser Klassen 4 und
C zu den gesuchten Metriken gehéren. Aullerdem wird gezeigt, dafl die
ausgezeichnete Kongruenz ,A” tatsichlich die in den Formeln von
Kapitel 3 ausgedriickte Unbestimmtheit besitzt.

Bezeichnung (wie in [9], [14])

Griechische Indices: », u, % . . . durchlaufen die Werte: 0, 1, 2, 3.

Lateinische Indices: r, s, ¢ . . . durchlaufen die Werte: 0, 1, 2, 3. Sie bezeichnen die
nichtholonomen Komponenten T',, eines Tensors 7', beziiglich eines ortho-
normalen Vierbeins ,A.

Lateinische Indices: a, b, ¢ ... durchlaufen die Werte: 1, 2, 3. Sie bezeichnen die

raumartigen Komponenten vom obigen 7, ,.

= bedeutet Gleichheit durch Definition.

~ bedeutet Proportionalitat, z. B. bedeutet T, ~ 8,,:

Bs existiert ein ¢ == 0 mit 7, = @S,,.

Signatur der Metrik: — + + -+

Gu» die Metrik

g deren Determinante

1
() bedeutet Symmetrisierung, z. B. T, = 5 (Tyy + 1))

1
[ ] bedeutet Antisymmetrisierung, z. B. T, = 5 (Tyy— Ty,
grotu = glratul ypd 0128 = 1

gobe = glabel ypd £128 = 1

¢ Dies wurde ja schon in [6] bewiesen.
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R

wvxr Kriimmungstensor (Riemann-Tensor)
c

uvxer Konformtensor (Weyl-Tensor)

R,, = R}, Ricci-Tensor

R = R} Kriimmungsskalar

T yv;» kovariante Ableitung von 7',, nach a*

T y», » partielle Ableitung von T,“, nach x*

oAY mit oA A? = —1 sei die Tangente an eine zeitartige Kongruenz.
A (@ =1, 2, 3) erginze (A* zu einem orthonormierten Vierbein.

V3 der Vektorraum senkrecht zu ,A*. V3 ist der ,,Ruhraum‘.

V3 @ V? der Tensorraum der 2stufigen Tensoren beziiglich V3. Zu V? ® V3 gehort
z. B. Q,, (siehe unten).

Apy = Guy + oluohy ist die Metrik von V3, d. h. hl’; projiziert in den V3 hinein.

T4y = Tpuy;neh* bedeutet die kovariante Eigenzeit-Ableitung.

]i', » = (Kap)' = (Kg3) woh? wird die ,,Punktableitung” von K,,“ genannt. Dabei
sei K,, ein Skalar Dbeziiglich Xoordinatentransformationen, z. B. K,

= MM,

Die kinematischen Grofen (iiber deren Bedeutung: siehe [10] und [9]) von (A* sind:

@, = 0}:,, die Absolutbeschleunigung,

24y = oApu;r] + oA @y der Wirbeltensor (bei SyneE [2] local angular velocity of the
medium),

1
2

1
8 = 5 (—g) 2 err#7Q,, A, der Wirbelvektor,

3 & = (A%, der Expansionsskalar,
Zyy = oMu;») + Aoy — Bhy, der Scherungstensor,
Suy =2y, + Ohy,.

Kapitel 1

Dieses Kapitel gibt in einer kurzen (und ausreichenden) zusammen-
fassenden Darstellung eine Einfithrung in den von ESTABROOK u.
WanLQUIST [9] angegebenen Dyadenformalismus, der in den néchsten
Kapiteln verwendet wird. Beim Rechnen mit zeitartigen Kongruenzen
empfiehlt sich die Anwendung des Dyadenformalismus aus folgenden
Griinden:

Es sei eine Schar von zeitartigen Weltlinien mit dem Tangenten-
vektor ¢4’ (44", = —1) und den kinematischen Grofen® K in einem
Riemannschen Raum gegeben, dessen metrische Koeffizienten den Feld-
gleichungen geniigen. Dann geniigen die K gewissen Differential-
gleichungen. G seien die Gleichungen, aus denen alle Gleichungen folgen,
denendie K gentigen. Diese G'° (siehe (1.13 bis 27)) kann man auf folgenden
Wegen erhalten:

7 Siehe Hilfssatz 1.3.

8 Das sind a,, 2,, S, &, 2,4, 2.
? Bei J. EgLERS [10] sind einige davon angegeben.
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1. Man driickt die kinematischen GréBen K (in einem Koordinaten-
system (A” ~ 0§) durch die metrischen Koeffizienten g,, und deren erste
Ableitungen aus und schreibt fiir die g, die Feldgleichungen und Bianchi-
Identitéten auf. Dann treten in G Ableitungen der Ordnung 1 bis 3 auf.

2. Beziiglich eines Vierbeines, dessen zeitartiger Vektor der Tangen-
tenvektor ,A” ist, seien 7, R,,,, die anholonomen Koeffizienten vom
Energieimpuls- bzw. Riemanntensor und I',,, Riccrs Rotations-Koeffi-
zienten. Die Feldgleichungen und Bianchi-Identititen lassen sich so
schreiben, daf nur I',,, R,,,,, deren erste Ableitungen und 7', auf-
treten. Von den I, ; lassen sich 1oy, Loy L apo durch die kinematischen
GroBen K ausdriicken, so daBl schlieBlich in den Gleichungen @ nur die
restlichen I, ., K, R,,, und deren erste Ableitungen und T, auftreten.

Dieser Weg 2., um zu den Gleichungen G zu gelangen, wird im Dyaden-
formalismus benutzt. Das hat folgende Vorteile:

A. In den Gleichungen @ treten nur erste Ableitungen (der Iy, K,
R,;,) auf im Gegensatz zu 1. .

B. Die Beziehung zwischen den kinematischen Gréfen K wund
Riccs Rotations-Koeffizienten I, ¢, ist wesentlich einfacher als bei Ver-
wendung der Christoffelsymbole I'%, oder g,,, da bei dem zugrunde
gelegten Vierbein der zeitartige Vektor der Tangentenvektor (A” ist.

C. Durch die im Dyadenformalismus verwendeten Gréfen und Opera-
tionen lassen sich die Gleichungen G einfacher formulieren. Das gilt ganz
besonders fiir die nichtkovarianten Gleichungen unter den G; weil man im
Dyadenformalismus alle kovarianten Tensor-Operationen auch auf nicht-
kovariante Groen anwendet. Die ZweckméBigkeit der Operationen und
Grofien des Dyadenformalismus liegt hauptsédchlich an folgendem :

a) Die in 2. erwdhnten I, beschreiben die ,,rdumliche kovariante
Differentiation des Ruhraumes V3“. Die restlichen I'yoy, Lg45 L apo vOR
den I',;; hingen umkehrbar eindeutig von den kinematischen GroBen K
ab.

b) Da die kinematischen Grofen K definitionsgemdf im Ruhrawm V3
liegen, rechnet man im Dyadenformalismus zweckméfigerweise nur mit
Grifen und Operationen, die beziiglich V? definiert sind. Dabei werden
Grofen, wie der Energieimpuls- und Riemanntensor durch 4, in den
Ruhraum V3 projiziert.

¢) Durch den im Dyadenformalismus verwendeten Beinformalismus
148t sich das Dreibein in V3 — der vierte Beinvektor ist ja der Tangenten-
vektor ¢A* — an invariante Gegebenheiten (Eigenbein!) anpassen.

Eine Kongruenz von zeitartigen Linien sei durch ihr Tangenten-
vektorfeld (A mit
02”0]@5—1 (1.1)
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gegeben. A¥ erginze oA’ zu einem orthonormierten Vierbein, so daf also gilt
= rlvs/’lﬂgvu (12)
mit yéi=n, = Dlagonalma‘unx (—1,1,1,1).

Hilfssatz 1.1. Aus den anholonomen Koeffizienten T,S= ,A*s}, T/
eines Tensors T'/ lift sich wiederum T'} berechnen und wmgekehrt. Und
zwar ist T# =74, T,5. Dabei ist "A'= s . Auferdem sind TT$
=yt 1% die anholonomen Koeffizienten von T%*. Wie man sieht, kann man
mit 'S, baw. 1, die anholonomen Koeffizienten herauf- bzw. herunter-
ziehen. Auferdem gilt T, S"¢ = T,, 8",

Die ,4* bilden in V3 ein orthonormiertes Dreibein. Daher gilt der
folgende

Hilfssatz 1.2. Projiziert man einen Tensor T, in den V3, also (L T),,=
= W1, T,., so erhilt man fir die anholonomen Koeffizienten (beziiglich
1'}'1)) ( L T)rs

(LD)vo=(LT)os=0, (LT)up="Ta- (13)
Es ist also
Zro=20s=80="80s =20, =Ly =29 =0,=0. (1.4)

Daher werden im folgenden von den anholonomen Koeffizienten der
projizierten Tensoren — im Dyadenformalismus kommen nur solche
vor — nur die angegeben, die ungleich Null sind, d. h. deren Indices®
von 1 bis 3 (a, b, c...) laufen.

Hilfssatz 1.3. a) Fiir die Fermi-Ableitung (1.T),,= W 1 T,. eines
Tensors T, gilt

(-I—T)ab = Tab + E;Ldechb - Tacwdgi)cd (153’)

mit w, =5 2 &b A MM

b) Fiir ein lings der Kongruenz (A7 fermi-verschobenes Dreibein ,AY —
etn solches existiert immer — gilt wa = 0. Dafiir st

(—I—T)ab“‘“ ab>s a)a:0~ (15b)
Aus den zu Anfang dieses Kapitels erwahnten Griinden definiert man:
I'yy= Ahy;M (Riccts Rotations- Koeffizienten), (1.8)
1 .
MabE?Sbadradc’ (17)
1 .
waE?gachObc, (18)
Trs,'t = T;w;i rll‘s)’v tzt = T?‘s, Ftru Ftsu r ’ (19)
Krs,tE ( 1's),vt/1 . (110)

10 Diese Indices werden in [9] ganz fortgelassen. Die indexfreien Grofien
werden dort ,,Dyaden‘ genannt.

21 Commun. math. Phys., Vol, 3
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AuBlerdem fithrt man die folgenden symmetrischen Groflen ein:

a) PabE_é'aacd &pyg BOVIY, b) Qco= Roco0> (1.11)
G) BabE”;‘gi)chOabd (Bg=0), d) th%Rob-

Aus den Bemerkungen in [9] erhidlt man die aus den obigen Defini-
tionen folgenden vier Hilfssétze:

Hilfssatz 1.4. Das obige Vierbein A (1,; = A’ A*g,,) sei vorgegeben,
dann laft sich

a’) Pab> Qaln Bab’ ta aus R;wnn

b) I,y aus I, (der affine Zusammenhang beziiglich g,,),

C) F'rst aus Mab’ Saln Qw Qgs W,

d) Iy, ous M, (sicke (1.7)),

e) Lorss Logss I'ros aus Sy, 24, g, 04 (2. B.ist ag = I'gq4)
leicht berechnen' und wmgekehrs.

Loy brw. M, bezeichnet den rawmlichen affinen Zusammenhang; denn
es gilt fir die anholonomen Koeffizienten (siehe Hilfssatz 1.2) won
T, WER B

Tab;c: Tab,c_PcaeT-el;——PcbeTt'la (1'12)
wo T, Tensor beziiglich V? ist.

Hilfssatz 1.5, Das obige ,/” sei vorgegeben. Dann st

. R’.‘”,,=-—2(Ff,‘[,,n]+ Fg[rrﬁlt‘]e)
mat

1
F#xE gyg (g.g(v,n) _?gvx,g)

dquivalent zu den unten angegebenen Differentialidentititen (1.13 bis 16).
Die dort auftretenden Gréfen sind in (1.6 bis 11) und (1.17, 18, 19) definiert.
Aus den Identitdten (1.13 bis 16) lassen sich alle Gleichungen ableiten, die
i einem Riemannschen Raum zwischen den kinematischen Gréflen, deren
Ableitungen und den R,,, ., bestehen.

Den Hilfssatz 1.5 erhdlt man, wenn man Hilfssatz 1.4 und die
Definitionen fir die in (1.13 bis 1.16) auftretenden GroBen beriick-
sichtigt. Aus einer dieser Definitionsgleichungen, namlich (1.6), folgt die
Integrationsbedingung!? (siehe [9])

w Ltisyir,» = % Tispt gnresd i
welche in etwas abgewandelter4 Form mit in den Differentialidentitaten
(1.13 bis 16) enthalten sind (siehe z. B. (1.15)).

1 Die in dieser Arbeit fehlenden Formeln sind in [9] angegeben.
2 Integrationsbedingung von ,Ag,, 1 A#A* = Iy, (siche [9] und (1.6)).

— . . s§pq
13 g22¢ = Vorzeichen der Permutation P

14 Es sind nur die I, nach Hilfssatz 1.4 ¢ ersetzt worden.
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Die in Hilfssatz 1.5 (oben) erwdhnten Differentialidentititen sind:
— [Ban + 26670+ 8y 4] — eant[Qe + 80, 2,]
= SacSz_ 28[1;6dSb]d-Qc + 'Qa'Qb - aab(~Qc-Qc) — Qg @y + Qa,b ’
‘Qb ot Sac debcd = ~_Zaa,'fzb + acgoaab + Bab _"sablftc ’ (1'14‘)15
Mab + Si M, = (Sca o+ S¥ag) &°% +
+ (¢ —w°)., + (£2°— 0% ay)bgsp
60 M gy = — g 600 My Mgy + oy — Qo808 (116)19
Dabei ist

(1.13)15

(1.15)15

S:zkbESab'*‘ (‘Qc'—wc)eabcw (1'17)

1
Eab = —Pab 7y 6;16d83)eysecsdy - 'Qa'Qb - 20‘)(a'Qb) s (118)
Mayo= Moy, o— oy Mo — T,y M8 (siche (1.12,9)).  (1.19)

My, My, sind nicht die anholonomen Koeffizienten eines Tensors.
Hiltsatz 1.6. Das obige Vierbein A" sei vorgegeben. Dann lassen sich die

Feldgleichungen —T,,= R,, —% Rg,, umschreiben in die folgenden
Gleichungen :

1
Ty =5 (—Pap + Quy— Q042) » (1.20)
Too=to, (1.21)
Too=3 P2, (1.22)
mit
1
Tyy=— T I (1.23)

Hiltssatz 1.7. Das obige Vierbein A’ set vorgegeben. Dann sind die
Bianchi-Identititen gleichwertig mit den Gleichungen (1.24) bis (1.27):

Sa}c‘ide;c“ [B:fb -+ Ez;,wwc Bfy,— B¥,wae,°%] = — ,°%a,Qqy +
+ Pgoage;f%— (8% — S50% — ¢ %0 ) B, — (1.24)
— & CdsbegS B d—é‘uch Qg + 2Q tb 5

Ea‘szBg‘d;c’*’ [Pgy -+ 23(aCde)dwc] = Cda Bbd+ Bacadgb (1 25)16
+ (Sac_Sgéac'—'QgEacq)P +'3 CdgbegSechg"*'eab Qc g
Pz;c = _( c 3Qg£cd9) Bdeeace . (1.26)18
Dabei ist
B:‘bE Bab + 1oqp° - (1'27)16

15 Die Gleichungen (1.13) bis (1.16) sind mit den Gleichungen D.22 bis D.31 auf
Seite 1641 in [9] gleichwertig. Aus D.23 und D.31 erhélt man z. B. (1.13) (siehe D.37).

Das dort auftretende N, und L, ist durch N,, — é— N® 34y + €44 Ls= My und

Nigs = 0 definiert. AuBlerdem siehe Fufnote 10.

16 Wie in FuBinote 15 148t sich zeigen, dafl die Gleichungen (1.24 bis 1.27) mit
den Bianchi-Identitaten auf S. 1642 in [9] gleichwertig sind.
21*
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Aufler den Gleichungen (1.15, 16) — auf diese kann man aber nicht
verzichten — lassen sich die Differentialidentititen aus den Hilfs-
sitzen 1.5 und 1.7 durch Multiplikation mit ¢4, = 4, in gewohnliche
Tensorgleichungen (mit den Koordinatenindices », u, % . . .) umschreiben.
Die bei den Identitdten (1.13, 24, 25) auftretenden eckigen Klammern
enthalten nach Hilfssatz 1.3 Fermi-Ableitungen.

Beim Dyadenformalismus rechnet man also nur mit Gréfen und Opera-
tionen des Ruhraumes V3. Diese GroBen (itber deren Bedeutung: Hilfs-
satz 1.4) sind die folgenden:

1. die in (1.11) durch Projektion (in den V?) gebildeten Anteile des
Riemanntensors: P,;, Qqp, Bass tos

2. die kinematischen Gréfien: a,, £, Sq4, 9,

3. die nichtkovarianten Groflen aus (1.7, 8): w,, M,y

Die Groflen aus 1. und 2. sind die beziiglich eines Drei- Beines — der
vierte Beinvektor ist der Tangentenvektor A’ — gebildeten anholonomen
Koeffizienten von Tensoren aus V2 bzw. V2 ® V3. Die beziiglich V3
definierten GroBen w,, M,, sind nicht die anholonomen Koeffizienten
von Tensoren.

Auf die GroBen aus 1., 2. und 3. werden im Dyadenformalismus die
folgenden Operationen angewandt:

a) Koy, Hyy— K, H% (K, o H.,h°" fiir Tensoren).

b) K,y H,,— K, H, e Fir Tensoren entspricht das

K, H,, ™% 2, |9 % .
c) Kyp— K «»- Uber den Zusammenhang mit der Fermiableitung
K, .o/ kiR siehe Hilfssatz 1.3.
d) K, — Kyp.o (definiert in (1.12, 19)). Das ist fiir Tensoren die
rdumliche kovariante Differentiation: K,,,., hth} b (siehe Hilfssatz 1.4).

Kapitel 2

In diesem und dem néichsten Kapitel werden alle Vakuumfelder
(R, = 0) gesucht, die eine expandierende (¢ = 0), scherungs- und wirbel-
freie (X,, = 0, 2,, = 0), zeitartige Kongruenz enthalten.

I. Es werden alle Metriken g,, gesucht, die eine Kongruenz oA’
(04" oAy = —1) mit

'Q,uv:O’ Z:,uvzo’ 9+ 0 (2.1)
zulassen und fiir die
Ryy—g Ry = —Ty = 0, Ryy= R, 2.2)
1
- ?leﬂnt = f}l[z,z] + Fg[np'lr‘]g (23)

gilt. I, ist der affine Zusammenhang von g,,. Dieses Problem ist dqui-
valent mit dem folgenden Problem:
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II. Es werden alle Metriken gesucht, die den Differentialidentitdten
(1.13 bis 16) und den folgenden Bedingungen geniigen:

&) .Qa=0, b) Sab:’ﬁéab’ (24)
a) 9+ 0, b) £, =0, (2.5)
a) Pab=Qab (P[ab]=0)s b) Pg:o' (26)

Die Aquivalenz der Probleme I. und II. folgt daraus, daB die folgenden
Gleichungen gleichbedeutend sind:

(2.1) mit (2.4, 5a) nach Definition,

(2.2) mit (2.5b, 6) nach Hilfssatz 1.6,

(2.3) mit den Differentialidentitdten (1.13 bis 16) nach Hilfssatz 1.5.

In den Kapiteln 2 und 3 wird also (2.4 bis 6) bzw. (2.1, 2) vorausgesetzt
werden. Auferdem sei im folgenden A ein Fermi-Bein, so daf3 also

w, =10 (2.7)
gilt (siche Hilfssatz 1.3).

Zunidchst werden die Differentialidentititen aus Kapitel 1 aus-
gewertet (siehe Hilfssatz 1.5 und 1.7): Setzt man (2.4 bis 2.7) in (1.14) ein,
so erhilt man B,, = —%, ,¢&,,% Daraus folgt wegen By,;,; =0

a) By, =0, b)9,,=0. (2.8)
Mit (2.8Db) und (2.4 bis 2.7) vereinfachen sich die Differentialidentitédten
(1.13, 15, 16, 18) zu

@yyo = (D + 92045 — auty + Poy (2.9)
My, = O(—egpta,— Myy) . (2.10)
el M gy = —%el;c%j,WMceMdg + By, (2.11)
Boy=—P,— 908, . (2.12)

B, ist der Einstein-Tensor von £? (siehe den unten angegebenen Hilfs-
satz 2.1).

Setzt man die Gleichungen (2.4 bis 2.8) in die Bianchi-Identitéten
(siehe Hilfssatz 1.7) (1.24 bis 26) ein, so erhdlt man

8¢;Cd(de;c + acP.db) = Paca/d'gi)Cd s (2.13)
P,,=—39P,,, (2.14)
Pe..=0. (2.15)

Man benoétigt noch die Vertauschungsrelationen zwischen den Raum-
und Zeitableitungen: Die in [9] angegebenen Ricci-Identitdten verein-
fachen sich mit (2.4 bis 7) und (2.8, 10) zu

. (¢,a)"“§{5,a:aa¢_ﬁ¢,a7 (2.16)
(Vb;a)' .— (Vb);a = Qg V?— 19\(Vb;a + Vaab-— Vca’c 6ab) ’ (217)
£°? [(Kav;e) — Kap;el = s’ K 4y +
+ ﬂgdCd[_de;c + a’chb + chab] + ﬁsab‘-deea’e .
(2.16, 17, 18) gelten fir beliebiges ¢, V,, K. AuBerdem bestehen die
folgenden leicht zu beweisenden Zusammenhénge:

(2.18)
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Hiltssatz 2.1. Wegen Q,, = 0 ist (A’ normal zu einer Hyperfliche 9°.
93 ist dann eine dreidimensionale Riemannsche Untermannigfaltigkeit mit
der induzierten Metrik hy,. V, sei die kovariante Ableitung beziiglich h,,.
Dann gilt fiir T,, aus V3@ V3 (V,T,,) A# oA A = Ty, o Dabei ist das
anfangs definierte ,A* ein orthonormiertes Dreibein (auch fiir Q,,=+0)
beziiglich hy,,. B, (siche (1.18)) sind die anholonomen Koeffizienten des
Einstein-Tensors (B, , = 0) von 93, so daff die folgende Ricci-Identitit
gilt:

(’l}‘;’c), a = (vga);c + v° (Eca - 60 aEg) (219)
fiir alle v°¢ aus V3.

Durch Bildung der Punktableitungen von (2.13), Benutzung der
Ricci-Identitdt (2.18) und Einsetzen von (2.14, 8b) (und P,y = 0)
erhalt man

—&,0%G, Py, + Pgdge)*®=0. (2.20)
Uberschiebt man mit @?, so erhilt man
Pec ~ doa . 2.21)
Aus den Gleichungen (2.20, 21) folgt
Pabe ~ be fiir alle b mit  bed, =0 . 2.22)

Es gilt also der folgende
Satz 2.2. a) Hsist
R (2.23)
der nichtausgeartete Eigenvektor von P,,. 20 sei sein Eigenwert. d,d° und
o sind beide ungleich Null in einer nichiflachen Welt — eine solche soll vm
folgenden nur betrachtet werden. AuBlerdem gilt
Py = 02 (Busuy— 0gp) - (2.24)
Ein orthonormiertes Bigendreibein von P, ist also nur bis auf Drehungen
um die Achse u, bestimmt. Der Eigenvektor w, ist fermi-verschoben:
U =0. (2.25)
b) Der Weyl-Tensor O,,,. ist vom Petrov-Typ D (zur Bezeichnung
siehe [3]) — also ausgeartet — mit den reellen Eigenwerten + o, + 2 o3.
c) u, werde durch ., ©, zu einem orthonormierten Dreibein von V3
ergdnzt. Dann gilt
Orstu oltapul ~ 5[77773]: Crstu ox[t w4l ~ 0}'[1‘ Uy -
oAirUs), Dp,Dsy 18t also der einfache zeit- bzw. raumartige Eigenbivektor von
C
”ES muf} noch (2.25) bewiesen werden: Aus (2.24) folgt P, P2t = 6 «5.
Damit und mit (2.14) erhalt man
@ =—Dax. (2.26)
Bildet man bei (2.24) die Punktableitung und setzt (2.26, 14) ein, so
erhilt man die gesuchte Gleichung (2.25).
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Teil b), c) aus Satz 2.2 folgt aus 0 = B,, = %s}f‘iC’O“d(wegen (2.8a),
(1.11¢)) und aus (2.24) und aus
Peb = OOeob . (2.27)
Gleichung (2.27) erhédlt man aus (1.11a) und (2.6).

DaB é.4° =0, o == 0 ist, zeigt man wie folgt: Angenommen, es wire 0 = a@,a°
3

= 3 (@)% so hiatte man a@,= 0. Bildet man die Punktableitung von (2.9),

c=1
wendet (2.17) an und setzt ¢, = 0 und (2.14) ein, so bekdme man: Es existiert ¢ mit
PP,y = @y Damit und mit (2.6b) wire ¢ = 0, d. h. wegen & == 0: P,;= 0, was
zusammen mit (2.8a) eine flache Welt bedeuten wiirde. — Wéare o = 0, dann héatte
man mit (2.24) wieder P,; = 0 und wie eben wieder eine flache Welt.
Der folgende Satz zeichnet ein Eigendreibein von P,, aus:
Satz 2.3. Es sei aj,ay) + 0. Dann sind

V= [ay — 1y (@ u%)] [@,0° — (0,a%)2]~ 5, (2.28)

Wy = € g U°V? (2.29)

und u, ein Higendreibein von P,,. Es ist festgelegt durch die folgenden
Ergenschaften:

1. Das orthonormierte Eigendreibein ist fermi-verschoben und 2-flichen-
normal (d. h. hyperflichennormal in 93, siehe Hilfssatz 2.1):

=0, 9,=0, w,=0, (2.30)
a) u[a,.buc] = 0, b) v[a;bvc] =0 N (231)
Wia;pWe1 = 0. (2.32)

II. Es existiert ein W, mit: W, 1st parallel zu einem (das ist hier w,) von
den Beinen, aber nicht zu u,. Und es gilt
Wiy = 0. (2.33a)
W, ist also ein Killing- Vektor beziiglich hy,, (siehe Hilfssatz 2.1). Fiir dieses
W, gilt
Wy = Wy (@0 L. (2.33Db)
Beweis: Aus der Definition von v,, w, folgt nach Satz 2.2, dal} sie u,
zu einem Eigendreibein von P, erginzen. — Aus (2.25,23) und den
Definitionen (2.28, 29) folgt (2.30). Die Gleichungen (2.31, 32) bzw.
(2.33) folgen aus (2.37, 39, 40)*7 bzw. (2.40, 42, 44)'7.
cos @ v, — sin ¢ w,, sing v, + cos p w,, u, sind alle orthonormierten
Eigendreibeine von P, ;. Diese haben die kennzeichnenden Eigenschaften
aus Satz 2.3 nur fir ¢ = 0, wie man durch Verwendung von (2.30) bis
(2.33) und (2.39, 40)17 feststellt.
Im folgenden werden die kovarianten Ableitungen von u,, vq, w, be-
stimmg. Um die Fille ap,a;; + 0, @@, = 0 gemeinsam behandeln zu

17 Diese Gleichungen werden auf den nichsten Seiten ohne Benutzung des
Satzes 2.3 hergeleitet.
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koénnen, fithrt man

Uy = a, — Uy (U,a°) (2.34)
ein. Es ist dann mit (2.23) und (2.25)
By = 0,(FFY)% fir dpag + 0, (2.35)
’I_)b =0 fiir d[bac] =0 5 (235b)
5,=0. (2.36)

Mit Hilfe der Punktableitung von (2.9) und Anwendung der Ricci-
Identitéit (2.17) berechnet man . ,. Setzt man darin (2.14, 24) ein und
berticksichtigt man (2.23, 34), so erhilt man

Up;q = 7(6ab'~uaub) — U Dy - (237)
Dabei ist

P= (o0~ B 5 + 309 + 0 + 200 —

— I @ 0° + (a,u%)?)], y==08.
Kovariante Differentiation der Definitionsgleichung (2.28) und Ein-
setzen von (2.9, 37, 24, 29) ergibt

(2.38)

Vpig = — YVoUp + (0,097 [—od + 19 + P —yautlw,w, + (2.39)
+ agvu,u, fir apa, 0. .

Aus (2.37, 39) und der Definitionsgleichung (2.29) folgt
Whiq = — Y WeUp + (vca’c)_l X
. . (2.40)
X [0 — P —9+ ya,ulw,w, fir dape,;+0.

Aus den kovarianten Ableitungen von ay, u,, v,, w, lassen sich die
rawmlichen Gradienten (¢, = 0 ist schon in (2.8b) angegeben) der auf-
tretenden Skalare bestimmen. Setzt man in (@,u°),, = @, ,u° + a,ul,
(2.37, 9, 24) ein, so erhilt man

(@°u,), g = [—a,a® + 263 + & + 9] uy — [@ut — 915, .  (241)
Analog dazu berechnet man aus (2.39, 9, 24)
(@°0,), 0 = —[(@,1%)? + & + yu,a®— & — o, fir e, +0. (242)
Setzt man Gleichung (2.24) in (2.15) ein und beriicksichtigt (2.37), so
erhdlt man
ko + 03T, — u, (Boda, ;ut + 203 y) = 0. (2.43)
18 Dies gil;, in einer nichtflachen Welt. Die Tatsache, dal y == 0 ist, wird bei der

Ableitung der Formeln (2.37 bis 48) nicht benutzt, so dafl diese bei dem nun folgen-
den Beweis verwendet werden konnen: Man macht die gegenteilige Annahme, daBl

. 1
y = 0 ist. Daraus folgt mit (2.47, 48) % = 0, a, u¢ = 0. Das wird in die mit (a, @°)?
multiplizierte Gleichung (2.38) eingetragen und y = 0 gesetzt, so dafi 0 = 4% +
+ 29 a® — &(,7°) ist. Hiervon bildet man die Punktableitung und setzt (2.26, 36)

ein und benutzt wieder ¢ = 0. Dann ist 0 = 69203, d. h. es ist ¥ = 0 (wegen
o == 0), was nach (2.1) gerade nicht der Fall sein soll.
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Das hieraus berechnete o ,u¢ setzt man in (2.43) ein und bekommt
o, =—0(y+ yu,) . (2.44)

Aus (2.37) folgt
uly=2y. (2.45)
Wegen (2.34, 35b) gilt fiir aj,a,) = 0: u, = a, (@,4°)~L. Setzt man dies in
(2.45) ein und berticksichtigt (2.9, 41), so ist
92— o® = y(aus) — P fir dpa,;=0. (2.46)
Wendet man die Ricci-Identitdt (2.19) auf (uS,), , an und setzt (2.12, 37)
ein, so erhdlt man mit (2.45)

Zy)a= U)o = [y(0f — utua) —¥°ug); o + w®(—Poo + 20%d.4) -
Hierin setzt man (2.37) ein, und beriicksichtigt man noch fir dj,a,; & 0
(2.35a, 39, 42) bzw. fiir d[,a,; = 0 (2.35b, 46), dann folgt

Vo= (=0 + yau®— p)u,. (2.47)

Wegen (2.44, 36) ist (yo~1) = [(«7Y), ,u°] = [(a7Y), ] u®. Hieraus
erhilt man mit Hilfe der Ricci-Identitdt (2.16) und Einsetzen von
(2.8, 26)

(ya~l) = atda,uc. (2.48)

Aus der Definition der kinematischen Grofen und den Gleichungen
(2.4, 7) folgt sehr einfach der

Hiltssatz 2.4, Ein beliebiger Vektor V. ldft sich eindeutig wie folgt zerlegen :
V,=W,+ BoA, mit W, aus V3 (d.h. Wy=0). V., zerfllt dann in:

Vb;a,z Wb;a+ 5ﬂ6ab’ Vb;0: Wb'Jf‘/ga/b,
Vora=—0W,o— B0, Voo=—@,We+ f).
Nun 148t sich der folgende Satz beweisen:

Satz 2.5. Aus den Gleichungen (2.1,2,3) folgt: Die Metrik g,,, lifst den
hyperflichennormalen Killing-Vektor

Er= a1 (B, — o) (2.49)

zu. Es ist also
a’) f(r;s) _—_0’ b) g[r;sgt]zo’ (250)
£,E = amt(02— 5. (2.500)

Fiir y? > 92 (gleichbedeutend mit §.& < 0 ) ist die Metrik also statisch, und
zwar ist sie Petrov-entartet (nach Satz 2.2b). Dariber hinaus hat man

(203),,67=0. (2.50d)
Beweis: Durch Anwendung des Hilfssatzes 2.4 auf &,., erhilt man
btz = [e P,y — oty Doy s (2.51)

2840 = (@1 0u) — o tyay — a1 9%u, + (), (2.52)
—&, 0 = P ta,ut — (o ty) . (2.53)
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Einsetzen der Gleichungen

(2.37, 44, 8b) in (2.51) liefert &, = 0,

(2.25, 26, 44, 47) in (2.52) ergibt &¢,.q = 0,

(2.48) in (2.53) fithrt zu &, = 0.
Damit ist (2.50a) bewiesen.

Ebenso wendet man Hilfssatz 2.4 auf [o2&[,],;; an und erhilt einer-
seits [0 &(,],p) = [Pocugy];y) = 0 (wegen (2.37, 44, 8b)) und andererseits

2[“2§[b];ol = [(Pouy) —axya, + Doy — ( Y), 0] ~ Uy

wegen (2.25, 34, 44) und y,, ~ u, (aus (2.47)). Aus den beiden Gleichun-
gen folgt (a2&,). 51 ~ oA Us), WoTaus mit (2.49)

(3&,);s0 &y ~ olodprtsun @ — oApUsloldiy ] = 0
wird. Es ist also «?&, und damit auch &, hyperflichennormal. — (2.50d)
gilt, weil £, ein Killing-Vektor und o« eine metrische Invariante ist. Damit
ist also Satz 2.5 bewiesen.

Aus (2.44, 35a, 35b) folgt fiir dj,a;) = 0:

o, Bl =0, (2.54)
fiir dp,a, = 0:
o, Vw0 =k o, (78, Vitwnd) (2.55)
Mt 1yyine = 9128 e

@, @ sollen u® zu einem Dreibein von V3 ergéinzen. Nach Satz 2.2
ist oltw¥l bzw. §lr@#] der raumartige Eigenbivektor und 42 «? der nicht-
ausgeartete Eigenskalar des Weyl-Tensors. Daher kann man mit (2.54, 55)
die in [7] angegebene Charakterisierung der ausgearteten statischen
Vakuummetriken — solche liegen nach Satz 2.5 fiir »% > 9% vor — an-
wenden und erhélt:

Fiir y2 > 2 gilt:

Fiir aj,a,) = 0 liegen class 4 Metriken vor,

tiir ap,ay) < 0 liegen class C' Metriken vor.
Diese Metriken sind in [7] explizit angegeben, so daB man den folgenden
Satz bekommt:

Satz 2.6. Aus den Voraussetzungen (2.1, 2, 3) folgt fiir den Fall y? > 92,
daf die gesuchten Metriken fiir ar.a,)+ 0 “class C” und fir ajay =0
“class A" angehiren. Diese entarteten statischen Metriken (siehe [7]) sind
die folgenden:

L. Fiir aj,ay + 0: class O
ds? = (@t + 29) [(f(@)) 7 A + f2?) d@)? +

+ (=) d @) — (—f(—a")) d(2°)*], (2.56a)
f) =+ 0 +ay +1b). (2.56b)

Der nichtausgeartete Eigenskalar vom C,,,,, ist
203 = 4 (2t + 2?)3 . (2.56¢)
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Die Koordinaten variteren wie folgt:
O<at+ 2%, f(x*)>0, (2.564d)
—f(—aY)y>0. (2.56¢€)
II. Fiir a0, = 0: class A:
ds? = (21)? [d (2% + (sina?)? d (x3)%] +

+ (1—%)‘101(9;1)2— (1—%)d(w°)2, (2.57a)
O0<2*<m, z°mod.2m, (2.57Db)
0O<b<z! oder b<0<al, (2.57¢c)
ds? = (a)? [d(x*)? 4 (sinha?)? d(2%)%] +

+ (%— 1)—1 d () — (%_ 1) d (a2, (2.584)
0 22, 2>mod2m, (2.58D)
0<al<b, (2.58¢)
ds? = (21)? [d(2?)? + (x?)2 d (2%)%] + a'd (@))% — (x1)~1d(x%)?, (2.59a)
0< a2, 2°mod2m, (2.59b)
0<at. (2.59¢)

Fiir class A ist der nichtausgeartete Eigenskalar von C,,,,.,
208 = +b@x)"® (b=1 fir Metrik (2.5%a)) . (2.60)
oY 641 ist der rawmartige, (2.61a)
o 8l der zeitartige (2.61Db)

Eigenbivektor von C, . fir class A und C. Auferdem gilt
&~ (2.62)

denn & aus (2.49) liegt nach Satz 2.2¢ im zeitartigen Bivektorelement, also
in O 04 (siche (2.61D)), und es ist (203),,& = 0 wegen (2.50d).

Kapitel 3

Das fiir 92 > 92 erhaltene Ergebnis des letzten Kapitels soll erweitert
werden auf den Fall 92 < §%, d. h. der hyperflichennormale Killing-
vektor & aus (2.49) ist dann raumartig:

Satz 3.1. a) Der Saiz 2.6 gilt analog fir v* < 92, wenn man dort die
Definitionsbereiche der metrischen Koeffizienten wie folgt abindert:

Anstelle von (2.56 ¢) bzw. (2.57 ¢) bzw. (2.59 ¢) schretbe man —f(—a') < 0
bzw. 0 <al <b bzw. ! < 0. Und anstelle von (2.58¢c) trage man ein:
2% > b > 0 oder xt > 0 > b*“. Bei den so erhaltenen Metriken gilt fiir die
metrischen Koeffizienten goq > 0 und g; < 0, d. h. o dibernimmt die Rolle
der Zeitkoordinate. Die Metriken dieses Satzes, die den Linienelementen
(2.57a, 58a) entsprechen, sind gerade die analytischen (michtstatischen)
Fortsetzungen (siehe [12]) von (2.57a, 58a).
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) Aupferdem gilt fir die Fille 9* > y2, 9% < y? gemeinsam:
Aus (2.1, 2, 3) folgt
1. fur d’[cab] =+ 0
1

oA = (x' + a®) [0 + ) (9 — f(—ah)z (f(—a) ], (3.1)

2. fw” d[cab] =0
2 = 2[00 — 8 (02 — () 2ge0)? 5] - (3.2)
Dabei ist f( xl aus (2.56b) und g, ist der metrische Koeffizient aus
(2.57a) bzw. (2.58a) bzw. (2.59a). Die Koordinaten variieren so, wie es in
Satz 2.6 und unter a) dieses Saizes angegeben ist. In diesen Koordinaten
gentigt der Hxpansionsskalar é—ﬁ der folgenden quasilinearen und homo-

genen Differentialgleichung:
I. F?l/l' d[cab] == 0

(2 — =22 20— D (f—a) 12 =0, (3.3)
19 = 19(:1:1, %) ,
IL. fiir di,as = 0
(92— (21) oo @) =0, (34)

o0x°

9 = 9 (al, 20) .
& und damit auch (A sind also eindeutig bestimmt, wenn man 9 lings einer
Linie vorgibt. Diese Linie muf in der 2-Fliche liegen, die vom zeitartigen
Eigenbivektor 0 8y des Weyl-Tensors aufgespannt wird. Gibt man lings
einer solchen Linie © = konstant vor, so muf3 ¥ iberall konstant sein.

Beweis von Teil a) des Satzes 3.1: Zundchst sei bemerkt, daf} die in
Satz 3.1a angegebenen Metriken natiirlich auch der Feldgleichung, d. h.
also B,, = 0, geniigen.

Denn: Denkt man sich fiir die in (2.56a, 57a, 58a, 59a) angegebenen Koeffi-
zienten g,,(2”), die rationale Funktionen in den a” sind, den Ricci-Tensor B, aus-
gerechnet, so ist dieser ebenfalls rational in den 2, und zwar auch fir solche z”,
die in den von Satz 3.1 a angegebenen Definitionsbereichen liegen. Fiir die 2” aus den
Definitionsbereichen von Satz 2.6 ist B, (2”) = 0. Also muB die rationale Funktion
R, ,(2”) auch Null sein fiir die anderen 2* (die in Satz 3.1a angegebenen).

Es muf} noch gezeigt werden, dafl bei y? < 92 fiir die Metriken, die die
Eigenschaften (2.1, 2, 3) haben, keine anderen in Frage kommen, als die
in Satz 3.1a angegebenen. Nachdem man

R, =—0(» + 3c,e,)"° (3.5)
gezeigt hat (siehe unten) und fiir einen zeitartigen Eigenbivektor V¥
von C,,,, und dessen Eigenskalar 2¢?

a) AV =0, b) (263,470 (3.6)
nachgewiesen hat, geht man — analog zum Fall % > 92 — wie folgt vor:

¥ g,, ist die in der Hyperfliche senkrecht zum hyperflichennormalen &
induzierte, indefinite Metrik und 1_2,“, deren Ricci-Tensor.
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Nach Satz 2.5 und 2.2 liegt eine ausgeartete Vakuummetrik mit dem
hyperflichennormalen raumartigen Killing-Vektor & vor. Wenn man
unter Beriicksichtigung von (3.5, 6) die in [13] angegebene Konstruktion
der Metriken auf den Fall eines raumartigen & — in [13]ist & zeitartig —
analog umschreibt?, dann erhédlt man fir die metrischen Koeffizienten
9u-(2") die gleichen Funktionen wie sie in [7] unter class C und 4 — das
sind also die in Satz 2.6 aufgefithrten — angegeben sind, nur daB jetzt
die Variablen 2” dem in Satz 3.1a angegebenen Definitionsbereich an-
gehoren (es wird also g; < 0, g4 > 0).

Es muB noch (3.6) abgeleitet werden: Nach Satz 2.2¢ ist (A" u#] zeit-
artiger Eigenbivektor, also gilt (3.6a). Wegen (2.26), & 4= 0 und « == 0
ist 0 = Yo = — & = —u,,,A”. Daraus folgt (3.6b).

Fiir den Beweis von (3.5) wechselt man auf das orthonormierte Vier-
bein (1) = (¢”, A", v*, w*) mit dem raumartigen ;4* ~ & iiber. Dabei sei
fir den Spezialfall d[cab] =0: V=9, w=qa" (0", W’ aus Satz 2.2¢).
Beziiglich dieses Vierbeins ;27 gilt2! fiir B, aus (3.5) wegen R, =0

Bz = —Ciaip, €=l = 8§ (3.7)
mit @, b,c...= (0,2, 3).
Und wegen (2.24, 27, 8a), (1.11¢) und Satz 2.2¢ ist
—Ca]—_iz = o (3 635% — (S%) 5
daraus folgt mit (3.7) die Gleichung (3.5).
Nun wird noch Teil b) von Satz 3.1 bewiesen. Dazu fithrt man
= o (2 — 9 [y, + Dh, ] (3.8)
ein. Damit und mit (2.49) wird fiir die senkrecht aufeinander stehenden
Einheitsvektoren u, und ¢4,

obr = —a [Py, + &y (Y2 — )], (3.9)
u, =—alyn, + &£ (P — )1, (3.10)
a) & =0, b) nn"=oa"2(y2—9%)1. (3.11)
Wegen (2.62, 49) 188t sich
a) &= @y, ¢+0 b) #*— =gy (3.12)
schreiben. Daraus und mit (3.8, 11) und (2.49) erhélt man
0= (_900911)_% o 2ploy. (3.13)

Nach (2.44), (3.10,11b) ist —ay = «,,u® = o, u’ = —oy o, 1". Dar-
aus berechnet man mit Hilfe von (2.56¢, 60) und Satz 2.6 und 3.1a und

20 Da & ein hyperflichennormaler raumartiger Killing-Vektor ist, existiert ein

Koordinatensystem mit
ds? = Gup(a?) da* daf + U@ @02, o By =(1,2,3)

und, wie immer, g, ¥, %x*--=(0,1,2,3) und & ~ &3, womit aus (3.5) Rag
= —o®(Jup + 3eyep) folgt. Diese drei Formeln bilden den Ausgangspunkt fir die
in [13] angegebene Konstruktion der Metriken.

2t Es wurden die Formel: ,,655789% 6553 = Rg557 = Capeq fir R, = 0°
benutzt.
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(3.13) die Gleichungen
ap=2at+at fir aga;=+0, (3.14a)
o =—(@)"1 fir éapa,=0. (3.14b)
Setzt man die Gleichungen (3.12, 13, 14) unter Beriicksichtigung von
Satz 2.6 und 3.1a in (3.9) bzw. in
—oa[yd,n + (2—9)1 99,8 =F w0 =9 ut =
(wegen (2.8b), (3.10)) ein, so erhélt man die Formeln (3.1, 2) bzw. (3.3, 4).
AuBerdem folgt aus (2.8b): 0 = & 0% = ¢ ,0%, 0 =, w’. Also ist &
nach Satz 2.2c¢ im raumartigen Eigenbivektorelement konstant, was mit
(2.61a) (und Satz 3.1a) bedeutet, dall es in der von §%, 6% aufgespannten
2-Flache konstant ist, also: &,y =&, ;= 0.

Kapitel 4

Bisher wurde bewiesen: Wenn R,, =0 und 2,, =0, 2,,=0,9 %0
gilt, dann gehéren die Metriken den in Satz 2.6 und 3.1a angegebenen
Klassen an. Umgekehrt gilt

Satz 4.1. Es seien

L. die Metriken g, aus den Sétzen 2.6 und 3.1,

II. die Kongruenzen (A’ aus Satz 3.1
vorgelegt. Dann folgt fir den Ricci-Tensor R,, und fir die beziiglich A*
gebildeten kinematischen Grofen 2,,, 2,
a) R, =0, b) X,,=0=20,,. (4.1)

Beweis: Die im Satz 2.6 angegebenen g,, sind nach [7] Vakuum-
metriken, d. h. E,, =0, was auch fiir die Metriken aus Satz 3.1 gilt
wegen der Bemerkungen zu Beginn des Beweises von Satz 3.1.

Es muf} noch (4.1b) bewiesen werden: Wegen der Voraussetzung IL.
und II. wird (A" durch

-1
= (!JEE)lf%, (£ =2,3) (4.2)
1= 1012 & prr oA A7 347 (4.3)
zu einem orthonormierten Vierbein ergénzt, so dall man fiir die Metrik
by, von V3 3
by, = 21 atyp (4.4)
a =
hat. Sei nun o0y + 0 (4.5)

vorausgesetzt (der Fall df,a,; = 0 1Bt sich vollig analog behandeln). Aus
der Voraussetzung I. und II. leitet man leicht ab:

a) Q@+ 2% gh, =0, b) Lzr=0 (E=2,3) (4.6)
mit A’ = (2! 4 22)-1,2" )
L ist die Lie-Ableitung beziiglich (4 (siehe [14]). Wegen (4.3, 6) ist
L@ + 21k = LlglE (@ + 29 8o o
= [2Jg]Z (@ + 294 Byperol’ ST .
Dabei wurde die Regel benutzt: ,,ﬁv” = ﬁéwm = 0 fir alle v, ﬁ beziig-

4.7)
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lich v**‘. Aus der Voraussetzung I. und II. folgt mit Berticksichtigung von
(4.5) und der Tatsache, daB g eine skalare Dichte ist:
Llglt (@ + B = oty = — B+ [ — F 2N (=),
Oy (02— ) B (=)L 0D, = 0.
Damit und mit (4.7) erhalt man £ (! + 22),4, = 0, woraus mit (4.6a, 4)
L(ar + 2%)2h,,=0 folgt, d.h. es ist Lh,, ~ h,,. Daraus erhdlt man
2., = 0, was zu zeigen war.
Nach Voraussetzung I. und II. gilt
ohy ~ Ay=1e00 4+ col (4.8)
mit gewissen e, ¢, die nur von !, 2° abhédngen, woraus folgt, daB
Ap,ulny = 0 ist. 4, ist also hyperflichennormal, was daher auch fir 44,
der Fall ist wegen (4.8). Also gilt 2,, = 0.
Aus den zu Beginn des Kapitels 4 gemachten Bemerkungen und aus
den Satzen 2.6, 3.1, 4.1 folgt der
Satz 4.2, Alle Vakuumfelder (R,, = 0), in denen sich eine Wolke von
Probeteilchen expandierend (& = 0), rotations- (2, = 0) und scherungsfrei
(2., = 0) bewegen kann, sind in den Sdtzen 2.6 und 3.1 angegeben. Die
dazu gehirigen Tangentenvektoren oA (A oA, = —1) an die Welilinien der
Probeteilchen sind vollstindig in Satz 3.1 aufgefihrt. Die (A’ sind eindeutig

. . 1 . .
bestimmt, wenn man den Expansionsskalar 319 wn der in Satz 3.1 an-

gegebenen Weise lings einer Linie vorgibt. Auferdem gilt wegen (2.8b, 16)

a,=—h,(Inld)), fir H+0. (4.9)
Dabei ist ¢ durch Saiz 3.1 bestimmt. Die von den nichigravischen (a, = 0
bedeutet: geoddtische Bewegung) Kriften hervorgerufene Beschleunigung
a, ist also dem rdumlichen Gradienten der Expansionsgeschwindigkeit
%-- b proportional.

Die Voraussetzung & = 0 geht dort ein, wo a,a® + 0, « 4 0 und y = 0
bewiesen wird. Wenn ¢ = 0 wéare, wiren diese Groflen auch Null und
damit auch der Killing-Vektor & aus (2.49).

Wenn fir ¢#* und g,,: 90, 2,,=0, 2,, =0, B,, =0 gilt, dann
liegen nach Satz 4.2 die dort angegebenen statischen Vakuummetriken
mit deren nichtstatischer Fortsetzung vor. Ebenfalls statisch sind nach
Definition (siehe [15]) die Metriken fiir den Fall ¢ = 0, 2,,=0,2,, =0,
R,, =0, wenn die Kongruenz isometrisch (zur Bezeichnung: [10]) ist.
Auch fiir nichtisometrische Kongruenzen liegen nach [1] fiir den Fall
=0, 2,,=0, 2,,=0, R,,=0 statische Metriken vor, und zwar
class B Metriken (zur Bezeichnung: [7]). Also ergeben sich fiir den Fall
Q,,=0,2,,=0, R,, =0 statische Metriken und deren nichtstatische
Fortsetzung fiir den Fall ¢ =+ 0.

Auf Grund dieser Bemerkungen 148t sich fiir den Fall .QM =0,
2,» = 0 zusammenfassend folgendes sagen:
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L. Bei einer Welt mit inkohdrenter Materie (R,, = 0) liegt ein Fried-
mann-Lemaitre-Kosmos vor (siehe [8]). Das gilt auch fiir Feldgleichungen
mit kosmologischem Glied. Die Scherung %, und die Rotation £, sind
beziiglich der Kongruenz zu definieren, die durch die Weltlinien der
Materieteilchen bestimmt wird.

II. Die Vakuumfelder (R,, = 0) sind statische Petrov-Typ I und D
Metriken und deren nichtstatische Fortsetzungen fir den Fall 9 = 0.
Fir diese Felder gilt die folgende Fallunterscheidung: .

Ist das Feld nichtentartet (Petrov-Typ I), so gilt & = 0 und (Al ;4#1=0,
d. h. es liegen die nichtentarteten statischen Vakuumfelder vor (siehe [6]).

Die entarteten Felder sind die folgenden:

1. Fur isometrische Kongruenzen sind (siehe [7]) es sdmtliche ent-

arteten statischen Vakuummetriken: class 4, B, C.

2. Fiir nichtisometrische Kongruenzen sind es

a) fir ¢ = 0 die class B Metriken,

b) fir & + 0 «) fiir ag,a,=0 die class 4 Metriken und deren Erwei-
terung (siehe Satz 3.1),
B) fiir a.a,;+ 0 die class ¢ Metriken und deren Erwei-
terung (siehe Satz 3.1).

Damit ist eine vollstindige Ubersicht des Falles Q,, =0, X,, = 0,
R,, = 0 gegeben.

Herrn Professor P. JorpAN mochte ich fiir seine Forderung meinen Dank aus-
sprechen. Fiir seine Anregungen und Hilfe danke ich Herrn Dr. M. TRUMPER, sowie
fiir Diskussionen den Mitgliedern des Hamburger Seminars fiir Allgemeine Rela-
tivitdtstheorie.
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