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scherungsfreie Bewegung von Probeteilchen zulassen
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Abstract. The empty space field equations in Einstein's Theory of Gravitation
are solved to determine all spaces admitting a timelike congruence without shear
and rotation. The solutions belong to the class of degenerate static fields and their
non-static extensions.

Einleitung

Es wird in dieser Arbeit untersucht, in welchen Vakuumfeldern sich
eine Wolke von Probeteilchen1 expandierend ($ =4= 0), rotationsfrei
(Ωμv = 0) und scherungsfrei (Σμv — 0) bewegen kann, wie diese Bewegung
erfolgt und inwieweit sie schon dureh das Vorgeben von Anfangsbedin-
gungen festgelegt ist. Es werden die gesuchten Vakuummetriken explizit
angegeben, wie auch die dazu gehδrigen Bewegungen (mit $ =j= 0, Ωμv = 0,

Σμr = 0).
Die hier vorgelegten Resultate vervollstandigen die Untersuchungen

der drehungs- und scherungsfreien Probekόrperbewegungen in EINSTEINS
Gravitations-Vakuumfeldern. Die bisherige Untersuchung des Falles
Qμv = 0, Σμv = 0 ergab folgende Resultate:

I. Bewegt sich eine Wolke von Probeteilchen expansionsfrei und
nichtisometrisch (Bezeichnung siehe [10]) in einem Vakuumfeld (Rμv = 0),
so ist dieses vom Petrov-Typ D (J. EHLEBS und M. THUMPER 1960,
siehe [4], [5]).

II. a) Unabhangig von mόglichen Feldgleichungen sind die Felder
immer vom Petrov-Typ I oder D (M. TBUMPER [6], 1965).

b) Fur ft φ 0 sind die Vakuumfelder (Rμv = 0) vom Petrov-Typ D
(siehe [4], [6]).

1 Von den Probeteilchen wird hier, wie ύblich, vorausgesetzt, daβ sie sich
infolge nichtgravischer Wechselwirkung auf nichtgeodatischen Weltlinien bewegen
konnen und daβ ihre gravitationsfelderzeugende Wirkung vernachlassigbar klein
ist gegenύber dem als gegeben betrachteten Gravitations-Vakuumfeld. Das gleiche
soil natύrlich auch fur die gravitationsfelderzeugende Wirkung des Energie-
Impulstensors der nichtgravischen Krafte gelten.
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III. 1965 geben F. B. ESTABEOOK u. H. D. WAHLQTJIST [1] alle
Γelder aus I.) explizit an. Es sind die ausgearteten statischen Vakuum-
felder class B (zur Bezeichnung siehe [7]).

IV. In dieser Arbeit werden alle Felder aus II. b) explizit angegeben.
Es sind die ausgearteten statischen Vakuumfelder class A und class C
(zur Bezeichnung siehe [7]) und deren Erweiterung2.

Bei Welten mit inkoharenter Materie (Rμv φ 0) ergibt sich fur den
Fall Ωμv = 0, Σμv = 0 ein Friedmann-Lemaitre-Kosmos (siehe [8]). Das
gilt auch fur Feldgleichungen mit kosmologischem Glied. Die Scherung
Σμv und Rotation Ωμv sind bezύglich der Kongruenz zu definieren, die
durch die Weltlinien der Materieteilchen gebildet wird.

Sachverhalte, die den hier u. a. behandelten ahneln, sind bereits fur
starre (Σμv = 0, $ = 0) rotierende (Ωμv φ 0) Bewegungen von Teilchen -
wolken3 untersucht worden: Fur solche Bewegungen gilt nach einer in
[1] angegebenen Erweiterung des Herglotz-Noether-Theorems in Raumen
mit konstanter Krύmmung — d. h. also auch in Minkowskiraumen—:

1. Die Bewegung verlauft nur isometrisch.
2. Die Rotation Ωμv erfolgt konstant4.

In Einsteinraumen \Eμv = -^Rgμv\ — dazu gehόren alle Raume mit

Rμv == 0 — gilt fur starre rotierende Bewegungen, daβ aus 2. die Aus-
sage l.folgt.

Die Weltlinien einer Wolke von Probeteilchen bilden eine zeitartige
Kongruenz mit dem Tangenten-Einheits-Vektor Qλv (QλvQλv^—1). Die
Voraussetzung

β^ = 0, Σμv = Q, # Φ O (1)

bedeutet, daβ ein Beobachter, der sich mit einem Probeteilchen mit-
bewegt, in seinem Ruhraum5 folgendes feststellt: Die infinitesimal be-
nachbarten Teilchen bewegen sich nur isotrop von ihm weg (bzw. auf ihn
zu), d. h. die Richtungen vom Beobachter zu seinen Nachbarteilchen
bleiben konstant bezuglich eines Dreibeins, welches langs der Weltlinie
des Beobachters fermi-verschoben ist. Ob das Dreibein im Ruhraum eines
Beobachters fermi-verschoben ist, laBt sich nach SYNGE [2] durch Licht-
signale feststellen. Wϋrde man auch noch $ = 0 voraussetzen, so muBten
zusatzlich die raumlichen Abstande vom Beobachter zum infinitesimal
benachbarten Teilchen konstant sein; man hatte dann den Fall einer
starren (also Σμv = 0, $ = 0) und drehungsfreien (Ωμv = 0) Bewegung
einer Probeteilchenwolke.

2 Siehe Satz 3.1 in dieser Arbeit.
3 Fur Vakuumfelder sollen die Teilchen natϋrlich Probeteilchen sein. — Fur

Kaume mit Materie sollen die Teilchen die Materieelemente sein.
4 Das heiBt die Fermiableitung von Ωμv ist Null.
5 Das ist der raumartige dreidimensionale Vektorraum senkrecht zu Oλv.



294 H. MULLEE, ZTJM HAGEN :

Im ersten Kapitel wird man durch eine kurze zusammenfassende

Darstellung in den Dyadenformalismus eingefύhrt, der sich beim

Rechnen mit zeitartigen Kongruenzen gut bewahrt hat. Das zweite

Kapitel behandelt das eigentliche Problem, die Konstruktion der Vakuum-

felder, die eine zeitartige Kongruenz (mit dem Tangentenvektorfeld Oλv)

mit Ωμv — 0, Σμv = 0, $ φ 0 zulassen. Zunachst zeiehnet man im Ruh-

raum senkrecht zu Oλv ein Dreibein aλ
v (a— 1, 2, 3) invariant aus. Bei der

Ermittlung der algebraischen Eigenschaften von aλ
v stellt man erneut

fest, daβ die Metrik vom Petrov-Typ D ist6. Nachdem man die ko-

varianten ,,Raum-Ableitungen" von aλ
v berechnet hat, kann man mit

Hilfe von aλ
v und Qλv ein en hyperflachennormalen Killingvektor ξv kon-

struieren. Die gesuchten Felder gehόren also zu den in [7] explizit

angegebenen ausgearteten statischen Vakuummetriken, wenn ξv zeit-

artig ist. Auf den Fall, daβ ξv raumartig ist, wird in Kapitel 3 das Ergeb-

nis von Kapitel 2 analog erweitert. AuBerdem wird in Kapitel 3 der

Tangentenvektor Oλv explizit angegeben. Bis zum Ende des Kapitels 3

ist gezeigt worden:

Die gesuchten Metriken gehδren den Klassen A und C (zur Bezeich-

nung siehe [7]) der entarteten statischen Vakuumfelder (und deren nicht-

statischer Fortsetzung) an.

Im Kapitel 4 wird bewiesen, daβ alle Metriken dieser Klassen A und

C zu den gesuchten Metriken gehόren. Auβerdem wird gezeigt, daβ die

ausgezeichnete Kongruenz Oλv tatsachlich die in den Formeln von

Kapitel 3 ausgedrύckte Unbestimmtheit besitzt.

Bezeichnung (wie in [9], [14])

Griechische Indices: v9 μ, κ . . . durehlaufen die Werte: 0, 1, 2, 3.
Lateinische Indices: r,s,t... durehlaufen die Werte: 0, 1, 2, 3. Sie bezeichnen die

nichtholonomen Komponenten Trs eines Tensors Tμv beziiglich eines ortho-
normalen Vierbeins rλ

v.
Lateinische Indices: a,b,c... durehlaufen die Werte: 1, 2, 3. Sie bezeichnen die
raumartigen Komponenten vom obigen Trs.
ΞΞ bedeutet Gleichheit durch Definition.
~ bedeutet Proportionalitat, z. B. bedeutet Tμv ~ 8μv:
Es existίert ein φ 4= 0 mit Tμv = φSμv.
Signatur der Metrik: — + + +
gμv die Metrik
g deren Determinante

( ) bedeutet Symmetrisierung, z. B. T(μv} = -̂ - (Tμv + Tvμ)

[ ] bedeutet Antisymmetrisierung, z. B. TίμvΊ — -~- (Tμv — Tvμ)

£rstu = g[r«<«] un(i g0123 = ]_

Dies wurde ja schon in [6] bewiesen.
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RμVκτ Kriimmungstensor (Riemann-Tensor)

Cμvκτ Konformtensor (Weyl-Tensor)

*RμVΈΞ= Rκ

vκ Ricci-Tensor

R ΞΞ Rv

v Krϋmmungsskalar

Tμv >κ kovariante Ableitung von Tμv nach xκ

T μv, κ partielle Ableitung von Tμv nach xκ

Oλv mίt Oλv

0λ
v ΞΞΞ — 1 sei die Tangente an eίne zeitartige Kongruenz.

aλ
v (a — 1, 2, 3) ergdnze Oλv zu eίnem orthonormierten Vίerbeίn.

F3 der Vektorraum senkrecht zu Oλv. F3 ist der ^Ruhraum^.

F3 0 F3 der Tensorraum der 2stufigen Tensoren bezuglich F3. Zu F3 ® F3 gehδrt
z. B. Ωμv (siehe unten).

hμv== gμv -\- Oλμoλv ist die Metrίk von F3, d. h. hv

μ projiziert in den F3 hinein.

Tμvz= TμV'}κoλ
κ bedeutet die kovariante Eigenzeit- Ableitung.

Kab^= (Kaύ) — (Kab)tVQλv wird die ,,Punktableitung7 von Ka^ genannt. Dabei
sei Kab ein Skalar bezuglich Koordinatentransformationen, z. B. Kσb

Die Jcίnematischen Grδβen (liber deren Bedeutung: siehe [10] und [9]) von Oλv sind:

av ΞΞΞ Qλv die Absolutbeschleunigung,

Ωμv ΞΞΞ 0Λ |>;ϊ>] + Q^ivaμ \ der WίrbeltensoΓ (bei SYNGE [2] local angular velocity of the
medium),

1 _1
Ωf* = y (—g) 2 εf^vκτΩvκoλτ der Wirbelvektor,

3 & == Qλv

 }V der Expansionsskalar,
ΣμvΞΞΞ 0A(μ;v) + Qλ(vaμ) — &hμv der Scherungstensor,

'

Kapitel 1

Dieses Kapitel gibt in einer kurzen (und ausreichenden) zusammen-

fassenden Darstellung eine Einfύhrung in den von ESTABROOK u.

WAHLQUIST [9] angegebenen Dyadenformalismus, der in den nachsten

Kapiteln verwendet wird. Beim Rechnen mit zeitartigen Kongruenzen

empfiehlt sich die Anwendung des Dyadenformalismus aus folgenden

Grύnden :

Es sei eine Schar von zeitartigen Weltlinien mit dem Tangenten-

vektor Qλv (Qλv

0λv^ — 1) und den kinematischen GroBen8 K in einem

Riemannschen R/aum gegeben, dessen metrische Koeffizienten den Feld-

gleichungen genύgen. Dann genύgen die K gewissen Diίferential-

gleichungen. G seien die Gleichungen, aus denen alle Gleichungen folgen,

denen die K genύgen. Diese G9 (siehe (1.13 bis 27)) kann man auf folgenden

Wegen erhalten :

7 Siehe Hilfssatz 1.3.
8 Das sind aV9 Ωv, Svμ, &, Ωvμ, Σvμ.
9 Bei J. EHLEBS [10] sind einige davon angegeben.
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1. Man drύckt die kinematischen Grόβen K (in einem Koordinaten-
system Oλv ~ (5g) durch die metrischen Koeffizienten gμv und deren erste
Ableitungen aus und schreibt fur die gμv die Feldgleichungen und Bianchi-
Identitaten auf. Dann treten in G Ableitungen der Ordnung 1 bis 3 auf.

2. Bezϋglich eines Vierbeines, dessen zeitartiger Vektor der Tangen-
tenvektor Oλv ist, seien Trs, Rrstu die anholonomen Koeffizienten vom
Energieimpuls- bzw. Riemanntensor und Γrst Riccis Rotations-Koeffi-
zienten. Die Feldgleichungen und Bianchi-ϊdentitaten lassen sich so
sehreiben, daβ nur Γrst,Rrstu, deren erste Ableitungen und Trs auf-
treten. Von den Γrst lassen sich Γoob, Γ0aJ)) Γabo durch die kinematischen
Grόβen K ausdrύcken, so daβ schlieβlich in den Gleichungen G nur die
restlichen Γabc, K, Rrsίu und deren erste Ableitungen und Tτs auf treten.

Dieser Weg 2., um zu den Gleichungen G zu gelangen, wird im Dyaden-
formalismus benutzt. Das hat folgende Vorteile:

A. In den Gleichungen G treten nur erste Ableitungen (der JΓα6c, K,
Rrstu) auf im Gegensatz zu 1..

B. Die Beziehung zwischen den kinematischen Grόβen K und
Riccis Rotations-Koeffizienten Γrst ist wesentlich einfacher als bei Ver-
wendung der Christoffelsymbole Γffκ oder gvμ, da bei dem zugrunde
gelegten Vierbein der zeitartige Vektor der Tangentenvektor Oλv ist.

C. Durch die im Dyadenformalismus verwendeten Grδβen und Opera-
tionen lassen sich die Gleichungen G einfacher formulieren. Das gilt ganz
besonders fur die nichtkovarianten Gleichungen unter den G, weil man im
Dyadenformalismus alle kovarianten Tensor-Operationen auch auf nicht-
kovariante Grόβen anwendet. Die Zweckmaβigkeit der Operationen und
Grόβen des Dyadenformalismus liegt hauptsachlieh an folgendem:

a) Die in 2. erwahnten Γal)C beschreiben die ,,raumliche kovariante
Differentiation des Ruhraumes F3". Die restlichen ΓQQZ, ΓQab, ΓabQ von
den Γrst hangen umkehrbar eindeutig von den kinematischen Grόβen K
ab.

b) Da die kinematischen Grδβen K definitionsgemdβ im Ruhraum F3

liegen, rechnet man im Dyadenformalismus zweckmdβigerweise nur mit
Groβen und Operationen, die bezuglich F3 definiert sind. Dabei werden
Grόβen, wie der Energieimpuls- und Riemanntensor durch hv

μ in den
Ruhraum F3 projiziert.

c) Durch den im Dyadenformalismus verwendeten Beinformalismus
laβt sich das Dreibein in F3 — der vierte Beinvektor ist ja der Tangenten-
vektor Oλ" — an invariante Gegebenheiten (Eigenbein!) anpassen.

Eine Kongruenz von zeitartigen Linien sei durch ihr Tangenten-
vektorfeld Oλv mit

0A"0Λ,=-ι (i.i)
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gegeben. aλ
v ergάnze Qλv zu einem orthonormierten Vierbein, so daβ also gilt

ηrs=r^s^gVμ (1-2)

mit ηrsΞΞ ηrs= Diagonalmatrix ( — 1, 1, 1, 1).
Hilfssatz 1.1. Aus den anholonomen Koeffizienten T'r

s.^ rλ
vsλμT'μ.

eines Tensors T'v
μ. lάβt sick wiederum T'μ. berechnen und umgekehrt. Und

zwar ist T'μ = rλvsλ
μT'r

s.. Dabei ίst rλv=ηrs

sλ\ Auβerdem sίnd Trs

— ηrtT't? die anholonomen Koeffizienten von Tvμ. Wie man sieht, kann man
mit ηrs, bzw. ηrs die anholonomen Koeffizienten herauf- bzw. herunter-
ziehen. Auβerdem gilt Trs8

rs = TμvS
μv.

Die aλ
v bilden in F3 ein orthonormiertes Dreibein. Daher gilt der

folgende
Hilϊssatz 1.2. Projiziert man einen Tensor Tμv in den F3, also ( J_ T}vμ ==

ΈΞΞh*hτ

μTκτ, so erhάlt man fur die anholonomen Koeffizienten (bezύglich
, λ*)(±T)rs

UΓ) r o =(_LT) 0 , = 0, (±T)a*=T,* (1-3)
Es ist also

ΣfO ~ Σ0s = SγQ = $0s ~ ΩQr — ΩQS = ΩQ = &Q = 0 . (1 4)

Daher werden im folgenden von den anholonomen Koeffizienten der
projizierten Tensoren — im Dyadenformalismus kommen nur solche
vor — nur die angegeben, die ungleich Null sind, d. h. der en Indices™
von 1 bis 3 (a, b, c . . .) laufen.

Hilfssatz 1.3. a) Fur die Fermi-Ableitung (_]_t)μv= hκ

μ hτ

v Tκτ eines
Tensors Tμv gilt

(±f)ab = Tab + εa

cdωcTdb~ Tacωdεb

cd (1.5a)

mit ωa = y εx

b c

 bλv; μ cλ
v

 Oλμ.

b) Fur ein lάngs der Kongruenz Qλγ fermi-verschobenes Dreibein aλ
γ —

ein solches existiert immer — gilt ωa = 0. Dafur ist

(A_ί)ab=Tab, α > 0 = 0 . (1.5b)

Aus den zu Anf ang dieses Kapitels erwahnten Grύnden definiert man :

ΓrstΞΞΞ rλ"sλμ;rtλ
μ (Riccis Botatίons-Koeffizίenten), (1.6)

Ma^~εb

edradc, (1.7)

ωa^^έab°Γΰl/c, (1.8)

rf..t= τμv;rrλ»sλ*tx=τrstt-rtruτ" s-rtsuτs, (i.9)
JSΓr.,t= (Krι), ,tλ . (1.10)

10 Diese Indices werden in [9] ganz fortgelassen. Die indexfreien GroBen
werden dort ,,Dyaden" genannt.
21 Commun. math. Phys., Vol. 3



298 H. MULLER zππ HAGEN:

AuBerdem f ύhrt man die f olgenden symmetrischen GrόBen ein:

1

T i \ /
~\ D c 'Cdn ( Ώa A \ Ά\ f — 7?
W •Dab== 2 & ^-Όαcd {-^a — W > α/ lb == 2 Oδ *

Aus den Bemerkungen in [9] erhalt man die aus den obigen Defini-
tionen f olgenden vier Hilf ssatze:

Hilfssatz 1.4. Das obige Vierbein rλ
v (ηrs = rλ

v

sλ
μgvμ) sei vorgegeben,

dann laβt sich
a) Pab, Qal, Bab, ta aus Rμvκτ,
b) Γrst aus Γv

μτ (der affine Zusammenhang bezϋglich gμv),
c) Γrst aus Mab, Sab, Ωa, aa, ωa,
d) Γabc aus Mab (siehe (1.7)j,
e) Γ0rs, Γ00s, ΓrOS aus Sab, Ωa, aa, ωa (z. B. ist aa = Γ00 J

leicht berechnen11 und umgekehrt.
Γabc bzw. Mab bezeichnet den rάumlichen affinen Zusammenhang; denn

es gilt fur die anholonomen Koeffizienten (siehe Hilfssatz 1.2) von

m m p /pe' p rji'e Π Ί 2 ^
-*• ab',c •*• ab, c -*• cae -*- b J c b e - t α ' \*-•*-*-' I

wo Tμv Tensor bezuglich F3 ist.
Hilfssatz 1,5, Das obige rλ

v sei vorgegeben. Dann ist

mit

άquivalent zu den unten angegebenen Differentialidentitάten (1.13 bis 16).
Die dort auftretenden Grόβen sind in (1.6 bis 11) und (1.17, 18, 19) definiert.
Aus den Identitάten (1.13 bis 16) lassen sich alle Gleichungen ableiten, die
in einem Eiemannschen Raum zwischen den kinematischen Grδβen, der en
Ableitungen und den Rμvτκ bestehen.

Den Hilfssatz 1.5 erhalt man, wenn man Hilfssatz 1.4 und die
Definitionen fur die in (1.13 bis 1.16) auftretenden GrόBen berύck-
sichtigt. Aus einer dieser Definitionsgleichungen, namlich (1.6), folgt die
Integrationsbedingung12 (siehe [9])

ΊV P P IP
bΛ J- [ t s ] ] r , v — 3 J [sp] •*• [qt]r

welche in etwas abgewandelter14 Form mit in den Differentialidentitaten
(1.13 bis 16) enthalten sind (siehe z. B. (1.15)).

11 Die in dieser Arbeit fehlenden Formeln sind in [9] angegeben.
12 Integrationsbedingung von r^[μtv^μs^v — Γits}r (siehe [9] und (1.6)).

(spq\13 ε$Λa

a = Vorzeichen der PermutationS3)ff \spqj
14 Es sind nur die Γral nach Hilfssatz 1.4c ersetzt worden.
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Die in Hilfssatz 1.5 (oben) erwahnten Differentialidentitaten sind:

a*;.— „» + 2ε(ac »dωc-εab°c + . „ 13)15

= SacSl - 2eι?*St}dΩβ + ΩaΩb - dab(ΩcΩ°) - aaab + Qab ,

Ωt.a + Saβ,dεb

βΛ^-2aaΩt + acΩ°δab + Bab-εab°.tc, (1.14)"

Jία6 + S*c M% = (S*a.d + 8*aad) #* +

Dabei ist
Sϊb=Sat+(Ωe-ω0)εab*9 (1.17)

Ea^-Pa,~~εa

cd^SecSdg-ΩaΩ,~-^ω(aΩ^ , (1.18)

Λfa^c^Λfa^c-ΓoaβMίi-Γeb.M^ (siehe (1.12,9)). (1.19)

Jfα6, ^Γαδ;c sind nicht die anholonomen Koeffizienten eines Tensors.
Hilfsatz 1.6. Das obige Vierbein rλ

v sei vorgegeben. Dann lassen sich die

Feldgleichungen — Tμv = Rμv — ~^-Rgμv umschreiben in die folgenden

Gleichungen:

$ai, = ̂ (-Pa* + Qab-QcA*), (1-20)
f0a = ta , (1.21)

ίΌo = y p <> (L22)
mit

frtE=-±Tμ,rfrJ.'. (1.23)

Hilfssatz 1.7. Das obige Vierbein rλ
v sei vorgegeben. Dann sind die

Bianchi-Identitάten gleichwertig mit den Gleichungen (1.24) bis (1.27):

~ (1.24)"

,

+ (1 25)lβ

β ,

(1.28)"
Dabei ist

Bϊb= Ba, + tcsab« . (1.27)"
15 Die Gleichungen (1.13) bis (1.16) sind mit den Gleichungen D.22 bis D.31 auf

Seite 1641 in [9] gleichwertig. Aus D.23 und D.31 erhalt man z. B. (1.13) (siehe D.37).

Das dort auftretende Nab und La ist durch Nab — -^- Ne

e δab +
 εab°^c~ ^ab un^

N[an — 0 definiert. AuBerdem siehe FuBnote 10.
16 Wie in FuBnote 15 laBt sich zeigen, daB die Gleichungen (1.24 bis 1.27) mit

den Bianchi-Identitaten auf S. 1642 in [9] gleichwertig sind.

21*
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AuBer den Gleichungen (1.15, 16) — auf diese kann man aber nicht
verzichten — lassen sich die Differentialidentitaten aus den Hilfs-
satzen 1.5 und 1.7 durch Multiplikation mit aλv = aλv in gewόhnliche
Tensorgleichungen (mit den Koordinatenindices v, μ,κ . . .) umschreiben.
Die bei den Identitaten (1.13, 24, 25) auftretenden eckigen Klammern
enthalten nach Hilfssatz 1.3 Fermi- Ableitungen.

Beim Dyadenformalismus rechnet man also nur mit Grδβen und Opera-
tίonen des Euhraumes F3. Diese GroBen (ύber deren Bedeutung: Hilfs-
satz 1.4) sind die folgenden:

1. die in (1.11) durch Projektion (in den F3) gebildeten Anteile des
Riemanntensors : Pαb, Qab, Bab, tb,

2. die kinematischen GroBen: ab, Ωb, $αb, $,
3. die nίchtkovarίanten Grδβen aus (1.7, 8): ωα, Mab.
Die GroBen aus 1. und 2. sind die bezύglich eines Drei-Beines — der

vierte Beίnvektor ist der Tangentenvektor Oλv — gebildeten anholonomen
Koeffizienten von Tensoren aus F3 bzw. F3 Θ F3. Die bezύglich F3

definierten GroBen ωa, Mab sind nicht die anholonomen Koeffizienten
von Tensoren.

Auf die GroBen aus 1., 2. und 3. werden im Dyadenformalismus die
folgenden Operatίonen angewandt :

a) Kab, Hab -> KaeH°i (KμσHτvh™ fur Tensoren).
b) Kab, Hab -> KaeHgbε

ceo. Fur Tensoren entspricht das

c) Kab->Kab. Uber den Zusammenhang mit der Fermiableitung

Kμv ,*oλ*toify siene Hilfssatz 1.3.
d) Kab~>Kab]C (definiert in (1.12,19)). Das ist fur Tensoren die

raumliche kovariante Differentiation : Kμv.κh%h£}ι% (siehe Hilfssatz 1.4).

Kapitel 2

In diesem und dem nachsten Kapitel werden alle Vakuumfelder
(Eμv = 0) gesucht, die eine expandierende (& =j= 0), scherungs- und wirbel-
freie (Σμv ~ 0, Ωμv — 0), zeitartige Kongruenz enthalten.

I. Es werden alle Metriken gμv gesucht, die eine Kongruenz Qλv

Ωμv = Q, Σμv = Q, ^ Φ O (2.1)

zulassen und fur die

Rμv ^-Rgμv— Tμv — Q, Rμv=Rκ.μvκ, (2.2)

- y^xT = JT?[x.T] + /Ϋ[«/ί]β (2-3)

gilt. Γffτ ist der affine Zusammenhang von gμv. Dieses Problem ist aqui-
valent mit dem folgenden Problem :
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II. Es werden alle Metriken gesucht, die den Differentialidentitaten
(1.13 bis 16) und den folgenden Bedingungen genύgen:

a)βα = 0, b)/8 β ί = *3βί, (2.4)

a) # Φ O , b) fα = 0, (2.5)

a) P α » = « α » (P[«»j = 0), b ) P » = 0. (2.6)
Die Aquivalenz der Probleme I. und II. folgt daraus, daβ die folgenden
Gleichungen gleichbedeutend sind :

(2.1) mit (2.4, 5 a) nach Definition,
(2.2) mit (2.5 b, 6) nach Hilfssatz 1.6,
(2.3) mit den Differentialidentitaten (1.13 bis 16) nach Hilfssatz 1.5.
In den Kapiteln 2 und 3 wird also (2.4 bis 6) bzw. (2.1, 2) vorausgesetzt

werden. Auβerdem sei im folgenden aλ
v eίn Fermi- Bein, so daβ also

ωa = 0 (2.7)
gilt (siehe Hilfssatz 1.3).

Zunachst werden die Diίferentialidentitaten aus Kapitel 1 aus-
gewertet (siehe Hilfssatz 1.5 und 1.7) : Setzt man (2.4 bis 2.7) in (1.14) ein,
so erhalt man Bab = — $} cεab

c.. Daraus folgt wegen B[ab] — 0

a)'.Bαδ = 0, b) 0,e = 0. (2.8)

Mit (2.8b) und (2.4 bis 2.7) vereinfachen sich die Differentialidentitaten
(1.13, 15, 16, 18) zu

ab.a=(&+^)δab~aaa, + Pab, (2.9)

& a* = •&(-%&.- Mat), (2.10)

Eat, (2.11)

(2-12)
Ea^ ist der Einstein-Tensor von §3 (siehe den unten angegebenen Hilfs-
satz 2.1).

Setzt man die Gleichungen (2.4 bis 2.8) in die Bianchi-Identitaten
(siehe Hilfssatz 1.7) (1.24 bis 26) ein, so erhalt man

, (2.13)

, (2.14)

Pi-.c = 0 . (2.15)
Man benόtigt noch die Vertauschungsrelationen zwischen den Kaum-

und Zeitableitungen: Die in [9] angegebenen Rieci-Identitaten verein-
fachen sich mit (2.4 bis 7) und (2.8 b, 10) zu

α+Fαα 6-F βα^ β 6), (2.17)
_ P'cdπ Ίζ i
~ ε α acj^dl>\ (218)

+ εiΰ[-Kd1ne + acKdb + Kcda,] + Φεab*Kdβa< .
(2.16, 17, 18) gelten fur beliebiges φ, Fα, Kab. Auβerdem bestehen die
folgenden leicht zu beweisenden Zusammenhange :
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Hilfssatz 2.1. Wegen Ωμv = 0 ist Oλv normal zu einer Hyperflάche £j3.
§3 ist dann eine dreidίmensionale Riemannsche Untermannigfaltίgkeit mit
der induzierten Metrik hμv. Vμ sei die Jcovariante Ableitung bezϋglich hμv.
Dann gilt fur Tμv aus F3 Θ F3 (VμTvκ) aλ

μ

bλ
v

cλ
κ = Tbc.a. Dabei ist das

anfangs definierte aλ
v ein orthonormiertes Dreibein (auch fur Ωμv φ 0)

beziiglich hμv. Eab (siehe (1.18)) sind die anholonomen Koeffizienten des
Einstein-Tensors (Eab.c — 0) von §3, so daβ die folgende Ricci-Identitάt
gilt:

(*„),« = (*«);.+ »β(^α-<ϊβ.^) (2-19)

fur alle vc aus F3.
Durch Bildung der Punktableitungen von (2.13), Benutzung der

Ricci-Identitat (2.18) und Einsetzen von (2.14, 8b) (und P[αδ] = 0)
erhalt man

-εά *dttPΛt+Pa,dΛe?*=0. (2.20)

Uberschiebt man mit αδ, so erhalt man

Pa

cά
G - άa . (2.21)

Aus den Gleichungen (2.20, 21) folgt

P<*bc - ba fur alle ba mit bcάc = 0 . (2.22)

Es gilt also der folgende
Satz 2.2. a) Es ist

ub^άb(άcά
cΓ^ (2.23)

der nichtausgeartete Eigenvector von Pab. 2ocB sei sein Eigenwert. άcά
c und

α sind beide ungleich Null in einer nichtflachen Welt — eine solche soil im
folgenden nur betrachtet werden. AuBerdem gilt

Pαδ-α3(3uΛ-(5α &). (2.24)

Ein orthonormiertes Eigendreibein von Pαδ ist also nur bis auf Drehungen
um die Achse ua bestimmt. Der Eigenvector ua ist fermi-verschoben:

ύa = 0. (2.25)

b) Der Weyl-Tensor Cμvκτ ist vom Petrov-Typ D (zur Bezeichnung
siehe [3]) — also ausgeartet ~ mit den reellen Eigenwerten ± α3, ± 2 α3.

c) ua werde durch vaί wa zu einem orthonormierten Dreibein von F3

ergάnzt. Dann gilt

OrstuV[twu] - v[rws], Crstu Qλ^uu^ - Qλ[rus] .

Qλ[rus], V[rws] ist also der einfache zeit- bzw. raumartige Eigenbivektor von

@rstu

Es muβ noch (2.25) bewiesen werden: Aus (2.24) folgt Pα δPα δ = 6α6.
Damit und mit (2.14) erhalt man

ά = — ̂ α. (2.26)

Bildet man bei (2.24) die Punktableitung und setzt (2.26, 14) ein, so
erhalt man die gesuchte Gleichung (2.25).
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Teil b), c) aus Satz 2.2 folgt aus 0 = Beb = ~ εό

c^(700cd(wegen(2.8a),

(l.llc)) und aus (2.24) und aus

P** = Cΰβgb. (2.27)

Gleichung (2.27) erhalt man aus (1.11 a) und (2.6).

Daβ άcά
e φ 0, α Φ 0 ist, zeigt man wie folgt: Angenommen, es ware 0 = άcά

c

3
— 27 (άc)

2, so hatte man άc = 0. Bildet man die Punktableitung von (2.9),
c = l

wendet (2.17) an und setzt άc — 0 und (2.14) ein, so bekame man: Es existiert φ mit
&Pab = φ<5αδ. Damit und mit (2.6b) ware φ = 0, d. h. wegen # φ 0: Pab= 0, was
zusammen mit (2. 8 a) eine flache Welt bedeuten wύrde. — Ware α = 0, dann hatte
man mit (2.24) wieder Pab — 0 und wie eben wieder eine flache Welt.

Der f olgende Satz zeichnet ein Eigendreibein von Pa b aus :
Satz 2.3. Es sei ά [ αα6j Φ 0. Dann sind

vb = [ab - ub (αX)] [aca* - (uca°)*Γ I , (2.28)

u>ύ=εbcdu
ev* (2.29)

und ub ein Eigendreibein von Pab. Es ist festgelegt durch die folgenden
Eigenschaften:

I. Das orthonormierte Eigendreibein ist fermi-verschoben und 2-fldchen-
normal (d. h. hyperflάchennormal in §3, siehe Hilfssatz 2.1):

*α = 0, va = 0, ώ α - 0 , (2.30)

a) u[a.buc] = 0, b) v[a;bvc] = 0 , (2.31)

^[α;Λ] = 0. (2.32)

II. Es existiert ein wa mit: wa ist parallel zu einem (das ist hier wa) von
den Beinen, aber nicht zu ua. Und es gilt

w(a.b) = 0 . (2.33a)

wa ist also ein Killing -Vektor bezuglich hμv (siehe Hilfssatz 2.1). Fur dieses
wa gilt

wa = wa(acv
c)oc-1 . (2.33b)

Beweis: Aus der Definition von vb, wb folgt nach Satz 2.2, daβ sie ua

zu einem Eigendreibein von Pab erganzen. — Aus (2.25, 23) und den
Definitionen (2.28, 29) folgt (2.30). Die Gleichungen (2.31, 32) bzw.
(2.33) folgen aus (2.37, 39, 40) 17 bzw. (2.40, 42, 44) 17.

cos φ va — sin φ wa, sin φ va -f- cos φ wa, ua sind alle orthonormierten
Eigendreibeine von Pab. Diese haben die kennzeichnenden Eigenschaften
aus Satz 2.3 nur fur φ = 0, wie man durch Verwendung von (2.30) bis
(2.33) und (2.39, 40) 17 feststellt.

Im folgenden werden die kovarianten Ableitungen von ua, va, wa be-
stimmt. Um die Falle ά[ cα δ]φO, ά[cα6] = 0 gemeinsam behandeln zu

17 Diese Gleichungen werden auf den nachsten Seiten ohne Benutzung des
Satzes 2.3 hergeleitet.
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konnen, fύhrt man

^δ = aa ~ ub (uca
c) (2.34)

ein. Es ist dann mit (2.23) und (2.25)

vb = vb(vcv
c)2 fur ά[6αc] Φ 0 , (2.35a)

vb = 0 fur ά[5αc] = 0 , (2.35b)

vb = 0 . (2.36)

Mit Hilfe der Punktableitung von (2.9) und Anwendung der Ricci-
Identitat (2.17) bereehnet man άδ;c. Setzt man darin (2.14, 24) ein und
berύcksichtigt man (2.23, 34), so erhalt man

ub;a = 7 (&ab ~ ua^b) — ua^b (2 37)

Dabei ist

γ^ (άcά')~i[# + 3## + ϋ* + 2#α3-
(A.oo)

~ΰ(vcv
c+ (αcι*

c)2)], γ Φ O 1 8 .

Kovariante Differentiation der Definitionsgleichung (2.28) und Ein-
setzen von (2.9, 37, 24, 29) ergibt

Vb a = ~γvaub -f (vca
c)~l [~α3 + ^ + ^2— 7αc^

c] w;αw;δ +
(z.oy)

+ acv
cuaub fur ά[cα6] Φ 0 .

Aus (2.37, 39) und der Definitionsgleichung (2.29) folgt

wb.a = —γwaub + (vca
c)-^ x

(2.40)
x [α3 — $ — $2 + γacu

c] wawb fur ά[cα&] 4= 0 .

Aus den kovarianten Ableitungen von α6, %b, v6, wb lassen sich die
rάumlichen Gradίenten (φf a = 0 ist schon in (2.8b) angegeben) der auf-
tretenden Skalare bestimmen. Setzt man in (aΰu

c)ίa = ac.au
c-\-acu

c.a

(2.37, 9, 24) ein, so erhalt man

(acuc),a = [— aca
c + 2α3 + ̂  + #2] ua~ [acu

c—γ]va . (2.41)

Analog dazu bereehnet man aus (2.39, 9, 24)

(acvc)>a==-[(acv
c)*+oc*+γuca

c-ΰ-d*]va fur ά[cab] Φ 0 . (2.42)

Setzt man Gleichung (2.24) in (2.15) ein und berύcksichtigt (2.37), so
erhalt man

α2α,5 + α3£& —%(3α2α, cu
c + 2α3y) - 0 . (2.43)

18 Dies gilt in einer nichtflachen Welt. Die Tatsache, daβ γ =)= 0 ist, wird bei der
Ableitung der Formeln (2.37 bis 48) nicht benutzt, so daβ diese bei dem nun folgen-
den Beweis verwendet werden konnen: Man macht die gegenteilige Annahme, daβ

γ = 0 ist. Daraus folgt mit (2.47, 48) 4 = 0, ae u
c = 0. Das wird in die mit (ac άc)%

multiplizierte Gleichung (2.38) eingetragen und γ — 0 gesetzt, so daβ 0 = $3 +
-f 2#α3 — &(vcv

c) ist. Hiervon bildet man die Punktableitung und setzt (2.26, 36)
ein und benutzt wieder $ = 0. Dann ist 0 = 6$2α3, d. h. es ist ft = 0 (wegen
α Φ 0), was nach (2.1) gerade nicht der Fall sein soil.
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Das hieraus berechnete α, cu
c setzt man in (2.43) ein und bekommt

*,a = -*(va+γua). (2.44)

Aus (2.37) folgt
u% = 2 γ . (2.45)

Wegen (2.34, 35b) gilt fur ά[cα6] = 0: ub = ab(acu
c)~l. Setzt man dies in

(2.45) ein und berϋcksichtigt (2.9, 41), so ist

#2 _ αs = γ ̂ cUc) _____ $ fur d[cab] = o . (2.46)

Wendet man die Ricci-Identitat (2.19) auf (u?c)ia an und setzt (2.12, 37)
ein, so erhalt man mit (2.45)

Hierin setzt man (2.37) ein, und berucksichtigt man noch fur ά[cα&] Φ 0
(2.35a, 39, 42) bzw. fur ά[cab] = 0 (2.35b, 46), dann folgt

y,α = M + γacu
c- γ*)ua . (2.47)

Wegen (2.44,36) ist (yα"1)' = [(a,-1) , cu
c]' = [(or1), β] %c. Hieraus

erhalt man mit Hilfe der Ricci-Identitat (2.16) und Einsetzen von
(2.8, 26)

(γoc~l) = oc~l&acu
c . (2.48)

Aus der Definition der kinematischen GroBen und den Gleichungen
(2.4, 7) folgt sehr einfach der

Hilf ssatz 2.4. Ein beliebiger Vektor Vr lάβt sich eindeutig wie folgt zerlegen :
Vr=Wr+ β0λr mit Wr aus F3 (d. h. W0 = Q). Vr.s zerfάllt dann in:

Nun laBt sich der f olgende Satz beweisen :
Satz 2.5. Aus den Gleichungen (2.1,2,3) folgt: Die Metrik gμv lάβt den

hyperflάchennormalen Killing- Vektor

ξr=ar1(#ur-Yoλr) (2.49)
zu. Es ist also

a) ί(r;β) = 0, b) ̂ .̂  = 0, (2.50)

fr|' =α-a(*2— γ2) . (2.50 c)

Fur y2 > $2 (gleichbedeutend mit ξr ξ
r < Q) ist die Metrik also statisch, und

zwar ist sie Petrov-entartet (nach Satz 2.21)). Daruber hinaus hat man

(2α3), r^-0. (2.50d)

Beweis: Durch Anwendung des Hilf ssatzes 2.4 auf ξ ( r . s ) erhalt man

f(α;« = [α-^^αl ^-α^y^όα,, (2.51)

-α-1vα&-α-1^^+(α-1y),&, (2.52)

= ^α-1^^ - (α-1 γ)- . (2.53)
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Einsetzen der Gleichungen
(2.37, 44, 8b) in (2.51) liefert £(α;δ) = 0,
(2.25, 26, 44, 47) in (2.52) ergibt f ( δ ; θ ) = 0,
(2.48) in (2.53) fϋhrt zu £(0;θ) = 0.

Damit ist (2. 50 a) bewiesen.
Ebenso wendet man Hilfssatz 2.4 auf [α2£[r];s] an und erhalt einer-

seits [α2f[α];6] = [$tf^[α];&] == 0 (wegen (2.37, 44, 8b)) und andererseits

wegen (2.25, 34, 44) und y > δ ~ % (aus (2.47)). Aus den beiden Gleichun-

gen folgt (a?ξ [r).s] ~ o^[Λ]> woraus mit (2.49)

(oc*ξ[r).so?ξt] ~ <*[0λ[ru8ut]ϋ' — Qλ[ru8\Q\λt}γ'] = 0

wird. Es ist also α2£r und damit auch ξr hyperflachennormal. — (2.50 d)
gilt, weil ξr ein Killing-Vektor und α3 eine metrische Invariante ist. Damit
ist also Satz 2.5 bewiesen.

Aus (2.44, 35a, 35b) folgt fur α[cα6] = 0:

xtrv^w^ = 0, (2.54)
fur ά [ cαδ ]φ 0:

α,r^
r^ Φ 0 Φ α, r(ιyΓ» ί t t t C*^) (2.55)

ϋa, wb sollen ua zu einem Dreibein von F3 erganzen. Nach Satz 2.2
ist v^wu^ bzw. vlrw*1 der raumartige Eigenbivektor und ±2α3 der nicht-
ausgeartete Eigenskalar des Weyl-Tensors. Daher kann man mit (2.54, 55)
die in [7] angegebene Charakterίsierung der ausgearteten statisehen
Vakuummetriken — solche liegen nach Satz 2.5 fur γ2 > ΰ2 vor — an-
wenden und erhalt :

Fur />$2gilt:
Fur ά[cα&] = 0 liegen class A Metriken vor,
fur ά[cαδ] Φ 0 liegen class C Metriken vor.

Diese Metriken sind in [7] explizit angegeben, so daβ man den folgenden
Satz bekommt:

Satz 2.6. Aus den Voraussetzungen (2.1, 2, 3) folgt fur den Fall γ* > $2,
daβ die gesuchten Metriken fur ά[cαδ] Φ 0 u class (7" und fur ά[cαδ] = 0
"class A" angehδren. Diese entarteten statisehen Metriken (siehe [Ί]) sind
die folgenden:

I. Fur ά[cα6] Φ 0: class C:

ds* = (x1 + x*)-* [ ( f ( x 2 ) ) - 1 d ( x 2 ) 2 + f(x*) d(x*)* +

+ (-f(-x^-id(χi)*~(-f(-χi))d(xQ)*] , (2.56a)

/(y)^±(^ + αy + & ) • (2.5βb)

Der nichtausgeartete Eigenskalar vom Ovμκτ ist

2α3- i fa^ + a;2)3. (2.56 c)
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Die Koordίnaten variίeren wie folgt:

0<xl + x*, / (z 2 )>0, (2.56d)

— /(— ̂ )>0. (2.56 e)

II. Fur ά[α%] = 0: class A:

ds* = (x1)* \d(x*}* + (sinα;2)2 d(x*}*} -f-

(2.57 a)

. 2 π , (2.57b)

0 < b < xl oder b < 0 < x1 , (2.57 c)

(2.58a)

(2.58 b)

0 < x 1 < ό , (2.58 c)

ds* = (x1)* \d(x*}* + (α;2)2 d(x*)*] + ^^(x1)2 — (α;1)-1 c^(^0)2 , (2.59a)

0^£ 2 , α; 3 mod2π, (2.59 b)

0<^. (2,59 c)

Fur class A ist der nichtausgeartete Eigenskalar von Cμvκτ

2α3 - ± b(xl)~* (b = l fur Metrik (2.59 a); . (2.60)

δl^δ^ ist der raumartige, (2. 61 a)

δlf όg] der zeitartige (2.61 b)

Eigenbivektor von Cvμκτ fur class A und C. Auβerdem gilt

ξ" ~ <5δ (2.62)

denn ξv aus (2.49) liegt nach Satz 2.2c im zeitartigen Bivektor 'element, also
in δ[{δ$ (siehe (2.61 b);, und es ist (2a?),vξ

v - 0 wegen (2.50d).

Kapitel 3

Das fur y2 > &2 erhaltene Ergebnis des letzten Kapitels soil erweitert
werden auf den Fall y2 < ^2, d. h. der hyperflachennormale Killing -
vektor ξv aus (2.49) ist dann raumartig:

Satz 3.1. a) Der Satz 2.6 gilt analog fur y2 < $2, wenn man dort die
Definitionsbereiche der metrischen Koeffizienten wie folgt abdndert:

Anstelle von (2.56e) bzw. (2.57 c) bzw. (2.59c) schreibeman — /( — x1) < 0
bzw. Q<xl<b bzw. x1 < 0. Und anstelle von (2.58 c) trage man ein:
,,xl > b > 0 oder x1 > 0 > b''. Bei den so erhaltenen Metriken gilt fur die
metrischen Koeffizienten gQQ > 0 und gn < 0, d. h. x1 ubernimmt die Rolle
der Zeitkoordinate. Die Metriken dieses Satzes, die den Linienelementen
(2. 57 a, 58 a) entsprechen, sind gerade die analytischen (nichtstatischen)
Fortsetzungen (siehe [12]) von (2.57 a, 58 a).
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b) Auβerdem gilt fur die Fάlle ft2 > y2, ft2 < γ2 gemeinsam:
Aus (2.1, 2, 3) folgt
1. fur ά[cab] φ 0

,λv = (x1 + a?) [-OΪ0 + όδ(^ - /(~^))έ (/(-*1))-1] , (3.1)

2. /#r ά[cab] = 0

0A" = ̂  [<3ϊ# - όδ(*a - (^)-2<7oo)2 ^o1] - (3-2)

Dabei ist / ( — x1) <ms (2.56b) und gQO ist der metrische Koeffizient aus
(2. 57 a) bzw. (2. 58 a) bzw. (2. 59 a). Die Koordinaten variieren so, wίe es in
Satz 2.6 und unter a) dieses Satzes angegeben ist. In diesen Koordinaten

genugt der Expansionsskalar -~- & der folgenden quasilinearen und homo-
ό

genen Differentialgleichung:
I. Fur ά[cαδ] φ 0

^ ) ) - ι _ = = θ 5 (3.3)

II. fur d[cab] — 0

( ^ ) ) - ^ 0 , (3.4)

$ und damit aueh Oλv sind also eindeutig bestimmt, wenn man $ lάngs einer
Linie vorgibt. Diese Linie muβ in der 2-Flάche liegen, die vom zeitartigen

EigenbiveJctor δγδ$ des Weyl- Tensors aufgespannt wird. Gibt man lάngs
einer solchen Linie $ = konstant vor, so muβ ft uberall konstant sein.

Beweis von Teil a) des Satzes 3.1 : Zunachst sei bemerkt, daβ die in
Satz 3. la angegebenen Metriken natϋrlich auch der Feldgleichung, d. h.
also Eμv = 0, genύgen.

Denn: Denkt man sich fur die in (2. 56 a, 57 a, 58 a, 59 a) angegebenen Koeffi-
zienten gvμ(xv)> die rationale Funktionen in den xv sind, den Ricci-Tensor Rμv aus-
gerechnet, so ist dieser ebenfalls rational in den xv

9 und zwar auch fur solche xv,
die in den von Satz 3.1 a angegebenen Definitionsbereichen liegen. Fur die xv aus den
Definitionsbereichen von Satz 2.6 ist Rμv(xv) — 0. Also muβ die rationale Funktion
Rμv(xv) auch Null sein fur die anderen xv (die in Satz 3. la angegebenen).

Es muβ noch gezeigt werden, daβ bei γ2 < fi2 fur die Metriken, die die
Eigenscbaften (2.1, 2, 3) haben, keine anderen in Frage kommen, als die
in Satz 3. la angegebenen. Nachdem man

Bμr = -o?(sμ, + 3eμe,)" (3.5)

gezeigt hat (siehe unten) und fur einen zeitartigen Eigenbivektor Vμr

von Cμvκτ und dessen Eigenskalar 2α3

a) o;j*F^ - 0, b) ( 2 o f ) t V Q λ v Φ 0 (3.6)

nachgewiesen hat, geht man — analog zum Fall γ2 > ft2 — wie folgt vor :
19 <jμv igt die in der Hyperflache senkrecht zum hyperflachennormalen ξv

induzierte, indefinite Metrik und JRμv deren Ricci-Tensor.
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Nach Satz 2.5 und 2.2 liegt eine ausgeartete Vakuummetrik mit dem
hyperflachennormalen raumartigen Killing-Vektor ξv vor. Wenn man
unter Berύcksichtigung von (3.5, 6) die in [13] angegebene Konstruktion
der Metriken auf den Fall eines raumartigen ξv — in [13] ist ξv zeitartig —
analog umschreibt20, dann erhalt man fur die metrischen Koeffizienten
gμτ(xv) die gleichen Funktionen wie sie in [7] unter class C und A — das
sind also die in Satz 2.6 aufgefύhrten — angegeben sind, nur daβ jetzt
die Variablen xv dem in Satz 3. la angegebenen Definitionsbereich an-
gehόren (es wird also gn < 0, gQQ > 0).

Es muβ noch (3.6) abgeleitet werden: Nach Satz 2.2c ist Qλ^ vuμ^ zeit-
artiger Eigenbivektor, also gilt (3.6a). Wegen (2.26), & φ 0 und α φ 0
ist 0 φ $α = — ά ΞΞ — α,VOλ". Daraus folgt (3.6b).

Fur den Beweis von (3.5) wechselt man auf das orthonormierte Vier-
bein (~λv) ~ (ev, ιλv> vv, wv] mit dem raumartigen ιλv ~ ξv ύber. Dabei sei
fur den Spezialfall ά[cab] = 0: vv=vv,_wv=wv (vv,wv aus Satz 2. 2 c).
Bezύglich dieses Vierbeins -λv gilt21 fur Eμv aus (3.5) wegen Rμv = 0

55ί=-CΊ5ϊ5, e5=δ#=ό§ (3.7)

mit a, b, c . . . = (0, 2, 3).
Und wegen (2.24, 27, 8a), (l.llc) und Satz 2.2c ist

-ϋfΠ5=«»(3^-^);

daraus folgt mit (3.7) die Gleichung (3.5).
Nun wird noch Teil b) von Satz 3.1 bewiesen. Dazu fύhrt man

ηr= α-My2-^)-1 [-y«r+ *Λ1 (3-8)
ein. Damit und mit (2.49) wird fur die senkrecht aufeinander stehenden
Einheitsvektoren uτ und Qλr

Oλr = ~oc[&ηr + ξrγ(γz--^)~I] , (3.9)

ur = -κ[γηr + ίr#(y2- 02)-1] , (3.10)

a) ξrη
r = 0, b) ηrη

r = QC-2(γz — &2)-1. (3.11)

Wegen (2.62, 49) laBt sich

a) |v = φδ>Q9 φ Φ 0 b) 0a- ya = αa^Voo (3 12)
schreiben. Daraus und mit (3.8, 11) und (2.49) erhalt man

Nach (2.44), (3.10, l ib) ist — αy = α,α^α = oc,vu
v = — ocγ oc,vη

v. Dar-
aus berechnet man mit Hilfe von (2.56 c, 60) und Satz 2.6 und 3. la und

20 Da ξv ein hyperflachennormaler raumartiger Killing-Vektor ist, existiert ein
Koordinatensystem mit

ds2 = gΛβ(&) dx«dχβ + e2U(x*}d(x«)\ oc, β, γ - = (1, 2, 3)
und, wie immer, μ, v, κ = (0, 1, 2, 3) und f* ^ (5j, womit aus (3.5) R^β
= —<x?(<jaβ -f- 3eαejg) folgt. Diese drei Formeln bilden den Ausgangspunkt fur die
in [13] angegebene Konstruktion der Metriken.

21 Es wurden die Formel: ^εabe ^^ ε~gcd = ^~abcd — Cabcd fur Rμv — 0"
benutzt.
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(3.13) die Gleichungen
ocφ = χi -f- x* fur ά[cα6] =4= 0 , (3.14a)

ocφ = ~(x1)-1 fur ά[cα6] = 0. (3.14b)
Setzt man die Gleichungen (3.12, 13, 14) unter Berύcksichtigung von
Satz 2.6 und 3. la in (3.9) bzw. in

—<*[γ&,vη
v + (y2 — $*)-1 ##,,£*] = &,vu

v = ΰ,au« = 0
(wegen (2.8b), (3.10)) ein, so erhalt man die Γormeln (3.1, 2) bzw. (3.3, 4).

AuBerdem folgt aus (2.8 b) : 0 = $, av
a = $,χ, 0 = &}V w

v. Also ist &
nach Satz 2.2c im raumartigen Eigenbivektorelement konstant, was mit
(2. 61 a) (und Satz 3. la) bedeutet, daβ es in der von <5|, δ% aufgespannten
2-Flache konstant ist, also : $, 2 = $, 3 — O

Kapitel 4

Bisher wurde bewiesen: Wenn Eμv = 0 und Σμv = 0, Ωμv = 0, ^ φ 0
gilt, dann gehόren die Metriken den in Satz 2.6 und 3. la angegebenen
Klassen an. Umgekehrt gilt

Satz 4.1. Es seίen
I. die Metriken gμv aus den Sάtzen 2.6 und 3.1,

II. die Kongruenzen Qλv aus Satz 3.1
vorgelegt. Dann folgt fur den Ricci-Tensor Eμv und fur die bezuglich Oλv

gebildeten kinematischen Grδβen Σμv, Ωμv

a) ,̂ = 0, b) Σμr = Q = Ωμ,. (4.1)
Beweis: Die im Satz 2.6 angegebenen gμv sind nach [7] Vakuum-

metriken, d. h. Eμv = 0, was auch fur die Metriken aus Satz 3.1 gilt
wegen der Bemerkungen zu Beginn des Beweises von Satz 3.1.

Es muβ noch (4.1b) bewiesen werden: Wegen der Voraussetzung I.
und II. wird Oλr durch

*λ"=(l7Mriδi, (̂  = 2,3) (4.2)

^λμ^\g\ksvμκτQλ\λ\λτ (4.3)
zu einem orthonormierten Vierbein erganzt, so daβ man fur die Metrik

hat. Sei nun ά[ca^ 4= 0 (4.5)
vorausgesetzt (der Fall α[cαδj = 0 laBt sich vόllig analog behandeln). Aus
der Voraussetzung I. und II. leitet man leicht ab :

a) $.(xl + x*)Eλv = 0, b) ZEλv = 0 (E = 2, 3) (4.6)

mit ft— (xl + x*)~l

rλ
v.

£, ist die Lie-Ableitung bezuglich Oλv (siehe [14]). Wegen (4.3, 6) ist

(̂  + ̂ )4]^xTW
κ8^.Dabei wurde die Regel benutzt: ,,Άvv = £δvμκτ = 0 fur alle ι>v, £ bezύg-



Einsteinsche Gravitations- Vakuumf elder 311

lich vv". Aus der Voraussetzung I. und II. folgt mit Berύcksichtigung von
(4.5) und der Tatsache, daβ g eine skalare Dichte ist:

Damit und mit (4.7) erhalt man ^(x1 -f x*)^v = 0, woraus mit (4. 6 a, 4)
Ά(xl-\- x2)*hμv = 0 folgt, d. h. es ist £Jιμv ~ hμv. Daraus erhalt man
Σμv = 0, was zu zeigen war.

Nach Voraussetzung I. und II. gilt
<Λ~ λ,= eδ° + c<3l (4.8)

mit gewissen e, c, die nur von x1, XQ abhangen, woraus folgt, daβ
λ[v,μλκ] = 0 1st. λv ist also hyperflachennormal, was daher auch fur Oλv

der Fall ist wegen (4.8). Also gilt Ωμv = Q.
Aus den zu Beginn des Kapitels 4 gemachten Bemerkungen und aus

den Satzen 2.6, 3.1, 4.1 folgt der
Satz 4.2. Alle Vakuumfelder (Eμv = 0), in denen sich eine Wolke von

Probeteilchen expandierend ($ φ 0), rotations- (Ωμv = 0) und scherungsfrei
(Σμv — 0) bewegen kann, sind in den Satzen 2. 6 und 3.1 angegeben. Die
dazu gehδrigen Tangentenvektoren Qλv (Qλv

Qλv^ — 1) an die Weltlinien der
Probeteilchen sind vollstάndig in Satz 3.1 aufgefuhrt. Die Qλv sind eindeutig

bestimmt, wenn man den Expansionsskalar -g-$ in der in Satz 3.1 an-

gegebenen Weise lάngs einer Linie vorgibt. Auβerdem gilt wegen (2.8b, 16)
aμ = -hv

μ(ln\ΰ\)iV fur 7 ? Φ O . (4.9)

Dabei ist & durch Satz 3.1 bestimmt. Die von den nichtgravischen (aμ = 0
bedeutet: geodάtische Bewegung) Krάften hervorgerufene Beschleunigung
aμ ist also dem rάumlichen Gradienten der Expansionsgeschwindigkeit

-o- & proportional.
o

Die Voraussetzung φ Φ 0 geht dort ein, wo άca
c φ 0, α φ 0 und γ Φ 0

bewiesen wird. Wenn & = 0 ware, waxen diese GroBen auch Null und
damit auch der Killing- Vektor ξv aus (2.49).

Wenn fur Qλv und gμv: & Φ 0, Ωμv = 0, Σμv = 0, Eμv = 0 gilt, dann
liegen nach Satz 4.2 die dort angegebenen statischen Vakuummetriken
mit deren nichtstatischer Fortsetzung vor. Ebenfalls statisch sind nach
Definition (siehe [15]) die Metriken fur den Fall # = 0, Ωμv = 0, Σμv = 0,
Eμv = 0, wenn die Kongruenz isometrisch (zur Bezeichnung: [10]) ist.
Auch fur nichtisometrische Kongruenzen liegen nach [1] fur den Fall
ft = 0, Ωμv = 0, Z1 ,̂, = 0, Rμv = 0 statische Metriken vor, und zwar
class B Metriken (zur Bezeichnung: [7]). Also ergeben sich fur den Fall
Ωμv = 0, 2 ,̂, = 0, jRμy == 0 statische Metriken und deren nichtstatische
Fortsetzung fur den Fall $ Φ 0.

Auf Grund dieser Bemerkungen laBt sich fur den Fall Ωμv = 0,
Σμv = 0 zusammenfassend folgendes sagen:
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I. Bei einer Welt mit inlcohάr enter Materie (Rμv φ 0) liegt ein Fried-
mann-Lemaitre-Kosmos vor (siehe [8]). Das gilt auch fur Feldgleichungen
mit kosmologischem Glied. Die Scherung Σμv und die Rotation Ωμv sind
bezϋglich der Kongruenz zu definieren, die durch die Weltlinien der
Materieteilchen bestimmt wird.

II. Die Vakuumf elder (Rμv = 0) sind statische Petrov-Typ I und D
Metriken und deren nichtstatisehe Fortsetzungen fur den Fall & =j= 0.
Fur diese Felder gilt die folgende Fallunterscheidung:

1st das Feld nichtentartet (Petrov-Typ I), so gilt # = 0 und Qλ\.\λ^ = 0,
d. h. es liegen die nichtentarteten statischen Vakuumf elder vor (siehe [6]).

Die entarteten Felder sind die f olgenden:
1. Fur isometrische Kongruenzen sind (siehe [7]) es samtliche ent-

arteten statischen Vakuummetriken: class A, B, C.
2. Fur nίchtisometrίsche Kongruenzen sind es
a) fur $ = 0 die class B Metriken,
b) fur $ 4= 0 α) fur ά[cα6] = 0 die class A Metriken und deren Erwei-

terung (siehe Satz 3.1),
β) fur ά[cα6 j Φ 0 die class C Metriken und deren Erwei-
terung (siehe Satz 3.1).

Damit ist eine vollstandige Ubersicht des Falles Ωμv = 0, Σμv = 0,
Rμv = Q gegeben.

Herrn Professor P. JORDAN mochte ich fur seine Fόrderung meinen Dank aus-
sprechen. Fur seine Anregungen und Hilfe danke ich Herrn Dr. M. TRUMPER, sowie
fur Diskussionen den Mitgliedern des Hamburger Seminars fur Allgemeine Rela-
tivitatstheorie.
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