
ÜBER DIE LAGE DER NÜLLSTELLEN EINES ABSTANDS-
POLYNOMS UND SEINER DERIVIERTEN 

GYULA V. SZ. NAGY 

1. Der Begriff eines Abstandspolynoms. Ein Abstandspolynom 
F(x, y, z) n-ten Grades in dem rechtwinkligen Koordinatensystem 
x, y, z ist ein reelies Polynom der drei Verànderlichen von der Form 

n 

H** y>z) = CU fat,*, y, z), 

dk(x, y, ») = (# — xk)
2 + (y — yk)2 + (z - zk)

2, C > 0. 

Das Abstandspolynom F(x, y, z) ist also eine nichtnegative réelle 
Funktion von der Form 

(2) F(x9 y, z) = C(x2n + y2n + z2n) + #(*, V, »), 

wo <ï> ein réelles Polynom ist, das für die drei Verànderlichen bzw. 
für die einzelnen Verànderlichen höchstens den Grad 2n — l bzw. 
2n — 2 besitzt. 

Das Abstandspolynom F(z, yt z) besitzt n Nullstellen, und zwar 
die Punkte 

(3) Qk = (xk) yk, zk) (k = 1, 2, • • • , »). 

Ausser den Nullstellen nimmt das Abstandspolynom F(xy yy z) in 
jedem (reellen) Punkte des Raumes einen positiven Wert an. 

Das Polynom dk(x, y, z) = (x—xk)
2+(y—yk)

2+(z — zk)
2 ist ein Ab­

standspolynom ersten Grades und ist ein Wurzelfaktor des Abstands­
polynoms F(x, yy z) w-ten Grades. F ist also ein Produkt von n Wur­
zelfaktoren. Kommt der Wurzelfaktor dk unter den n Wurzelfaktoren 
£-mal vor ( £ è l ) , so ist Qk eine £-fache Nullstelle von F. Dann ist 

(4) F(x, y, z) = dl(x, y} z)-G(x, y, s), 

wo G(x, yt z) ein Abstandspolynom (n—p)-ten Grades ist, für welches 
die Ungleichung G{xki ykl 0&)^O besteht. 

Jedes Abstandspolynom ƒ(x, yt z) = dk(x, yf z) ersten Grades genügt 
ofïenbar der Identàt 

(s) f*+fl + fl = *-f. 
Hat eine ganze rationale Funktion 2n-ten Grades von der Form (2) 
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einen Faktor zweiten Grades, so hat dieser Faktor leicht ersichtlich 
die Form f(x> y, z)=c(x2+y2+z2+aix+a2y+azz+at), C9*0. Das 
Abstandspolynom F(x, y, z) w-ten Grades ist eine Verallgemeinerung 
eines Polynoms f(z) der komplexen Verânderlichen z. 

Sind namlich 

f(z) = (Z ~ Zl)(z — Z2) • • • (Z ~ 0n), 

, _x z = x + iy, Zk = xk + iyk (k = 1, 2, • • • , w), 
(o) 

ƒ 0 + iy) = !/(*, y) + iV(x, y), 

f(x - iy) = t/(>, y) - iV(xt y), 

so ist 
F(*,y) = U2(x,y) + V2(x,y)=\f(z)\2 

(7) n 

= n i * - ** i2 = n K* - x*)2 + (y - y*)2] 

ein Abstandspolynom w-ten Grades in der x, y Koordinatenebene. 
Ein Abstandspolynom F(x, y, z) geht durch eine orthogonale Trans­

formation der Verânderlichen x, y, z offenbar wieder in ein Abstands­
polynom über. Daraus folgt, dass ein Abstandspolynom, dessen Null-
stellen in einer Ebene liegen, durch eine lineare Transformation sich 
auf die Form 

(8) F(x, y,z)=cjj [(x - xhy +(y~ yk)
2 + z2] 

bringen lâsst. 

2. Die Derivierte eines Abstandspolynoms. 1st F(x, y, z) ein 
Abstandspolynom w-ten Grades, so ist das Polynom (4w —2)-ten 
Grades 

H(x, y, z) = F*x(x9 y, z) + F\(X, y, z) + FI(X, yy z) 

durch 4 • F(x, y, z) teilbar, sodass die Funktion 

H(x9 y, z) 
F\x, y, z) = — -

(g) 4F(*, y, z) 

__ Fx(x, y, z) + Fy(x, y, z) + F,(x, y, z) 

4-F(x, y, z) 

ein Polynom 2(w —l)-ten Grades von den Verânderlichen xt y, z ist. 
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Diese Funktion F'(x, y, z) wird als Derivierte des Abstandspolynoms 
F(x, y, z) genannt. 

1st 

F(x, y, z) = f*(x, y, z) -G(x, y, z), 

f(x, y, z) = dk(x, y, z), p è 1, G(xk, ykt **) ** ° 

so ist 

2 2 2 2 2 o—2 2 2 2 2 

H(x,ytz) =FX+Fy+F, = pfP G ( ƒ , + ƒ , + ƒ . ) 

+ 2pf2p~\f£x + ffiv + f£z) + / V . + G\ + GI) 
= /P"1[4^2G2 + 2pG(fxGx + ffiy + fjG.) 

+ f(G2
x+Gl + Gl)l 

Daraus folgt, dass H durch die (2/> —l)-te Potenz des Wurzel-
faktors f=dk teilbar ist, durch eine höhere Potenz von ƒ aber nicht, 
weil die zwischen den eckigen Klammerzeichen stehende Funk­
tion im Punkte Qk = (xk, yu> zk) den Wert 4p2G2(xk, yk, zk) 5^0 annimmt. 

Hieraus folgt, dass H durch jeden Wurzelfaktor von .Fund deshalb 
auch durch F teilbar ist und dass eine £-fache Nullstelle Qk des 
Abstandspolynoms F eine 2p — 1 — p = (£ —l)-fache Nullstelle der 
Derivierten ist, weil F' durch die (ƒ> —l)-te Potenz von dk teilbar ist. 

Nach der Regel der logarithmischen Differentiation ist 

Fx Ô 1 17 Ô ^ 1 A f 1 M » O ^ X ~~ Xk 

«F d # d # A;=l fc=l ^A d # A=l ^ k 

Es gelten also für die Nullstellen (x, ^, 2) der Derivierten F'(x, y, z), 
die von den Nullstellen des Abstandspolynoms F(x} y, z) abweichen, 
die Gleichungen 

2 F k=i d*. 

Auf Grund der Bezeichnungen (6) und (7) ist 
2 2 

(11) F'(x, y) = ' ƒ * = ƒ(*) «, 
4-FC*, y) 

weil 

F,, = 2(£^J7. + VVX), F„ = 2(1717, + VVV), 
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ƒ'(*) = U. + iVx - V, - iUy, Ux = Vy, 

deshalb 

Uv = 

[April 

- V. 

n 

^ ( k=*l (X -

n 

V 

X — Xk 

- ^ ) 2 + (y — y/O2 

y - y* 

F2, + FÎ = 4[(tftf* + VV$ + {UU y + Wy)2] 

= 4(£/2 + F2)(£/l + Vl) = 4-F(*, y)-F'(s, y) 

sind. 
Die Derivierte des Abstandspolynoms F(xt y) ist also wieder ein 

Abstandspolynom der Verânderlichen x, y, falls n>\ ist. 
Sind Zjc — 0 (k = l, 2, • • • , n), so erhâlt man für die von den Null­

stellen des Abstandspolynoms F(x, y, z) abweichenden Nullstellen 
der Derivierten F'(x, y, z) aus (10) die Gleichungen 

» x- xh * = 0, E Z7-r-z - 0, 

*-i (* - %k)2 + (y - yk)2 

Die Nullstellen der Derivierten F'(x, y, z) stimmen also im Falle 
2& = 0 (& = 1, 2, • • • , n) mit den Nullstellen der Funktion Fr(x> y) 
von (11) überein. 1st 

f(z) = n(z - z{)(z - z{) • • • ( * - *n'-i), 

2 = x + iy, Zh = xi + *>/»' ( i == l, 2, • • • , » — 1) 

so ist 
n-l 

**(*, y) = n*Yl [(* - xi)2 + (y - y/)2] = Fi(x, y, 0) 

und deshalb ist auch die Derivierte 

F'(%, y, z) = ^ 2 Ï Î [(* - xiY + (y - yi)2 + z2] = Fit*, y, *) 

ein Abstandspolynom. 
Naheliegend ist die Vermutung, das die Derivierte jedes Abstands­

polynoms F(x, yy z) n-ten Grades (n^2) stets ein Abstandspolynom 
ist. 

3. Der Gauss-Lucas-sche Satz über Abstandspolynome. 

I. Die (reellen) Nullstellen der Derivierten eines Abstandspolynoms 
F(x, y y z) fallen in die konvexe Hülle der Nullstellen von F(xy y, z). 
Die Randfldche dieser konvexen Hülle kann nur dann eine Nullstelle 
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Po der Derivierten enthalten, wenn Po mit einer Nullstelle von F(x, y, z) 
zusammenfàllt. 

Bedeutet nâmlich Po=(xo, y o, z0) eine Nullstelle der Derivierten 
des Abstandspolynoms F(x, y, z), für welche F(x0, y o, z0) 9*0 gilt und 
sind 

1 n 

fftk = ; M = 23 mk> 
(xo — xk)

2 + (yo — yi)2 + (*o — Zk)2 *-i 
so lassen sich die Gleichungen (10) in der Form 

n n n 

(12) 23 Mk(x0 — xi) = 0, 23 Wk(yo — y*) = ö, E *»*(*o — zk) = 0 
£=1 ft»l ft=l 

oder 

n n n 

Mxo = 2 fl****f -^"Jo = 23 *»*y*, Mzo = X) w*2* 
ft=l fc=*l ft«l 

schreiben. 
Daraus folgt der Satz, weil P 0 der Schwerpunkt der Punkte Qk von 

den Massen mk (k~l, 2, • • • , n) ist. 
Aus den Gleichungen (12) folgt auch die folgende Form des Satzes 

I. 

I I . Jede Nullstelle P 0 = (x0, y o, Zo) der Derivierten des Abstands­
polynoms F(x, y y z) für welche F(x0t y o, zo)yé0 gilt, ist eine Gleichge-
wichlslage eines materiellen Punktes P des Raumes, auf welchen die 
Nullstellen Qk von F(x, y, z) dem Abstand umgekehrt proportionale 
abstossende Krdfte ausüben. 

Bei geeignet gewâhltem Masssystem sind nâmlich die linken Seiten 
der Gleichungen (12) den Komponenten der Resultante dieser 
Krâfte in bezug auf den Punkt Po gleich. 

Bezeichnet Qi = (xi, yi, zi) den Spiegelpunkt von Qk=(xk, yk, %i) 
in bezug auf die Kugel vom Mittelpunkt Po und vom Einheitsradius, 
so sind 

xi — x0 = mk(xk — xo), yi — y0 = mk(yk — y o), 

zi — Zo = mk(zk — Zo)* 

Für diese Punkte Qi bestehen also die Gleichungen 

23 (**' - *o) = 0 , 23 (yi - yo) = 0, 23 (zi - z0) = 0, 

oder nxo = 23 xi, w;y0 = 23 ?*' » W2o =» 23 zi. 
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Daraus folgt der Satz 

III. 1st Po=(tfo, y Of Zo) eine {réelle) Nullstelle der Derivierten des 
Abstandspolynoms F(x, y, z) n-ten Grades mit den Nullstellen Qi, 
(?2, • • • , Qn, für welche F(x0, y0, zQ)^0 gilt, und bezeichnet Ql den 
Spiegelpunkt von Qk in bezug auf eine Kugel vom Mittelpunkt Po, so 
ist Po der Schwerpunkt der Punkte Qk (k = 1, 2, • • • , n). Die Vektoren 
PoQk' lassen sich in ein Raumvieleck zusammensetzen, weil ihre 
Summe verschwindet. 

4. Die Lage der Nullstellen der Derivierten eines Abstands­
polynoms F(x, y, z) in der Umgebung einer Nullstelle von F(x, y, z). 
Bedeutet \PQ\ den Abstand der Punkte P , Q, so kann man aus dem 
Satz III den Satz ableiten: 

IV. Bezeichnen Qi, Q2, • • • , Qm bzw. pi, pi, • • • , pm die ver-
schiedenen Nullstellen des Abstandspolynoms F(x, y, z) n-ten Grades 
bzw. ihre Vielfachheiten ( ^ ^ l , ^ i + f t + • • • +pm = n) und bezeichnet 
K den Konvexkörper der gemeinsamen Punkte P der m — l Kugeln 

\PQi\ ^-^—\PQk\ (* = 2, 3, . - . , w ) , 
n — pi 

so besitzt die Derivierte Ff(x, y, z) im Innern des Körpers K ausserhalb 
von Qi keine Nullstelle. 

1st d = Min | QiQk\ (k = 2, 3, • • • , m), so ist die Kugel vom Mittel­
punkt Qi und vom Halbmesser pi • d/n ein Teilkörper von K. Sie enthdlt 
ausserhalb von Qi keine Nullstelle der Derivierten F'(x, y, z) im Innern. 

Für einen inneren Punkt Po(^Qi) des Körpers K kann nâmlich die 
Vektorgleichung 

m m 

PoN= Y, pk'P0Qk' = pvPoQi + T^PicPoQi = 0 

nicht bestehen, weil 
m 

\PoN\^ pv I PoÖi' | ~ E Pk' | PoQk' | > 0 

ist. 
Aus den Annahmen des Satzes IV folgen nâmlich die Ungleichungen 

| PoQi' | | PoÖ* | n - pi 
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Z Ph\PfQi | < — — - (P2 + pZ + • ' ' + Pm)' | PoÖl' | = pl\PoQl |, 
fc~2 n — pi 

m 

I Potfl è #i| P«0I' | - 2>*l P<Q£ I > o. 

Damit ist der Satz IV bewiesen. 

5. Die Nullstellenverteilung eines Abstandspolynoms F(x, y, z) in 
zwei Kugeln, die sich in einer Nullstelle der Derivierten von aussen 
berühren. Es gilt die folgende Verallgemeinerung eines Satzes1 von 
mir über die Polynôme mit einer komplexen Verânderlichen : 

V. Bezeichnet Po=(#o, 3>o, %o) eine Nullstelle der Derivierten eines 
Abstandspolynoms F(x, y, z) n-ten Grades (fur welche F(xQy yQl Zo)y^O 
ist), bezeichnen ferner K bzw. K' die dbgeschlossenen Inner en von zwei 
sich im Punkte Po von aussen berührenden beliebigen Kugeln mit dem 
Halbmesser R bzw, R' = (n — 1)R und besitzt endlich das Abstands-
polynom F(x, y, z) in K mindestens eine Nullstelle, so besitzt es auch 
in K' mindestens eine, Enthalt Kf keine Nullstelle von F(x, y, z)f so 
enthdlt auch K keine. 

Zum Beweis dieses Satzes kann man annehmen, das #o = 3>o = £o = 0 
sind und dass die Berührungsebene der Kugeln K und K' im Punkte P 0 

die yz-Ebene ist, weil man diese Lage durch eine Koordinatentrans-
formation erreichen kann. Bei dieser Annahme hat die erste Gleichung 
von (12) die Form 

(14) E - * * - = È X * = 0, X ^ - — ^ - . 
&~i xk + yu + z k=i %h + yk + z% 

1st XA5==0, so liegt die Nullstelle Qk in der ;yz-Ebene. Liegt ein 
Punkt Qk ausserhalb der yz-Ebene, so besitzt die Summe von (14) 
mindestens je ein positives und negatives Glied. 

Wir nehmen an, dass die Indizes der Punkte Qk so gewâhlt sind, 
dass die ersten v Glieder in der Summe von (14) positiv, die folgenden 
v' Glieder negativ und die letzten n — v—v' Glieder Null sind (*>èl, 
p ' ^ l , n — v —P'*Z0) und dass die Ungleichungen 

Xx ^ X2 è • • • ^ Xv > 0, X{ è X{ â • • • è XI > 0, 
XI = - Xv+i (i = 1, 2, • • • , / ) 

bestehen. Dann liegen die Punkte Qi, Q2, • • • , Qv bzw. Qv+i, 
1 Gy. (F.) v. Sz. Nagy, Über geometrische Relationen zwischen den Wurzeln einer 

algebraischen Gleichung und ihrer Derivierten, Jber. Deutschen Math. Verein. bd. 27 
(1918) pp. 44-88; Über die Lage der Nullstellen der Derivierten eines Polynoms, 
Tôhoku Math. J. bd. 35 (1932) pp. 126-135. 
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Qv+2y • • • , Qp+v' an der positiven bzw. negativen Seite der yz-Ebene, 
die übrigen Punkte Q*+r'+i, • • • , Qn liegen in der yz-Ebene. 

Sind 

Xh = 1/Dh, XI = l/Dl (h = 1, 2, • • - , v\ i = 1, 2, • • • , • ) 

so lâsst sich die Gleichung (14) in der Form 

schreiben. Hier bedeutet Dh bzw. Dl den Durchmesser der durch den 
Punkt Qh bzw. Qv+i gehenden und die ;yjs-Ebene im Anfangspunkt 
berührenden Kugel. 

Man erhâlt aus (15) die Ungleichungen 

1 v' n — 1 p v' n— 1 
S S > — ^ ^ (PSv)y 

Dx D{ D{ Dp Dl ~ Dl 
oder 

(16) Dl Sv''DiS(n-~ l)'Dlt D{ S—DPS * ~" * Dp. 
p p 

Aus der Ungleichung Dl S(n — l)Di folgt der Satz V. In dieser 
Ungleichung besteht das Gleichheitszeichen nur dann, wenn v = lf 

p' = n-ly Dl=Di= • • • = £>„' sind. Liegt der Punkt Qi auf der 
Kugel K (J9i = 2i?) und liegt kein Punkt Qk innerhalb der Kugel 
K' (Dl = 22?'), so fallen die n-1 Punkte Q2j Qz, • • - , Qn auf die 
Kugel K'. 

Aus der zweiten Ungleichung von (16) folgt die folgende Verallge-
meinerung des Satzes V: 

VI. Bezeichnet P 0 = (xo, yof z0) eine Nullsielle der Derivierten eines 
Abstandspolynoms F(Xy y, z) n-ten Grades, für welche F(x0, yot 2o)^0 
isty bezeichnen ferner K und K1 sich im Punkte PQ von aussen berilhrende 
Kugeln von Halbmessern R bzw. R' = (n—p)/p'R und besitzt das 
Abstandspolynom F(xt yy z) in der abgeschlossenen Kugel K mindestens 
p Nullstelleny so besitzt es in der Kugel K' mindestens eine Nullstelle. 
Besitzt das Abstandspolynom F(x, y y z) im Innern von K' keine Null­
stelle y so besitzt es auf der Kugel K bzw. Kf genau p bzw. n—p Null-
stellen. 

1st v = v' = 1, so ist Di = Dl. Es gilt dann der Satz V: 

(15) 
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VIL Besitzt ein Abstandspolynom n-ten Grades die Nullstellen 
Qi und Q% ausserhalb einer Ebene E, die übrigen n — 2 Nullstellen 
Qs* (?4, • • • i Qn aber in der Ebene E und enthâlt die Ebene E eine 
Nullstelle P 0 der Derivierten (Po^Ö/t, k~l, 2, • • • , n), so haben 
die Kugeln, die durch den Punkt Qi bzw. Q% gehen und im Punkte P 0 die 
Ebene E berühren, gleiche Durchmesser. 

Aus der Gleichung (15) erhàlt man leicht den Satz 

VIII . Es sei Po eine Nullstelle der Derivierten eines Abstandspoly-
noms 4-ten Grades, deren Nullstellen Qi, Q% Qz, Q* nicht in einer Ebene 
liegen. 1st Kzzi die Umkugel des Tetraeders PQQÏQZQA und ist K\ die 
Kugel durch den Punkt Qi, von der die Kugel K^A im Punkte P 0 berührt 
wird, so ist ^234 = 3 -Pi, woR%u bzw, R\ denHalbmesser von KZM bzw. K\ 
bedeutet. Bezeichnet £34 die Ebene der Punkte P0Q3Q4 und bezeichnet 
KI' bzw. KI die Kugel durch den Punkt Qi bzw. Q2, von der die Ebene 
£34 im Punkte P 0 berührt wird, so ist R{' ~Ri (wo R{' und Rl die 
Halbmesser von KI' und K{ bedeuten). Bezeichnet £12,34 die durch den 
Punkt Po gekende und zu den Geraden Q1Q2 und QzQi parallèle Ebene 
und bezeichnet K12 bzw. Kzi die Kugel durch das Punktpaar Q1Q1 bzw. 
QZQA, von der die Ebene £12,34 im Punkte PQ berührt wird, so ist Rn = Rzi 
(wo Rn und P34 die Halbmesser von Kw und Kz4 sind). 

Im ersten, zweiten bzw. dritten Teil dieses Satzes sind nâmlich 

v = 3, • = 1, £1 = £2 = £3 = 2R, D{ = 2R', Di = 3ZV ; 

„ = „ ' = ! , Bi = D{, Dx = IR, D{ = 2R; 

bzw. 

y = „' = 2, Di = £2 , Ö 1
/ = = J D 2

/ , P I = D I / , D! = 2R, D{~2R'. 

Damit ist der Satz VIII bewiesen. 

6. Der Satz von Laguerre für ein Abstandspolynom. Es gilt der 
Satz: 

IX. 1st P=(x, y y z) keine Nullstelle des Abstandspolynoms F(x, y, z) 
oder seiner Derivierten, so werden die Nullstellen von F(x, y, z) von 
jeder Kugelfldche gelrennt, die den Punkt P und den Punkt II = (£, 77, f ) 

Fx(x, y, z) Fv(x, y, z) 
| = x — 2n ; rj = y — 2n— -* 

( 7) H(x, y, z) H(x, y, z) 
F,(x, y, z) 

f = z — 2n 
H(x, y, z) 
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enthalt, wo H(x, y, z) = Fl(x, y, z) + F2
v(x, y, z) + F%(x, y, z) ist. 

Der Punkt 11 = (£, rj, f) wird als Polar punkt von P in bezug auf 
das Abstandspolynom F(x, y, z) genannt. Der Punkt II kann nach 
Laguerre als der derivierte Punkt2 von P in bezug auf F(x, y, z), 
oder nach Pólya-Szegö als der Schwerpunkt3 der Nullstellen von 
F(x, y, z) in bezug auf P genannt werden. 

In diesem Satz sind die Ebenen durch das Punktpaar PU den 
Kugeln zu rechnen. Die Kugelflâche K trennt dann die Nullstellen 
von F(x, y, 0), wenn sie jede dieser Nullstellen enthâlt, oder wenn das 
Abstandspolynom F(x, y, z) innerhalb und ausserhalb von K mindes-
tens je eine Nullstelle besitzt. 

Zum Beweis des Satzes IX können wir annehmen, dass P = (0, 0, 0) 
ist. Haben die Nullstellen Qk von F(x, y, z) in diesem Koordinaten-
system die Koordinaten (x&, y^ Zk) (& = 1, 2, • • • , n), so hat der 
Spiegelpunkt Q£ von Qk in bezug auf die Einheitskugel (vom Mittel-
punkt P = ( 0 , 0, 0) und vom Einheitshalbmesser) die Koordinaten 

, _ Xk , _ yu f Zk 

ooi + yl + z\ xl + yl + zl %l + yl + zl 

Der Schwerpunkt S'=*(X', F ' , Z') der n Punkte Qi (£ = 1, 
2, • • • , n) hat nach (10) die Koordinaten 

1 » - 1 77,(0, 0, 0) - 1 F„(0, 0, 0) 

n SE 2» P(0, 0, 0) 2n F(0, 0, 0) 

- 1 f , (0 ,0 ,0) 

2n F(0, 0, 0) 

1st S=(X, F, Z) der Spielgelpunkt von S' = (X', F ' , Z') in bezug 
auf die Einheitskugel, so fàllt S mit dem Punkt II zusammen, weil 

X' _ - 2»-F.(0, 0, 0) - 2»-Fir(0> 0, 0) 

" x'* + F '2 + Z'2 " iï(0, 0, 0) ' " #(0, 0, 0) 

__ - 2 ^ - ^ ( 0 , 0 , 0 ) 

B(0, 0, 0) 
sind. 

Das Punktsystem C i , Qi, • • • , Çn' wird von jeder durch seinen 
Schwerpunkt S' gehenden Ebene E getrennt. Die Spiegelung in 
bezug auf die Einheitskugel führt die Ebene E in eine die Punkte P 
und Ss=n enthaltende Kugelflâche K, die Punkte Q{, Qi, • • • , Ql 

2 E. Laguerre, Oeuvres de Laguerre, bd. II, pp. 56-63. 
8 G. Pólya und G. Szegö, Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis, bd. II, pp. 55-66. 
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in die Punkte Qu Q2, • • - , Qn über, die also von der Kugelflâche K 
getrennt werden. Damit ist der Satz IX bewiesen. 

7. Abstandspolynom mit in bezug auf eine Ebene symmetrisch 
liegenden Nullstellen. Der bekannte Jensensche Satz4 lâsst sich auf 
folgende Weise verallgemeinern : 

X. 1st das Nullstellenpaar Qu-iQih (& = 1, 2, • • • , p) eines Ab-
standspolynoms F(x, yf z) n-ten Grades symmetrisch in bezug auf 
eine Ebene E und liegen seine übrigen Nullstellen Qk (k = 2p+l, 
2p+2, - - - , n) in der Ebene E, so fàllt eine ausserhalb der Ebene E 
liegende und von den Punkten Qi ( i = l , 2, • • • , 2p) verschiedene 
Nulls telle P der Derivierten F'(x, yy z) entweder in das Inner e von 
mindestens einer der p Kugeln mit den Durchmessern Q2h-iQ2h 
(h = l, 2, • • • , p), oder P ist ein gemeinsamer Punkt dieser p Kugel-
flachen. 

Zum Beweis dieses Satzes können wir annehmen, dass die Ebene E 
mit der x^-Ebene zusammenfalt, dass also 

Ö2fc-i = (*h, yh, Zh), Q2h = (xht yh, —zh) (zh 9* 0, h = 1, 2, • • • , p); 

Qk = (**, y*f 0) (* = 2p + 1, 2p + 2, • • - , n) 

sind. 1st P=(xt yy z) im Satz X, so sind F'(x, y, JS) = 0, F(x, y, z)?£0 
und z7*0. Aus (10) ergibt sich die Gleichung 

Fz(x, y, z) *r z — zh ,*, y> g) = Ar 
(x, y, z) h~A-(x -2F(x, y, z) h^l(x - xhy + (y- yh)

2 + (z - zh)
2 

z + zh 1 

+ (x — xh)
2 + (y — yh)2 + (s + Zh)2J 

z 

+ z 

k=2p-\ 

\ h=l 

+ 

k=2P+i O — xk)
2 + (y — yk)2 + z2 

(x — xh)
2 + (y — yh)2 + z2 — z\ 

[(x — xh)
2 + (y — yh)2 + (z — Zh)2] 

• [(» ~ xh)2 + (y - yh)
2 + (z + Zh)2] 

1 A 1 

2 h=2p+l O — Xk)
2 + (y - yk)2 + Z 

- 1 - 0 . 
'I 4 L. W. Jensen, Recherches sur la theorie des equations, Acta Math. bd. 36 (1913) 

pp. 181-195. 
Gy. (F.) v. Sz. Nagy, Zur Theorie der algebraischen Gleichungen, Jber. Deutschen 

Math. Verein. bd. 31 (1922) pp. 258-251. 
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Der Faktor von 2z (z^O) kann nur dann verschwinden, wenn die 
erste Summe mindestens ein Glied mit einem negativen Zâhler 
besitzt, oder wenn jedes Glied der erste Summe verschwindet und 
die zweite Summe kein Glied enthâlt (n = 2p). 

Damit ist der Satz X bewiesen. 
Der Faktor 2z verandert sich nicht, wenn man den Punkt 

P = ( x , y, z) durch den Punkt P ' = (x, y> —2) ersetzt. Ebenso bleiben 
die Summen in den ersten zwei Gleichungen von (10) bei dieser 
Ersetzung unverândert. Daraus folgt, dass auch die Lage der Null­
stellen der Derivierten Ff(x, y> z) in bezug auf die Ebene E sym­
metrisch ist. 

Aus dem Satz X folgt: 

XI . Liegen die Nullstellen Qu (?2, • • • 1 Qn eines Abstandspoly­
noms n-ten Grades in einer Ebene E, sind die Punktpaare Qïh-iQih 
(A= 1, 2, • • • , p) in bezug auf eine Gerade g der Ebene E symmetrisch 
und fallen die übrigen n — 2p Punkte Qk auf die Gerade g, so ist jede 
ausserhalb von g liegende und von den Punkten Qk (k ^ 2p) verschiedene 
Nullstelle der Derivierten ein Punkt von mindestens einer Kreisscheibe 
unter den p Kreisscheiben mit den Durchmessern QÏK-\Q%K* 

Die Nullstellen des Abstandspolynoms in diesem Satz sind nam-
lich auch in bezug auf die Ebene E' symmetrisch, die durch die 
Gerade g geht und zu E senkrecht steht. 

8. Die Lage der Nullstellen eines Abstandspolynoms F(x, yy z) 
in bezug auf zwei Nullstellen seiner Derivierten. Es gilt der Satz: 

XII. Bezeichnen Po=(x0, y0, z0) und Pó =(xó, yó, zó) zwei 
verschiedene Nullstellen der Derivierten eines Abstandspolynoms 
F(x, y, z) n-ten Grades, für welche F(x0, y0, z0) und F(xó, yó, zó ) nicht 
verschwinden und bezeichnet E bzw. E0 eine beliebige Ebene durch die 
Punkte Po und Pó, bzw. die Mittelebene der Punkte P0 , Pó, so trennt 
das Ebenenpaar EE0 die Nullstellen von F(x, y, z). (Enthâlt das 
Ebenenpaar nicht jede Nullstelle von F(x, y, z)> so besitzt F(x, y, z) 
im Inneren beider von E und EQ begrenzten Doppel-Raumwinkel 
mindestens je eine Nullstelle.) 

Dreht man eine gleichseitige Hyperbel mit der Hauptachse PQPÓ um 
die Gerade PQPÓ herum} so trennt das so enstandene zweischalige 
Hyperboloid die Nullstellen des Abstandspolynoms F(x, y, z). 

Zum Beweis dieses Satzes können wir annehmen, dass P0 = (0, 0,£o), 
Pó = (0 , 0, — Zo), Zo^O sind. Bezeichnen Qk = (xk, ykf zk) die Null­
stellen von F(x, y, z) in diesem Koordinatensystem und ist 
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r 2 2 2 - , r 2 2 2-1 

Nk = [xjc + y h + (zk — «o) J * [%k + yk+ (zie + zo) J 
(* = 1, 2, • • • , w), 

so erhalt man aus (10) die Gleichungen 

__ 1 pp,(0, 0, zo) 
Gi = • 

1 pF,(0, 0, g0) Fg(0, 0, - g0)l 

2zol F(0, 0, g0) F(0, 0, - so) J 

fc=i iv k 

G2^ 
1 r F y ( 0 , 0 , zo) F„(P,0, ~zo)l 

2ZQLF(0, 0, ZO) F(0,0, - zQ) I 

2g0L 

F.(0, 0, g0) F,(0, 0, - So)l 

F(0t 0, g0) F(0, 0, - g0) J 
2 2 2 2 

_ * ** + yk — 2fc + 3o __ 
^ ^ __ y# 

Bezeichnen 4̂ und B beliebige reële Zahlen, so ist 

AG1 + BG^-±(AXk+
M

Byk)Zh=0. 
fc=l Nk 

Daraus folgt der erste Teil des Satzes XI I . Verschwindet namlich 
das Produkt (Ax+By)z nicht für jede Nullstelle Qk, so gibt es mindes-
tens je einen Punkt Qh bzw. Qu für den dieses Produkt positiv bzw. 
negativ ist. Das Punktpaar QhQi wird also von den Ebenen Ax+By 
= 0 und g = 0 getrennt. Ebenso folgt der zweite Teil von XII aus der 
Gleichung G3 = 0. 

Aus der Gleichung A -Gi+B-Gz+Gs^O folgt die folgende Ergàn-
zung des Satzes X I I : 

Die Nullstellen des Abstandspolynoms F(x, y, z) werden im Falie 
P o = (0, 0, Zo) f Po = (0, 0, ~-g0) von jeder Flâche zweiter Ordnung mit 
der Gleichung 

(18) (* - Az)2 + (y - Bz)2 - (1 + A2 + B*)z + *o = 0 

getrennt, wo A und B beliebige reële Zahlen bedeuten. 
Dièse Flâchen sind im allgemeinen zweischalige Hyperboloide. Im 

Grenzfall -4—»oo, B—»<*>, stellt die Gleichung (18) zwei senkrechte 
Ebenen dar. 
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Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von mir.6 

9. Abstandspolynome in den mehrdimensionalen euklidischen 
Râumen. Ein Abstandspolynom w-ten Grades in dem ra-dimen-
sionalen euklidischen Raum ist eine réelle Funktion der m reellen 
Verânderlichen xi, x2, • * • , xm von der Form 

F(xiy X2, • • • , xm) 

(19) = cfl [(xi - xltky + (x2 - x2,k)2 + • • • + ( * „ - xm,kyl 

C > 0 . 

Die Punkte Q*=(ffi,fc, x2,k, • • • , xm,k) (k = l, 2, • • • , n) sind die 
Nullstellen des Abstandspolynoms. 

Die Derivierte des Abstandspolynom (19) wird durch die Gleichung 

1 A 2 dF 
(20) F'(xh x2} • • • , xm) = —— T,FXh, FXh = — 

4 -F A=I dxh 

definiert. Man sieht ebenso ein, wie im Falie m = 3, dass F' ein Poly-
nom 2(n — l)-ten Grades der m Verânderlichen xi, x2y • • • , xm ist. 

Unsere Sâtze lassen sich ohne grössere Schwierigkeiten auch für 
m>3 verallgemeinern. 

UNIVERSITY OF SZEGED, HUNGARY 

6 Vgl. meine in der Fussnote 4 angeführte Arbeit. 


