UBER DIE LAGE DER NULLSTELLEN EINES ABSTANDS-
POLYNOMS UND SEINER DERIVIERTEN

GYULA V. SZ. NAGY

1. Der Begriff eines Abstandspolynoms. Ein Absiandspolynom
F(x, y, 2) n-ten Grades in dem rechtwinkligen Koordinatensystem
x, ¥, g ist ein reelles Polynom der drei Verénderlichen von der Form

W F(x, y,2) = ngk(x, Y, 2),

d(x, 3,2) = (¢ — 2x)* + (y —y0)* + (3 — 2% C>0.

Das Abstandspolynom F(x, ¥, 2) ist also eine nichtnegative reelle
Funktion von der Form

(2 F(z, v, 2) = C(2? + 92 + 2%") 4 &(x, ¥, 2),

wo P ein reelles Polynom ist, das fiir die drei Verinderlichen bzw.
fiir die einzelnen Verinderlichen héchstens den Grad 2n—1 bzw.
2n—2 besitzt.

Das Abstandspolynom F(z, v, z) besitzt » Nullstellen, und zwar
die Punkte

(3) Qk = (xlh B2 zk) (k = 1’ 2: ct n)‘

Ausser den Nullstellen nimmt das Abstandspolynom F(x, ¥, 2) in
jedem (reellen) Punkte des Raumes einen positiven Wert an.

Das Polynom di(x, v, 2) = (x—xx) 2+ (y —yi) 2+ (2 —2x)? ist ein Ab-
standspolynom ersten Grades und ist ein Wurzelfaktor des Abstands-
polynoms F(x, v, z) n-ten Grades. F ist also ein Produkt von # Wur-
zelfaktoren. Kommt der Wurzelfaktor d; unter den # Wurzelfaktoren
p-mal vor (p=1), so ist Qi eine p-fache Nullstelle von F. Dann ist

4) F(z, y,2) = d:(x’ Y, 5)-G(x, ¥ %),

wo G(x, v, 2) ein Abstandspolynom (#— p)-ten Grades ist, fiir welches
die Ungleichung G(xx, ¥x, 2z) %20 besteht.

Jedes Abstandspolynom f(x, v, 2) =dx(x, ¥, 2) ersten Grades geniigt
offenbar der Identit

) fot fo4fo=4f.

Hat eine ganze rationale Funktion 2x-ten Grades von der Form (2)
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einen Faktor zweiten Grades, so hat dieser Faktor leicht ersichtlich
die Form f(x, v, 2)=c(x?*+y?+2?+tax+ay+asz+as), ¢#0. Das
Abstandspolynom F(x, v, z) n-ten Grades ist eine Verallgemeinerung
eines Polynoms f(z) der komplexen Verinderlichen z.

Sind nimlich

f(&) = (z—2)(z — %) -+ - (3 — 24),
z=x+ iy, zr=ar+ iy (B=1,2,---,m),

© Az + iy) = Uz, y) + iV(%, ),
flx — iy) = U(w, 3) — iV(x, y),
so ist
F(z, y) = UX%, 3) + Vi(=, 5) = | f(2) |
@)

Tl s— st =TI [(= — 22 + (5 — 37]

k=1

ein Abstandspolynom #-ten Grades in der x, ¥ Koordinatenebene.

Ein Abstandspolynom F(x, ¥, z) geht durch eine orthogonale Trans-
formation der Verdnderlichen x, v, z offenbar wieder in ein Abstands-
polynom iiber. Daraus folgt, dass ein Abstandspolynom, dessen Null-
stellen in einer Ebene liegen, durch eine lineare Transformation sich
auf die Form

®) F(x, 3,2) = CII [(x — 2 + (v — 32)* + 2]
k=1
bringen lésst.

2. Die Derivierte eines Abstandspolynoms. Ist F(x, y, z) ein
Abstandspolynom zn-ten Grades, so ist das Polynom (4n—2)-ten
Grades

H(z, y,2) = Fa(x, v, 2) + Fy(, 3, 5) + Fi(x, 3, 9)
durch 4- F(x, v, z) teilbar, sodass die Funktion
H(x, v, 2)

F'(x, y,3) = V)

9)
Fu(#, 9, 2) + Fy(%, 3, 3) + Fu(x, 9, 2)
4F(x1 ¥, Z)

ein Polynom 2(n—1)-ten Grades von den Verinderlichen x, y, 2 ist.
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Diese Funktion F’'(x, vy, z) wird als Derivierte des Abstandspolynoms
F(x, v, 2) genannt.
Ist

F(xv ¥ 2) = (%, 9, 2)-G(x, Y, z),
f(x' ¥, 2) = di(x, ¥, 2), p=1, G(xxy i zk) #0

so ist

2p—2_ 2, 2

H(s, y,2) = Fs+Fy +F. = p'’f G(f=+fu+fz)

+ 26 (G + fiGy + £G) + £ Gr + Gy + G

= 7 4p'G" 4 26G(f.G + £,Gy + 1.G))

+ f(G + Gy + GY)].

Daraus folgt, dass H durch die (2p—1)-te Potenz des Wurzel-
faktors f=d teilbar ist, durch eine héhere Potenz von f aber nicht,
weil die zwischen den eckigen Klammerzeichen stehende Funk-
tion im Punkte Qr= (xx, Y1, 2x) den Wert 4p2G2(x, Vi, 2x) %0 annimmt.

Hieraus folgt, dass H durch jeden Wurzelfaktor von F und deshalb
auch durch F teilbar ist und dass eine p-fache Nullstelle Q; des
Abstandspolynoms F eine 2p—1—p=(p—1)-fache Nullstelle der
Derivierten ist, weil F’ durch die (p —1)-te Potenz von dy teilbar ist.

Nach der Regel der logarithmischen Differentiation ist

F, 1 ddy X — X
————Io F=—) logd —_—— = 2. .
F oz & ax,z"{ & ok = kzs:l dx ,El dx

Es gelten also fiir die Nullstellen (x, ¥, 2) der Derivierten F’(x, v, 2),
die von den Nullstellen des Abstandspolynoms F(x, y, 2) abweichen,
die Gleichungen

Fz n X — Xk n p—
=Z = 0, E 0,

2-F =1 di 2 F =1
F. n.8— 2%k
=2
2-F =1 dr
Auf Grund der Bezeichnungen (6) und (7) ist

Fifa, ) + Fy(x,
11) F'(x,9) = (= :L; y)(x 2 =|f'@)|,

(10)

= 0.

weil

F,=2UU.+VV.), F,=2UU,+VV,),
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fli@) =Uas+ V.=V, — iU, U:.=7V, Uy=—-7V.
und deshalb
Fot Fy=4A[(UU. + VV.) + (UU, +VVy)]
= 4U" + V(UL + V) = 4-F(x, ) -F(x, )

sind.

Die Derivierte des Abstandspolynoms F(x, y) ist also wieder ein
Abstandspolynom der Veridnderlichen x, y, falls n>1 ist.

Sind z,=0 (=1, 2, - - -+, n), so erhilt man fiir die von den Null-

stellen des Abstandspolynoms F(x, y, z) abweichenden Nullstellen
der Derivierten F’(x, v, 2) aus (10) die Gleichungen

kid X — Xk
z =0, =0
k‘i:l (x — ) + (y — y0)?
- AL _
=1 (2 — )+ (v — y)?

Die Nullstellen der Derivierten F’(x, ¥, 2) stimmen also im Falle
2z=0 (k=1, 2, - - -, n) mit den Nullstellen der Funktion F’(x, v)
von (11) iiberein. Ist

) =nz—3{)z—2{) - (z— 2.-),

g=ux+1y, z = xi + iyi (k=1,2---,n—1)

so ist

n—1

F(x,9) = n? ][ [(x — o )2+ (y — yi)2] = Fa(x, 3, 0)

h=1

und deshalb ist auch die Derivierte

n—1

F(x,y,2) = ]| [( — &)+ (v — 9)* + 2*] = Fu(%, 3, )
h=1
ein Abstandspolynom.
Naheliegend ist die Vermutung, das die Derivierte jedes Abstands-
polynoms F(x, v, 3) n-ten Grades (n=2) stets ein Abstandspolynom
ist.

3. Der Gauss-Lucas-sche Satz iiber Abstandspolynome.

I. Die (reellen) Nullstellen der Derivierten eines Abstandspolynoms
F(x, v, 2) fallen in die konvexe Hiille der Nullstellen von F(x, v, 2).
Die Randfliche dieser konvexen Hiille kann nur dann eine Nullstelle
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Py der Derivierten enthalten, wenn Py mit einer Nullstelle von F(x, v, )
zusammenfills.

Bedeutet niamlich Po=(xo, o, 20) eine Nullstelle der Derivierten
des Abstandspolynoms F(x, ¥, 2), fiir welche F(xo, ¥, 20) 0 gilt und
sind

my =

1 u i:
) = M,
(%o — 26)* 4+ (0o — ) + (30 — 21)?2 E—1 ’

so lassen sich die Gleichungen (10) in der Form

(12) Smiro— o) =0, Sma(yo— 3s) =0, 3 maleo— ) =0

k=1 k=1 k=1

oder

Mz, = Z MEXk, My(l = Z MEYky Mzy = Z Mir2e
k=1 k=1 k=1
schreiben.
Daraus folgt der Satz, weil P, der Schwerpunkt der Punkte Q; von
den Massen m;, (k=1, 2, - -+, n) ist.

Aus den Gleichungen (12) folgt auch die folgende Form des Satzes
I

I1. Jede Nulistelle Po=(xo, ¥o, 20) der Derivierien des Abstands-
polynoms F(x, v, 2) fiir welche F(xo, ¥o, 20) %0 gilt, ist eine Gleichge-
wichislage eines materiellen Punkies P des Raumes, auf welchen die

Nulistellen Qr von F(x, y, z) dem Abstand umgekehrt proportionale
abstossende Krdifte ausiiben.

Bei geeignet gewihltem Masssystem sind namlich die linken Seiten
der Gleichungen (12) den Komponenten der Resultante dieser
Krifte in bezug auf den Punkt Py gleich.

Bezeichnet Qf = (xd, ¥4, 2¢) den Spiegelpunkt von Qi = (xx, ¥, 2x)
in bezug auf die Kugel vom Mittelpunkt Py und vom Einheitsradius,
so sind

xf — %o = mi(%x — %0), Y& — Yo = m(yr — ),
Zk' — 30 = mk(zk - zo).
Fiir diese Punkte Qf bestehen also die Gleichungen
2o (el —x) =0, 200 —3)=0, 2 (& —2)=0,

13
(13) oder nxy = Y, ai, nyo = > yi, ngo = 1.
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Daraus folgt der Satz

II1. Ist Po= (%0, Yo, 20) eine (reelle) Nullstelle der Derivierten des
Abstandspolynoms F(x, v, 2) n-ten Grades mit den Nullstellen O,
Qs - - -, Qn, fiir welche F(xo, ¥0, 20) 70 gilt, und bezeichnet Qi den
Spiegelpunkt von Qi in bezug auf eine Kugel vom Mittelpunkt Po, so
ist Po der Schwerpunkt der Punkie Q¢ (k=1,2, - - -, n). Die Vektoren
PoQ{ lassen sich in ein Raumvieleck zusammenseizen, weil thre
Summe verschwindet.

4. Die Lage der Nullstellen der Derivierten eines Abstands-
polynoms F(x, v, z) in der Umgebung einer Nullstelle von F(x, v, 2).
Bedeutet IPQ[ den Abstand der Punkte P, Q, so kann man aus dem
Satz III den Satz ableiten:

IV. Bezeichnen Qi, Qs - -+, Qu bzw. p1, D2+ + -, Pm die ver-
schiedenen Nullstellen des Abstandspolynoms F(x, y, 2) n-ten Grades
bzw. thre Vielfachheiten (pr=1, pr+pat -+ + +pm=mn) und bezeichnet
K den Konvexkirper der gemeinsamen Punkte P der m —1 Kugeln

1

n— P

| PO:| = | POL|  (B=2,3,---,m),

so besitzt die Dertvierte F'(x, v, 2) im Innern des Korpers K ausserhalb
von Qi keine Nullstelle.

Ist d=Min |QiQs| (k=2, 3, - - -, m), so ist die Kugel vom Mittel-
punkt Q1 und vom Halbmesser pr-d/n ein Teilkirper von K. Sie enthilt
ausserhalb von Qy keine Nullstelle der Derivierten F'(x, v, 2) tm Innern.

Fiir einen inneren Punkt Po(Q,) des Korpers K kann nidmlich die
Vektorgleichung

PoN =3 po-Po@i = p1-Po@f + X pu-Po@L =0
k=1 k=2

nicht bestehen, weil
| PN | 2 p1- | PoQf | — 20 po- | P | >0
k=2

ist.
Aus den Annahmen des Satzes 1V folgen nimlich die Ungleichungen
| Pt | [ Py 1

= < k=223,---,m),
AR ( )
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3 ol i | < =L (pat po+ -+ pu) | PRQL| = 11| PQL |,

k=2 n— N
| PoN | 2 21| Qi | = 2ops| PoQi | > 0.
k=2
Damit ist der Satz IV bewiesen.

5. Die Nullstellenverteilung eines Abstandspolynoms F(x, y, 2) in
zwei Kugeln, die sich in einer Nullstelle der Derivierten von aussen
beriihren. Es gilt die folgende Verallgemeinerung eines Satzes! von
mir iiber die Polynome mit einer komplexen Verinderlichen:

V. Bezeichnet Po= (x0, Yo, 20) eine Nullstelle der Derivierten eines
Abstandspolynoms F(x, v, 2) n-ten Grades (fiir welche F(xq, ¥o, 20) %0
1st), bezeichnen ferner K bzw. K’ die abgeschlossenen Inneren von zwei
sich m Punkie Py von aussen beriihrenden beliebigen Kugeln mit dem
Halbmesser R bzw. R'=(n—1)R und besitst endlich das Abstands-
polynom F(x, y, 2) in K mindestens eine Nullstelle, so besitzt es auch
in K' mindestens eine. Enthilt K' keine Nullstelle von F(x, v, z), so
enthilt auch K keine.

Zum Beweis dieses Satzes kann man annehmen, das xo=yo=2=0
sind und dass die Beriithrungsebene der Kugeln K und K’ im Punkte P,
die yz-Ebene ist, weil man diese Lage durch eine Koordinatentrans-
formation erreichen kann. Bei dieser Annahme hat die erste Gleichung
von (12) die Form

n X n %y,
(14 3 X,=0, Xpi=——t .
) k{"{xi+yi+z kz; %+ y + 44

Ist X3=0, so liegt die Nullstelle Q; in der yz-Ebene. Liegt ein
Punkt Q ausserhalb der yz-Ebene, so besitzt die Summe von (14)
mindestens je ein positives und negatives Glied.

Wir nehmen an, dass die Indizes der Punkte Qx so gewihlt sind,
dass die ersten » Glieder in der Summe von (14) positiv, die folgenden
v’ Glieder negativ und die letzten »—v—»’ Glieder Null sind (=1,
v'21, n—v—»’20) und dass die Ungleichungen

Xi2Xa2---2X,>0, XlzX{z---2X/] >0,
X:.—::— v (1:=1,2,"',V')

bestehen. Dann liegen die Punkte Qi, Qz - -, Q» bzw. Q.

1 Gy. (F.) v. Sz. Nagy, Uber geometrische Relationen zwischen den Wurzeln einer
algebraischen Gleichung und ihrer Derivierten, Jber. Deutschen Math. Verein. bd. 27
(1918) pp. 44-88; Uber die Lage der Nullstellen der Derivierten eines Polynoms,
Téhoku Math. J. bd. 35 (1932) pp. 126-135.
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Qvi2, * * *, Qvywr an der positiven bzw. negativen Seite der yz-Ebene,
die iibrigen Punkte Qy4s41, * + +, Qa liegen in der yz-Ebene.
Sind

X»=1/Dy> X! =1/D} h=1,2,---,v;4=1,2,---,%)
so lisst sich die Gleichung (14) in der Form
LA | LA | 1 1 1
2 — = y 22— =2 Z —>
r=1 Da =1 D{ D, 2 D,
(15)
1 1 1
— ... =
D{ — D{ D,

schreiben. Hier bedeutet Dj bzw. D! den Durchmesser der durch den

Punkt Qn bzw. Q,;+; gehenden und die yz-Ebene im Anfangspunkt
beriihrenden Kugel.

Man erhilt aus (15) die Ungleichungen

1 v  n—1 /4 v n—1

—=—= ’ —=—=

D, — D{ DY D,  Di{  Df{

’

IIA
IA

(p =),

oder

, —
(16) D{ <v-Di<(n—1)-Dy, Df s;”D,, <z - ?

Aus der Ungleichung D{ < (n—1)D; folgt der Satz V. In dieser
Ungleichung besteht das Gleichheitszeichen nur dann, wenn v=1,

D,.

v'=n—1, D{ =Df{= ... =D) sind. Liegt der Punkt Q: auf der
Kugel K (D;=2R) und liegt kein Punkt Q, innerhalb der Kugel
K' (D{ =2R’), so fallen die #—1 Punkte Qs Qs : -+, Q. auf die
Kugel K'.

Aus der zweiten Ungleichung von (16) folgt die folgende Verallge-
meinerung des Satzes V:

VI. Bezeichnet Po= (X0, Yo, 20) eine Nullsielle der Derivierten eines
Abstandspolynoms F(x, v, 2) n-ten Grades, fiir welche F(xo, Yo, 20) #0
1st, bezeichnen ferner K und K’ sich im Punkte Py von aussen beriihrende
Kugeln von Halbmessern R bzw. R'=(n—p)/p-R und besitzt das
Abstandspolynom F(x, v, 2) in der abgeschlossenen Kugel K mindestens
p Nullstellen, so besitzt es in der Kugel K’ mindestens eine Nullsielle.
Besitzt das Abstandspolynom F(x, v, 2) tm Innern von K' keine Null-
stelle, so besitzt es auf der Kugel K bzw. K’ genau p baw. n—p Null-
stellen.

Ist v=v'=1, so ist Dy=D{. Es gilt dann der Satz V:
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VII. Besitzt ein Abstandspolynom mn-ten Grades die Nullstellen
Q1 und Q. ausserhalb einer Ebene E, die iibrigen n—2 Nullstellen
Qsy, Q4+ ++, Qn aber in der Ebene E und enthilt die Ebene E eine
Nullstelle Py der Derivierten (Po%~Qi, k=1, 2, -, n), so haben
die Kugeln, die durch den Punkt Q, bzw. Q; gehen und im Punkie P, die
Ebene E beriihren, gleiche Durchmesser.

Aus der Gleichung (15) erhilt man leicht den Satz

VIII. Es set Py eine Nullstelle der Derivierten eines Abstandspoly-
noms 4-ten Grades, deren Nullstellen Q, Qs, Qs, Qs nicht in einer Ebene
liegen. Ist Koy die Umkugel des Tetraeders PoQ.Q:Qs und ist K, die
Kugel durch den Punkt Q1, von der die Kugel Koy tm Punkte P, beriihrt
wird, so 15t Rogs=3- Ry, wo Raq bzw. Ry den Halbmesser von Kag bzw. Ky
bedeutet. Bezeichnet Esy die Ebene der Punkte P,Q:;Qs und bezeichnet
K{' bsw. K{ die Kugel durch den Punkt Q1 bzw. Qs, von der die Ebene
Esy 9m Punkte P, beriihrt wird, so ist R{’ =Rj (wo R{' und R{ die
Halbmesser von K{' und KJ bedeuten). Bezeichnet Ei234 die durch den
Punkt Py gehende und zu den Geraden Q1Q: und QsQ4 parallele Ebene
und bezeichnet Ky bzw. Kyy die Kugel durch das Punkipaar Q:Qs bzw.
QsQ4, von der die Ebene Ei2 34 tm Punkte Pq beriihrt wird, so st Rig= Rs,
(wo Ry2 und R34 die Halbmesser von Kis und Ky sind).

Im ersten, zweiten bzw. dritten Teil dieses Satzes sind nimlich
v=3, V=1 Dy=D;=D3;=2R, D{ =2R, D, =3D/;
v=1y =1, Dy = DY, D; = 2R, D{ = 2R;
bzw.
v=y =2, Di=D, D{ =Dj, Di=D{, Di=2R, D{ =2R.
Damit ist der Satz VIII bewiesen.

6. Der Satz von Laguerre fiir ein Abstandspolynom. Es gilt der
Satz:

IX. Ist P=(x,y, z) keine Nullstelle des Abstandspolynoms F(x, ¥, 2)
oder seiner Derivierten, so werden die Nullstellen von F(x, v, 2) von
jeder Kugelfliche geirennt, die den Punkt P und den PunktI1=(§, 2, {)
Ftc(xy yr Z) - _ 2 Fv(x! yv Z)

=x—2n = n
¢ H(x, y, 2) ’ 7 H(x, y, %) ’

an
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enthilt, wo H(x, y, z) = F3(x, y, 2) + Fy(x, 3, 2) + F (%, y, 2) ist.

Der Punkt II= (%, 5, ¢) wird als Polarpunkt von P in bezug auf
das Abstandspolynom F(x, v, 3) genannt. Der Punkt II kann nach
Laguerre als der derivierte Punkt? von P in bezug auf F(x, y, z),
oder nach Pélya-Szegd als der Schwerpunkt® der Nullstellen von
F(x, v, 2) in bezug auf P genannt werden.

In diesem Satz sind die Ebenen durch das Punktpaar PII den
Kugeln zu rechnen. Die Kugelfliche K trennt dann die Nullstellen
von F(x, v, 2), wenn sie jede dieser Nullstellen enthilt, oder wenn das
Abstandspolynom F(x, v, ) innerhalb und ausserhalb von K mindes-
tens je eine Nullstelle besitzt.

Zum Beweis des Satzes IX kénnen wir annehmen, dass P=(0, 0, 0)
ist. Haben die Nullstellen Q; von F(x, v, 2) in diesem Koordinaten-
system die Koordinaten (xx, y&, 2x) (k=1, 2, ---,n), so hat der
Spiegelpunkt Q¢ von Q; in bezug auf die Einheitskugel (vom Mittel-
punkt P=(0, 0, 0) und vom Einheitshalbmesser) die Koordinaten

Xk , V& , 2k
—_— = — P} —_— .
af + 9t + 2 af + ot + 2k af + 3k + 2
Der Schwerpunkt S’=(X’, Y’, Z’) der n Punkte Q¢ (k=1,
2, + - -, n) hat nach (10) die Koordinaten

X =

1 &= —1 F,(0,0, 0 —1 F,(0, 0, 0
oo L oTIE000 L —1F0.00
- 2n F(0, 0, 0) 2n F(0, 0, 0)
,  —1F,0,0,0)
" 2n F(0, 0, 0)

Ist S=(X, Y, Z) der Spielgelpunkt von S’=(X’, ¥/, Z’) in bezug
auf die Einheitskugel, so fillt S mit dem Punkt II zusammen, weil

¥ X’ — 2n-F,(0, 0, 0) — 2n-F,(0, 0, 0)
T Xr4v:4+2®  H@O00 ~ " H(®,0,0)
— 21-F,(0, 0, 0)
~ H(0,0,0)
sind.
Das Punktsystem Qf, Qf, - - -, Q. wird von jeder durch seinen

Schwerpunkt S’ gehenden Ebene E getrennt. Die Spiegelung in
bezug auf die Einheitskugel fiihrt die Ebene E in eine die Punkte P
und S=II enthaltende Kugelfliche K, die Punkte Q/, Qs, - + -, Qa

2 E. Laguerre, Oeuvres de Laguerre, bd. 11, pp. 56-63.
3 G. Pélya und G. Szegd, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, bd. 11, pp. 55-66.
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in die Punkte Q1, Q., + - -, Q, iiber, die also von der Kugelfliche K
getrennt werden. Damit ist der Satz IX bewiesen.

7. Abstandspolynom mit in bezug auf eine Ebene symmetrisch
liegenden Nullstellen. Der bekannte Jensensche Satz* lisst sich auf
folgende Weise verallgemeinern:

X. Ist das Nullstellenpaar Qon—1Qan (h=1, 2, - - -, p) eines Ab-
standspolynoms F(x, y, 2) n-ten Grades symmetrisch in bezug auf
eine Ebene E und liegen seine iibrigen Nullstellen Q, (k=2p+1,
2p+2, - - -, n) in der Ebene E, so fillt eine ausserhalb der Ebene E
liegende und von den Punkien Q; (¢=1, 2, - - -, 2p) verschiedene
Nullstelle P der Derivierten F'(x, v, z) eniweder in das Innere von
mindestens einer der p Kugeln mit den Durchmessern Qan—1Qsm
(h=1, 2, - - -, p), oder P ist ein gemeinsamer Punkt dieser p Kugel-
Nachen.

Zum Beweis dieses Satzes kénnen wir annehmen, dass die Ebene E
mit der xy-Ebene zusammenfilt, dass also

Qan—1 = (%n, Yn 28), Qon = (®n, Yu, —21) (B # 0, b =1,2,---,9);
Qk‘:(xkrykro) (k=2p+112?+2""r"’)

sind. Ist P=(x, ¥, 2) im Satz X, so sind F'(x, y, 2)=0, F(x, ¥, 2) #0
und z7#0. Aus (10) ergibt sich die Gleichung

Fz(xvyrz)_ p[ Z — Zn
ZF(xy Y Z) h==1 (x - xh)z + (y - yh)2 + (Z — zh)z

T T = TeT )
IRy e s
B ZZ{ Z TG ——(xx;:) (j —(yy;;zy:—) <z+ T
(s — o+ (3 = 3 + G + o]
- AT <1y 5 =°

4 L. W. Jensen, Recherches sur la théorie des équations, Acta Math. bd. 36 (1913)
pp. 181-195.

Gy. (F.) v. Sz. Nagy, Zur Theorie der algebraischen Gleichungen, Jber. Deutschen
Math. Verein. bd. 31 (1922) pp. 258-251.
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Der Faktor von 2z (2#0) kann nur dann verschwinden, wenn die
erste Summe mindestens ein Glied mit einem negativen Zghler
besitzt, oder wenn jedes Glied der erste Summe verschwindet und
die zweite Summe kein Glied enthilt (n=2p).

Damit ist der Satz X bewiesen.

Der Faktor 2z verdndert sich nicht, wenn man den Punkt
P=(x, v, z) durch den Punkt P’=(x, y, —3) ersetzt. Ebenso bleiben
die Summen in den ersten zwei Gleichungen von (10) bei dieser
Ersetzung unverindert. Daraus folgt, dass auch die Lage der Null-
stellen der Derivierten F’(x, ¥, 2) in bezug auf die Ebene E sym-
metrisch ist.

Aus dem Satz X folgt:

XI1. Liegen die Nullstellen Qi, Qe -+ -, Qu eines Abstandspoly-
noms n-ten Grades in einer Ebene E, sind die Punkipaare Qan-1Qzn
(h=1,2, - -, p) in bezug auf eine Gerade g der Ebene E symmetrisch
und fallen die #brigen n—2p Punkie Qi auf die Gerade g, so ist jede
ausserhalb von g liegende und von den Punkien Qi (k =2p) verschiedene
Nullstelle der Derivierten ein Punkt von mindestens einer Kreisscheibe
unter den p Kreisscheiben mit den Durchmessern Qan—1Qsn.

Die Nullstellen des Abstandspolynoms in diesem Satz sind nim-
lich auch in bezug auf die Ebene E’ symmetrisch, die durch die
Gerade g geht und zu E senkrecht steht.

8. Die Lage der Nullstellen eines Abstandspolynoms F(x, v, 2)
in bezug auf zwei Nullstellen seiner Derivierten. Es gilt der Satz:

XI11. Bezeichnen Po=/(xo, Yo, 20) und P¢J=(xJ, v{, zd) zwer
verschiedene Nullstellen der Derivierten eines Abstandspolynoms
F(x, v, 2) n-ten Grades, fiir welche F(xo, Yo, 20) und F(xd, yd, 2 ) nicht
verschwinden und bezeichnet E bzw. E, eine beliebige Ebene durch die
Punkte Py und Py, bzw. die Miitelebene der Punkte Py, P{, so trennt
das Ebenenpaar EE, die Nullstellen von F(x, vy, z). (Enthilt das
Ebenenpaar nicht jede Nullstelle von F(x, v, z), so besitzt F(x, vy, 2)
im Inneren beider von E und E, begrenzten Doppel-Raumwinkel
mindestens je eine Nullstelle.)

Dreht man eine gleichseitige Hyperbel mit der Hauptachse PoP{ um
die Gerade PoP{ herum, so trennt das so enstandene zweischalige
Hyperboloid die Nullstellen des Abstandspolynoms F(x, v, z).

Zum Beweis dieses Satzes kénnen wir annehmen, dass Py= (0, 0,2,),
Py =(0, 0, —20), 207#0 sind. Bezeichnen Qi=(xz, ¥y, 2) die Null-
stellen von F(x, ¥, 2) in diesem Koordinatensystem und ist
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N =[x+ 92+ (2x — 20) ] [ + 92 + (51 + 20)°]
(k=1,2,---,mn),
so erhilt man aus (10) die Gleichungen
1 [Fx(O, 0, z0) F .0, 0, — Zo)]

=-£;;

1

F(0,0,2) F(0, 0, — z)
no— 2Xx3%
== —1 0’
kgl Ny
G _ 1 [Fﬂ(o, Oy 20) Fu(or 0: - ZO)_I
P 25l F(0,0,2)  F(0,0, — z)
no— 2912
= == 0’
k§1 Ny

oo [F,(o, 0,2) Fi(0,0, — zo)]
P 2al F(0,0,2)  F(0,0, — 2)
Ld xi+y:—zi+zz_

-3

b1 Ny

0.

Bezeichnen 4 und B beliebige reele Zahlen, so ist

UGy + BGy = — 3 AT Boda
k=1 N

Daraus folgt der erste Teil des Satzes XII. Verschwindet ndmlich
das Produkt (Ax+ By)z nicht fiir jede Nullstelle Qx, so gibt es mindes-
tens je einen Punkt Qs bzw. Q,, fiir den dieses Produkt positiv bzw.
negativ ist. Das Punktpaar Q.Q; wird also von den Ebenen Ax+ By
=0 und z=0 getrennt. Ebenso folgt der zweite Teil von XII aus der
Gleichung G;=0.

Aus der Gleichung 4 -Gi+B-Gy+G3;=0 folgt die folgende Ergin-
zung des Satzes XII:

Die Nullstellen des Abstandspolynoms F(x, , z) werden im Falle
Py=(0, 0, 20), P{ =(0, 0, —2zp) von jeder Fliche zweiter Ordnung mit
der Gleichung

(18) (x—A42) +(y—Bs)' — QA +4"+B) +20 =

getrennt, wo 4 und B beliebige reele Zahlen bedeuten.

Diese Flichen sind im allgemeinen zweischalige Hyperboloide. Im
Grenzfall 4—», B—w, stellt die Gleichung (18) zwei senkrechte
Ebenen dar.
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Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von mir.5

9. Abstandspolynome in den mehrdimensionalen euklidischen
Rédumen. Ein Abstandspolynom #n-ten Grades in dem m-dimen-
sionalen euklidischen Raum ist eine reelle Funktion der m reellen
Verinderlichen x;, xs, + * +, » von der Form

F(xlr X2y ** 0, xm)

(19) = CJII [(#1 — %12 + (%2 — %2,0)2 + -« + (Fm — %m,0)?],
b1

c>0.

Die Punkte Qr=(X1,5 X256, * * *, %mux) (B=1, 2, -, n) sind die

Nullstellen des Abstandspolynoms.
Die Derivierte des Abstandspolynom (19) wird durch die Gleichung
1 o2 oF
(20) F'(xy, 3, + ) &m) = —— >, Fa, Fo =—
F 3 dx
definiert. Man sieht ebenso ein, wie im Falle m =3, dass F’ ein Poly-
nom 2(n—1)-ten Grades der m Verinderlichen x;, x3, + - +, % ist.
Unsere Sitze lassen sich ohne grossere Schwierigkeiten auch fiir
m >3 verallgemeinern.

UNIVERSITY OF SZEGED, HUNGARY

6 Vgl. meine in der Fussnote 4 angefiihrte Arbeit.



