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POINTS FIXES D’UNE APPLICATION
SYMPLECTIQUE HOMOLOGUE
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0. Introduction—énoncé du résultat et de la démonstration

Dans ce travail, toutes les variétés (de dimension finie ou non) et les
applications seront de classe C*. On considére une variété symplectique
fermée (M, 0) munie d’un automorphisme ¢. Suivant V. 1. Arnold [2, p. 427],
on dit que ¢ est homologue a I'identité s’il s’obtient en intégrant un champ de
vecteurs hamiltonien dépendant du temps. De fagon explicite, il existe A,
M - R, 0 <t<1, chemin lisse dans C*(M,R), tel que, si 'on définit
¢, € Diff M par:

Py = 1d9 (i)t = Xh, ° P

ou X, est le gradient symplectique de h € C*(M,R), on ait ¢, = ¢. Arnold
(ibid.) remarque que si ¢ est Cl-proche de id, alors il admet une “fonction
génératrice” S: M — R telle qu’en particulier les points fixes de ¢ soient les
points critiques de S. Donc, ¢ a au moins autant de points fixes qu’une
fonction sur M a de points critiques. On peut se demander si c’est encore vrai
sans I’hypothése de C!-proximité: c’est ce que conjecture Arnold dans [1] et [3].

Une percée décisive sur cette question est intervenue en 1982-83: C. C.
Conley et E. Zehnder [9] prouvent que tout automorphisme de (72", standard),
homologue a I'identité, a au moins 2z + 1 points fixes, ce qui prouve dans ce
cas la conjecture d’Arnold. Leur méthode a été ensuite utilisée par A. Wein-
stein [23] pour le cas ot ¢ est C%proche de id, par B. Fortune et A. Weinstein
[12] pour (M, ¢) = (CP”, standard), et par M. Chaperon [8] pour minorer le
nombre de points d’intersection avec la section nulle de certains plongements
lagrangiens V' — T *V, V étant une variété riemannienne plate.
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Tous ces résultats donnent des minorations utilisant la notion de “cup-
length” que nous allons maintenant définir: X étant un espace topologique, on
désigne par CL(X) le plus grand entier / tel qu’il existe un anneau A et des
classes de cohomologie w;,- -, w, € H*(X; A); vérifiant w, U - Uw, # 0.
La théorie de Lusternik-Schnirelmann dit que si X est une variété fermée, alors
toute fonction sur X a au moins CL(X) + 1 points critiques. D’autre part, il
est aisé de voir que ce minorant est optimal si X = T2" (= 2n+ 1), X =
surface de genre g (= 2si g=0,3sig>1),ou X=CP"(—>n + 1)

Nous allons faire sur (M, ¢) les hypothéses suivantes:

(H1) 11 exists sur M une métrique riemannienne, notée ( , >, de courbure
sectionnelle < 0 et “adaptée & o” au sens suivant: on a 6(X,Y) = < FX, Y},
ou #: TM — TM est une structure presque complexe (£? = —id) et une
isométrie. (D’aprés [21], il y a toujours une métrique adaptée a o, mais
évidemment pas toujours une a courbure < 0.)

Le gradient symplectique est alors relié au gradient métrique par X, = ¢ Vh.

(H2)Si pe Met X,Y € T M, et si l'on note (d exp,) y: T,M — TexprM
la différentielle de exp, au point X, on a I'inégalité:

</(d exp,) (Y), (d expp)x(/Y)> > a|Y|2, a constante > 0.

De fagon équivalente, en notant (exp, o)y la valeur en X de la 2-forme
exp, o sur T, M:

(expro) (Y, £Y) > o|Y| = ao(Y, £Y).

La classe des variétés vérifiant (H1) et (H2) est stable par produits et
quotients et contient par exemple:

—les surfaces de genre > 1: en effet d’aprés Moser [16], il n’y a, & isotopie
prés, qu'une seule forme symplectique (= forme-volume) 4 volume total donné,
donc il y a toujours une métrique adaptée de courbure constante < 0.
L’application exp,: 7,M — M augmente alors le volume, donc (H2) est
satisfaite avec a = 1 (et égalité bien siir dans le cas plat);

—les variétés kahlériennes compactes de courbure holomorphe constante
< 0, c’est-a-dire les quotients compacts de I’espace hyperbolique complexe

¢ on sait qu’il en existe pour tout n (cf. [15, p. 121]), ce qui donne un
exemple qu’on ne peut obtenir & partir des surfaces;

—plus généralement, les quotients compacts des espaces symétriques
hermitiens de type non compact.

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat.
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Théoréme. Soit (M, o) une variété symplectique fermée vérifiant (H1) et
(H2). Alors, tout automorphisme homologue a [’identité a au moins CL(M ) + 1
points fixes.

Corollaire. La conjecture d’Arnold est vraie si M est une surface de genre
g=>1

Remarque. Le cas g = 0 est prouvé dans [20], [17], et g =1 est un cas
particulier de [9]. D’autre part, Ya M. Eliashberg [10] donne une preuve de ce
corollaire mais par une méthode géométrique trés délicate.

Notre démonstration utilise elle aussi la méthode de [9]. Donnons-en mainte-
nant un résume.

1. Probléme variationnel. Par le principe de moindre action de
Hamilton-Jacobi on montre qu’il suffit de minorer le nombre des points
critiques d’une fonction S: A — R, ol A est la variété hilbertienne des
H'-lacets ¢: S' = R/Z - M homotopes a zéro. On a:

S(e) = ae) - [ k() dt,

ou A est I’action “non perturbée”

(A(c) =fcpdq siM= T*R”).

2. Centre de gravité d’un lacet et description de A comme fibré sur M. Le
fait que la courbure est < 0 implique que tout lacet ¢ € A s’écrit de fagon
unique ¢(¢) = exp, a(t), avec a € H‘(TpM) et [¢a(t)dt = 0. Ceci définit un
difféomorphisme de A sur un fibré L en espaces de Hilbert sur M. On obtient
donc deux fonctions &, «&/: L — R, & étant une “perturbation” de 7, et
I'on veut minorer le numbre de points critiques de .

3. Champ de quasi-gradient. On définit un champ de vecteurs Z sur L
vérifiant

(QG1) d#(Z) > 0 hors des points critiques de &.

(QG2) Z a pour zéros ces points critiques
(autrement dit, & est une fonction de Liapounoff pour Z).

La propriété (QG1) est une conséquence de la condition (H2).

On compare ensuite Z et le champ “non perturbé”’—£a (inégalité (3.2) et
proposition 4), ce qui servira en 4. Enfin, on donne des inégalités
supplémentaires (3.4) 4 (3.7) qui serviront en 5.
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4. Réduction 2 la dimension finie (début). Utilisant la décomposition en
série de Fourier dans H'(T,M) (r = 0,1), on écrit I'équation “annulant les
harmoniques d’ordre > N” de Z(a): comme dans [9], on peut la mettre sous
la forme ay = py(ay + ay), o a = ay + ay est la décomposition de a € L
en harmoniques < et > N. Par un théoréme de point fixe pour une
contraction, on paramétre les solutions par a,, élément du sous-fibré de
dimension finie L, C L (Proposition 5); mais a la différence de [9], on n’a pas
de contraction globale, ce qui fait que le résultat n’est prouvé que pour les
solutions qui vérifient de plus une inégalité¢ du type |layll,, < LogN/R, R
constante dépendant de la métrique. On note U, C L le fibré en boules ainsi
défini.

5. Réduction a la dimension finie (fin). On définit sur Uy une fonction
&, etun champ Z,, et on prouve une minoration de d.%,(Z,) (inégalité 5.2)
qui implique en particulier que les points critiques de ¥, sont en bijection
avec ceux de ¥ et que Z, est de quasi-gradient pour %,. Ensuite, on prouve
des inégalités ((5.4) a (5.8)) comparent ¥, et &y, la restriction & L, de la
fonctionnelle “non perturbée” /. Cette derniére fonction a pour points
critiques I'image de la section nulle M — L, qui est une variété non dégénérée
au sens de Bott.

6. Minoration du nombre de points critiques en dimension finie. Dans
cette derniére partie, on utilise les propriétés de %, Z, démontrées en 5. pour
construire une paire (v, v~ ) analogue au “bloc isolant” de [9]. Par la méthode
de Lusternik-Schnirelmann, on en déduit la minoration cherchée du nombre de
points critiques de &y, ce qui prouve le théoréme.

Une version abrégée de ce travail est parue aux C. R. A. S. [19].

Alors que je mettais la derniére main & la présente version, j’ai pris
connaissance d’une prépublication de A. Floer [11] sur le méme sujet. Précisé-
ment, celui-ci démontre le méme théoréme avec deux différences dans les
hypothéses:

® La variété M est kahlérienne, c’est-a-dire que £ est intégrable;

® La condition (H2) est remplacée par:

(H"2) Les groupes d’holonomie de la connexion de Levi-Civita sur M sont
abéliens.

A TPaide d’un théoréme de De Rham [15, Vol. I, p. 192 et Vol. II, p. 172], on
peut montrer que les seules variétés satisfaisant & ces hypothéses sont obtenues
par produits et quotients a partir des surfaces.

Je remercie F. Laudenbach pour avoir attiré mon attention vers ce sujet et
pour l'aide et les conseils qu’il n’a cess¢ de m’apporter tout au long de ce
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travail. Parmi les nombreuses personnes dont les remarques m’ont été profita-
bles, je remercie particuliérement D. Bennequin, M. Chaperon et A. Fathi.

1. Probléme variationnel

Dans cette partie, on utilise les résultats de ([14, Chapitre 1]) sur la variété
HY(S, M) des H'-lacets; la variété A définie dans I'introduction est la com-
posante connexe des lacets constants. L’espace tangent T.A s’identifie a
HY(c*TM) = {champs de vecteurs de classe H' le long de c}, espace de
Hilbert pour le produit scalaire défini par:

(X,Y), =f01 (X(1),Y(1)) dt +fo‘ (v.X(1),v.Y(1)) dr,

ou VX désigne la dérivée covariante le long de ¢ (définie presque partout).
On notera T,A = H%(¢*TM) = complété de T,A pour le produit scalaire

(x.¥)o = [* (X(0). (1)) dr.

La réunion des f"(.A donne un fibré hilbertien TA (noté a° dans [14]). Par abus
de langage, les sections de TA seront appelées champs de vecteurs sur A.

Action. (cf. [22, p. 236-237]). Soit ¢ € A, on choisit un relévement ¢:
S! — M (revétement universel). Comme M = R?" i cause de la courbure < 0,
la forme symplectique relevée 6 admet une primitive A, et 'on pose: A(c) =
/zA. Pour voir que ceci est bien défini, choisissons une extension &: D? - M
de ¢; alors par Stokes, on a: [;A = [;6 ce qui prouve I'indépendance par
rapport au choix de A. De plus, soit 70 ¢, 1 € m,(M) = Aut(M/M) un autre
relévement de c; alors:

f A= f:o—f o—j;é car 7*6 = G,

d’ou I'indépendance par rapport au choix du relévement.
Posant ensuite S(c) = A(c) — [4 h,(c(2))dt, on définit ainsi une fonction
C*> de A dans R, etl’'on a:

(0.1) ds(X) = (vS(c), X),, X e TA,
(0.2) vS(c) = —g¢ —(vh,oc(2)) € T.A.

L’application vS (“gradient de S ) est un champ de vecteurs C*® sur A.
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Un point critique de S est donc un lacet ¢ tel que vS(¢)=0, soit
= (fFVh,oc(t))= (X, ° c(2)): cela équivaut a la donnée de p = ¢(0), point
fixe de ¢, tel que (¢ = ¢,( p)) est homotope a zéro. Donc, pour prouver le
théoréme, 1l suffit de minorer le nombre de points critiques de S.

Remarque importante. L’égalité (0.1) permet de définir dS(X) pour X €
T.A.

2. Centre de gravité d’un lacet et description
de A comme fibré sur M.

Dans cette section, nous travaillerons pour simplifier avec M plutdt que M;
en particulier, A désignera ’espace des lacets c: S* — M de classe H'. Comme
tout ce que nous dirons sera invariant par 7,;(M), les résultats obtenus
passeront immédiatement au quotient.

Préliminaires. Inégalités sur application exponentielle (voir Appendice).

La courbure étant <0, 1’app~lication~ exp, est un difféomorphisme de TPM
sur M. On notera E: M X M —» TM Tappliction définie par E(p,q) =
expp_lq. La dérivée coyariante en p du champ de vecteurs E(-,q) est un
endomorphisme de T, M noté D,E(p, q). De méme, la différentielle en ¢ de
lapplication partielle E(p, -) = expp‘lz M - TpM est un élément de
Hom(TqM, 7;,]\71) not¢ d,e(p,q). On note A = maxM‘/[—KT, K courbure
sectionnelle, et r = d( p, q).

On a alors les propriétés:

(El) D,E(p,q) est symétrique et 1 < —D;E(p,q) <1+ Ar (c’est-a-dire:
IX1”< ~(D\E - X, Xy < (1+Ar)|X]?);

(E2) ||[d,E(p,q)ll < 1 (“exp, ' diminue les distances™);

(E3) [d,E(p, @17 Hll < shAr/Ar.

Ensuite, soit ¢: S! > M un élément de A. D’aprés un résultat de H.
Karcher [13] qui remonte a E. Cartan [7, p, 267], cf. aussi [15, p. 109], comme
la courbure est < 0, que ¢ est continu et S’ compact, il existe un unique
p € M, appelé centre de gravité de c, tel que

/(;1 E(p,c(t))dt =0.

Nous le noterons y(c). (Esquissons la preuve de ce résultat: pour g fixé, la
fonction p — @ (p) = 3d(p, g)? est propre et strictement convexe, donc il en
est de méme pour

11
%rp**fo gd(p,C(t))zdt-
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La fonction ¢, a donc pour seul point critique son minimum absolu: c’est le
point cherché car on a

ve,(p)=—E(p,q),douvep) = _/01 E(p,c(2))dtr.)

Proposition 1. L’application y: A — M est C*.
Démonstration. Par définition, y est donnée par Péquation implicité
Ey(y(c),c¢) = 0,0t E;: M X A > TM est définie par

/01 E(p,c(1)) dt.

La différentielle en ¢ de Papplication partielle Ey(p, -): A — M est alors égale
a la moyenne [d, E( p, c)], définie par:

[d,E(p.c)]o- X = fol d,E(p,c(1)) - X(1)di, X & T.A=H'(c*TA).

EO(p’C) = [E(p,C)] d=éf

De méme, la dérivée covariante en p du champ de vecteurs E,(-,c) est
égale a

déf

[DE(p.0)lo = [  DiE(p,c(1))dt € End T, M.

D’apres (E1), D,E( p, q) est un endomorphimse symétrique < —1 de 7;1\71:
il en est donc de méme de [D,E(p,c)],- En particulier, cet opérateur est
inversible et le théoréme des fonctions implicites entraine la proposition.
L’application tangente 7,y € Hom(T A, TY((.)M ) est donnée par:

-1
Ty = —[D:E(v(c),c)o] o [d2E(v(c), )],
En utilisant (E1) et (E2), on voit que T,y s’étend en une application linéaire
continue Ty: T.A — TW)]\:I, vérifiant:

(2.1) ITxll < 1.

Nous avons besoin maintenant d’introduire quelques définitions.

Définitions. Soit H' (r = 0,1) le fibré sur M en espaces de Hilbert, associé
a TM, tel que H,=H(T,M) = {a: St > T,M de classe H"}. Les produits
scalaires sont donnés par:

(a,b), = /01 (a(1), b())dr,  (a,b); = (a,b)o +(a, b,

Comme H est associé 2 TM, il est muni d’une connexion canonique pour
laquelle H' est totalement géodésique. On en déduit des métriques hilbertiennes
(,)oet(,); sur TH® et TH'. Notons L° le sous-fibré totalement géodésique
de H° défini par la condition [ a(t)dt =0, et L = H' N L° le sous-fibré de
H? correspondant. Définissons e: L = A, a € L, — exp,a. Alors, I'existence
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et l'unicité du centre de gravité, jointes a la proposition 1, traduisent le fait que
e est un C>-difféomorphisme de L sur A, son inverse étant donné par
e }(c) = E(y(c),c). Dans la suite, un élément ¢ de A sera toujours donné
sous la forme ¢ = e(a), a € L.

Soit ¢ = e(a) € A, notons A, application linéaire de H, ., dans T.A donné
par A (X)(t) =[dexp, ). - X(), soit en abrégé A, = [dexp,,], =
[dyE(y(c),c)]"". On a évidemment A (a) = ¢, et d’autre part les inégalités
(E2) et (E3) entrainent:

sh(Alla]
(22) I« FRlel=l e, < maao
(2.3) A est un isomorphisme et [|A7!| < 1.

Proposition 2.  Soit ¢ = e(a) € A. L’isomorphisme Te: T,L — T, A\ s’étend

en un isomorphisme T,e: T,L° - T\, d’inverse T,e™", vérifiant:
(24) Te ' (X) [o < (1 + Mlalo)[AZ1(X) [l
(2.5) I T,ell < el

Démonstration. Soit X € T A: d’aprés Iégalité e !(c) = E(y(c),c), le
vecteur Z = T.e }(X) € T,L a pour composantes horizontale et verticale:
h(Z) = h(Te (X)) = Ty(X) = —[DE(v(c),0)]g ' °[d1E(¥(c), O)]o - X;
v(Z) = v(T,e (X)) = D E(y(c), ¢)° Ty(X) + dE(x(c),c) - X.
Comme d,E(y(c),c) = A7, on en déduit:
X =Te(Z)=A8,(v(Z) - D,E(v(c),c) - h(Z)).

1

Ces formules permettent de prolonger T,e, T,e”! en T,e, T.e™'. De plus,

posant A7} (X) = ¢ = ¢, + &, il vient
(2.6) n(Z) = h(Te (X)) = = [DE(v(c).0)]g "~ &o.
0(Z) =v(Te oA (§)) =& - DE(¥(c),c)°[DiE(¥(c),c)]o " - &
D’apres (E1), on a: |h(Z)| < |§,|- D’autre part:
lid = D,E(v(c). (1)) o [ DyE(x(c). )]y |
<[ D,E(v(c), e(1)) = [DE(v(e), )]ofl - [P1E(v(e). )]s |
< Ma(t)| -1 dapres (E1).
On en déduit I'inégalité (2.4):
1l = [1r(2) F +10(2) Ia]" " < [1£F +(1¢'llo + Alallol&o])7]
< (1 + Mallo)lI£llo-

1,2
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De méme, les inégalités (E1) et (2.2) entrainent (2.5):
sh(Afall)
Alalle

Notons que si X € T,A et si A7)(X)=¢ a une moyenne nulle, alors
T.e~'(X) est vertical et s'identifie a ¢ € LI, = T,,L°. En particulier,

17,e(Z) ]Iy < (lo(2)llo + Mallol1(Z) 1) < eXel=] Z .

(2.7) TeloA(fa) =Fa.
Définissons maintenant: A = U A y*H® > TA, HY,, - T.A,
TL' = TL°|L,

Te=Te: TL > TA, T,L°— T.A.
a

Nous savons déja que A et Te sont des isomorphismes fibre  fibre. En fait,
on peut étre plus précis.

Proposition 3.  Les applications A et Te sont des C®-isomorphismes de fibrés.

Démonstration. Nous ne traiterons que A, le cas de Te étant analogue.
Choisissant p € M, il vient des trivialisations globales de y*L° et de TA:

A X H) S yHY;
(e.8) = u1O(8) € B, = (v*H°),
(tr4 = transport paralléle le long de la géodésique de p a q);
p P
A X L05 TA;
(c.8)~ [dexp,] ¢ € T.A, X =exp, 'c € H.
L’application A s’écrit dans ces trivialisations

(c, &) » (c, [d exp;‘] .° [d expym] aotrg“')(g)) = (c,p(c) - ¢),
avec une factorisation
A—"— End(L?) = End( H(T, 1))
- \\\ /[
* H'(End(T,M)), § étant C>.

Or, d’aprés [14, p. 10], I'inclusion i est une application linéaire continue: donc,
@ est C* et il en est de méme pour A.

Remarque. Cette preuve est analogue & celle de la différentiabilité des
changements de cartes de A ou de trivialisations de TA (cf. [14, p. 16]) (voir
aussi la preuve de la Proposition 4 dans la section suivante).
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Posons &= Seoe: L = R. Clest une fonction C* dont on veut minorer le
nombre de points critiques. Notons qu’a cause de la proposition 3, on a, pour
XeT,L,

47 (X) = (vS(c), T,e(X)) =" (T,e)(vS(c), X)o = (vS(a), X)o,
ol V¥ est une section C* de 7L (par le méme abus de langage que plus haut,
une section de TL sera appelée champ de vecteurs). Comme pour S, on peut
donc définir . (X) pour X € T, L. De plus, I'inégalité (2.5) entraine
(2.8) Iv(a)llo < eMel=[ wS(c) [lo-
On notera /= Ao e l'action “non perturbée” sur L.

3. Champ de quasi-gradient
Pour appliquer la méthode de [9], il nous faudrait un champ sur L dont le
terme principal soit le champ vertical —#a. Pour le champ v.#, ce terme est
(T,e)(—£¢) ce qui est trop compliqué pour en tirer quoi que ce soit. On essaie
ensuite le champ correspondant & VS, c’est-a-dire Te !0 vSoe. Son terme
principal est Te " }(—#¢) = —Te ‘o ¢ o A(a) (daprés (2.1)). Or, d’aprés (2.6),
~Fa = —Te YoAo g(a). On est donc naturellement amené 4 définir v'S =
~Ao foA7lo goySet Z="Te lov'Soe.
Montrons d’abord que Z vérifie les propriétés (QG1) et (QG2) de l'intro-
duction. La seconde condition est clairement vérifiée, quant a la premiére:
d¥[Z(a)] = dS[v'S(c)]
= (S(c), —Ae goa e £ovS(c)),
= (Foa(a7"e FovS(c), Ao F(A71 e FovS(0)))
Draprés Phypothese (H2), cela implique:
(3.1) d#[Z(a)] = of|A7 e FovS(c)
d’ou le résultat.
Estimons maintenant la valeur de la “perturbation” G(a) = Z(a) — (—#a),

soit G = —Te loAo FoA~lo go(vh,)oe, champ de vecteurs sur L.
On a d’abord:

IG(a)llo < (1 + Allallo)[A~"e #owh,(c)| dapres(2.4)
< (1 + AMlallo)| vh,(c) |, d’apres (2.3).
D’ou, en posant C; = max ;| Vh,(p)|:
(3.2) 1G(a)llo < Ci(1 + Allallo).

2
0>
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Remarques. (a) Dans la suite, on désignera par C,,--- des constantes,
dépendant de la métrique, de £ et de h.

(b) 11 est essentiel d’avoir une majoration linéaire en a (C(1 + ||a||..)
suffirait, mais pas C(1 + |lal|,)' "¢, € > 0); pour cela, 'ingrédient crucial est
I'inégalité (2.4), elle-méme conséquence de la seconde inégalité de (E1).

Estimons ensuite la différentielle de G, ou plutdt de sa composante verticale
g=veG: L L°

Proposition 4. L’application tangente Tg: TL — TL® s’étend par continuité
pour la métrique H® en une application Tg: TL - TLO, qui est de classe C* et
vérifie:

(3.3) 17,8l < Cpe*Mielle.

Démonstration. Nous nous contenterons d’indiquer les grandes lignes de
celle-ci, les détails omis n’offrant aucune vraie difficulté. L’application g est la
composée:

i . AT v ,
LS5ADTA _)Y*HOL{Y*H()_)LO,
ou 'on a noté j =_¢ o(Vh,), champ de vecteurs sur A, et » =voTeo A~}
application fibrée au-dessus de y. Donc Tg est la composée:
T Tj A TAT! 17 Ty ,
TL = TA - T(TA) > T(y*H®) S T(y*H®) = TLY.

Chacun des fibrés tangents TL, TA, T(TA) et T(y*H°) est muni, outre sa
métrique de type H! naturelle, d'une métrique de type H° invariante par
transport parfllléle: Pour TL et TA, il s’agit de§ métrique§ induites par TL et
TA; pour T(TA) par exemple,on a, si Y € T\ (TA), X € T A:
1Y = 1A () I + o (1) I,
h(Y) = composante horizontale € T_A et
v(Y) = composante verticale € T.A,

1Y lo =[1A(Y) [lo +[o(Y) [lo

On peut donc définir le fibré complété T(7A) pour || llo» €t Pon voudrait le
munir d’une structure différentiable. Or, les trivialisations naturelles de TA
(voir [14)):

o AXTA—>TA, ceC2(S, M),
donnent des trivialisations de T(TA):
Y. TA x(T.A x T.A) - T(TA),
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et des applications de changement de cartes:
Yilo s TA X(T,A x T.A) —» TA X(T,A X T,A),
(X.7,Z) = (X, 9a(X) -1, Yiu(X) - Z),

ou ¢ ,; TA > Hom(T,A, T,A) = Hom(H'(c*TM), H'(d*TM)) se factorise:

Hom( H(c*TM), H'(d*TM))
_ - 'ix
" H'(Hom(c*TM, d*TM)),
¥, étant C* (vérification fastidieuse mais aisée).

D’apres ([14, p. 10]), I'injection

io: HY(Hom(c*TM, d*TM)) = Hom(H (c*TM ), H*(d*TM))

est une application linéaire continue, donc iyo° ¢, , est C*® ce qui permet de
munir T(TA) d’une structure de variété hilbertienne C*. On peut faire de
méme pour T(y*H?), et aussi prouver que Tj, TA™', T.Z, et T» s’étendent en
des applications Tj, TA~Y, 7.2, et Tv de classe C* (le cas de Te est déja
connu), d’ou la premiére partie de la proposition.

Ensuite, on écrit:

1T gll <N Tel-NTjl- | Tvd -T2 1 [ Tl

ou Y =j(c),n=AXY), et £ =_Fn, et 'on va majorer chaque terme a droite.
On sait déja que ||T,e|| < e*l“l=, et il est clair que

17l < max | T,(£ vh,) |
et que

17, < 1+ max| D£ |-l < 1+ C, max|[D£ .

Ensuite, du fait que A~ est fibrée au-dessus de id, avec A ! = d, E(y(c¢), ¢),
on déduit:

I1Tva= < 1+ +ID(d2E(v(c), ) |, - (1 + 1A DY T,

ou D(d,E) est la dérivée covariante de d, E, considérée comme une section du
fibré »# au-dessus de M X M de fibre #, , = Hom( TqM, T}M ).
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On a les propriétés (voir Appendice):
(E4) ID(d,E)(p.q)| < Ce;
(E5) C'e™(1 +Ar)

(ot de méme D,E est considérée comme une section du fibré & de fibre
&, ,= End(T,M)).
Pour Y = j(c) = j o e(a), il vient, en utilisant (2.1), (2.2), et (E4):

[TyAY[< 1+ 1+ CeMalle(1 + 1)[|Y [Jo < 2 + CCreMelle,

De fagon analogue, comme » est fibrée au-dessus de vy, avec v.(§) = § —
D, E(y(c),c)°[DiE(¥(c),0)lg" - & (cf. (2.67)), on a:

<l + I+ [20D(D,E)(v(e).0) .. I DE(r(e).) .

JDEC ), )5 (1 + 1) - el

Pour £ = A~ !0 j(c), on en déduit d’aprés (E1), (2.1), (2.4), (ES) et le fait que
€llo < Cy

[Tl < 1+1+Nallo + 2C%Ml=(1 + Al|a|)” - 2.

L’inégalité (3.3) est alors une conséquence immédiate des inégalités déja
écrites.
Autres inégalités.

(34) Iv(a) o < M= Z(a) lo.
(3.5) lalo > 2¢, = d[Z(a)] > 5 l1a.
(3.6) 1Z(a)llo < C3(1 +llallo).

(3.7) d#(Z(a)] = Clz(a) e,  Co> 0.

Démonstration. (3.4) Cela s’obtient aisément a I’aide de (2.2), (2.5), et (2.8).

(3.5) On utilise (3.1) et le fait que A7l'o FovwS(c)=a— A7 'o
F(Vh,(e(1))), done A" o £ 2 vS(c)llo > lldllo — Ci.

(3.6) D'aprés (3.2), on a | Z(a)llo < lldllo + Cy(1 + Allall,), ce qui implique
(3.6) puisque ||a||o < ||al|o/27. (Cela se prouve par exemple en décomposant a
en série de Fourier comme au Chapitre 4, et en se rappelant que a est a
moyenne nulle.)

(3.7) D’aprés (3.1) et (2.7), on a:

d¥(Z >af| feA leTeoZ(a 3;——— o
[d7(Z))(a) > o| £ (a) || Y 1Z(a) o



62 JEAN-CLAUDE SIKORAV

Dong, si ||a||, < 2¢;,0na

d#[Z(a)] > m [1Z(a) [lo,

et si ||al|, > 2C,, alors a fortiori ||d||, > 2C;, donc (3.7) résulte de la com-
paraison entre (3.5) et (3.6).

4. Réduction a la dimension finie (début)

Soit N un entier > 0. Le fibré H* se décompose en une somme orthogonale
invariante par la connexion:

H® = H ® Hy*;
1 1. )
H} = { ae Hslf cos2ant - a(t) dr =f sin27nt - a(t)dt =0, n > N;;
0 0
on note P,: H® — Hj, la projection
Hy*' = { a€ H*‘|f1 (cos2mnt)a(t)dt = fl (sin27nt)a(t)dt =0, n < N};
0 0

on note Py : H® — H3"* la projection.
Rappelons que tout élément de a de H, a une décomposition

o0
a(t) = x,+ Y (cos2mnt - x, + sin2wnt - y,),
1

o0
avec [|al|§ = |xo|* + 3 X (1x, 1% + [y
1
2 2 1 & R 2 2
lally =lxol" + 5 X1+ dm2n®)(Ix, | +13,)) - Hy
1

(resp. Hy") est défini par x, = y, = 0 pour n > N (resp. < N).

Autres notations. ® H) = H) = fibré de dimension finie (2N +1)-
dim M: on le notera Hy, eton pose Ly = Hy N L.

® On notera Ly = Hy' ,dou L=Ly® Ly .

Soit ¥ =wvo Z: L — L° la composante verticale de Z. On considére I'équa-
tion:

(E) (1ére forme) P+ (V(a)) =0,

soit —#Py (a) + Py o g(a) = 0; en notant § I'isomorphisme a — a de L sur
LY, cette équation s’écrit:

(E) (2e forme) Pi(a)= —8"1e goPy¢ og(a).
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Notons ¢y (a) le second membre: ¢, est une application C* de L dans
Ly , fibrée au-dessus de M. De plus:

(@) 18> @y(a)llo < C1(1 + Aflallp);

®) llon (Dl < CA + Mlallo)/7V2N;

© ”(pN(C;)fHO < G(1 + Mjallg)/27N;

(d) Dp,= voTp,: TL - L s'étend par continuité en De,: TL — L3 ;
qui est de classe C* et vérifie:

“D_a(PN H < CyeMialls

(e) Notant Dg, la composée TL — DoyLi = HI*, on a:

. C
1Dyl < gogee-.

Démonstration. (a) C’est une conséquence immédiate de (3.2).
(b) Cela résulte du a) et du fait que, si a € Ho*,

a(t)= Y (cos2mnt- x, + sin2ant - y,),

N+1
ona
1
(87 Ya))(t)= X 2—(sin2wnt X, — cos2mnt - y,);
N+1 2T
donc:

_ = 1 1/2
o7 @)l < X g {lxal” +1[)

L I W RS A \/T
Sﬁ[z_z} SDMREN A <5 ﬁ-\/fﬂaﬂo.

N+1 N+1

(c) De méme, ceci résulte de a) et du fait que, si a € H*, alors

@=L 5 2 (P s in)] < iolal
V2 Nn (2mn)*t " > S 27N 1T

(d) Doy, est la composée:
T, T, TP} -1
L S o S 'S o s

donc Iexistence de Tg (Proposition 4) prouve celle de Do N-
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On sait déja ||T,g|| < Ce*Ml= ((3.3)). De plus, posant X = g(a), on a
ITx A1l < 1 + max DA - [ Xllo <1 + C, maxy||IDF] - (1 + Alallo)
d’apreés (3.2). Enfin l'invariance de Py et de 8 par transport paralléle entraine

V1 +@2n)’

27
(Y=0,Xx*, p=1v(c)).

I Pl = 1(x* = Py X),  Dy87 Y = ]3] =

On en déduit aisément le (d).

(e) Cela résulte du (d) et du fait que la norme de I'inclusion (Ly), < (HY"),
est1/\1 +(2aN)* (cf. aussi le (c)).

Posons maintenant R = 8\ + 1 (R > 5\ suffirait pour la proposition
suivante, mais plus tard il nous faudra R > 8A) et définissons:

Log N
Uy = {av e Lillayl,, < =5},

Proposition 5.  Choisissons N assez grand. Alors, pour chaque a, dans Uy,
il existe une unique solution a de (E) telle que Py(a) = ay. Notant Py (a) =
vy(ay), on définit ainsi une application vy: Uy — Ly fibrée au-dessus de M.
Cette application est C*® et veérifie:

(4.1) lon(an) o < 15
(42) 1Daonllgp < CN /27,

ot Dvy=wvoTuvy: TLy —> Ly et || |loo désigne la norme de I'application
linéaire quand les deux espaces sont munis des normes H°.

Log N
(4.3) luw(an)llo < G, ]\g} ;
(4.4) “ UN(aN)HO < Cs(l + ”aN”O) < Cs(l +||a'N||0)-
Démonstration. Dans chacun des lemmes suivants, on sous-entend “Pour N

assez grand”.

Lemma 1. Si a est une solution de (E) telle que Py(a) € Uy, alors ||Py
()|l <1, et a fortiori ||a||,, < LogN/R + 1.

Démonstration. D’aprés (b), on a, en posant Py(a) = ay, Py (a) = ay:

C
ladle =lox(@) o < —2=(1+ Alayl + Mai . ):

d’ol, en supposant N assez grand pour que AC,/m/2N < 3:
2¢C, 2¢C, ( ALog N
ay|o < 1+
” N"oo '7T(_2N 'ﬂ'f—zN R

d’ou1 le résultat.

(1+ Alayll.,) < | =o1), N,
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Lemme 2. Soit a€ L, a=ay+ ay, tel que ay< Uy et |ayll, <1
Alors, |loy(a)ll < 1.

Corollaire. ||D,py|| < Cse** 7120 < 1.

Démonstration. Comme pour le Lemme 1, on a:

G

lox (@)l < 2= (1 + Alayll + Mat])
G, ( ALog N )
1+ + A =0(1),
< mV2N N o)

d’ou le résultat. La premiére inégalité du corollaire est alors une conséquence
de e), la seconde est vraie pour N assez grand puisque R > 5A.

Lemme 3. Soit ay un élément de Uy: il existe alors au plus une solution a de
(E) telle que Py (a) = ay.

Démonstration. Si a et a’ sont deux telles solutions, on a ||Pyal|, <1 et
[|Py(a)ll, <1 (Lemme 1), donc le corollaire du Lemme 2 entraine:

la—a'lo= ”PN(a) — Py(a’)

1 ,
|0 =”‘PN(‘1) —oy(a’) ”0 < 5”‘1 = a’'llo,

d’ou le résultat.
Définissons maintenant une suite d’applications fibrées ¢/,: Uy — Ly :

¥ =0, lP+1(”N)=‘PN(”N"‘‘xbn(azv))~
Lemme 4. La suite (,) converge uniformément vers une application con-
tinue vy,.
Corollaire. Pour a, € U,, il existe une unique solution a de (E) telle que
P,(a) = ay, asavoira = ay + vy(ay).
Démonstration. D’aprés les Lemmes 1 et 2, on a:

[#01(an) = tulam) o < 3 19a(an) = $ala) s

1 1 LogN
[42(an) = 40-slan) o < Zzlowtan) lo < 5= =~

Puis, a ’aide de I'inégalité (d)
1 LogN
[¥,:1(an) = ¥,(apn) |, < CsNWRF R
d’ou le résultat. Par passage a la limite, on a vy(ay) = @y(ay + vy(ay)), et
'unicité a été démontrée au lemme 3.
Lemme 4. L’application vy est C* et verifie (4.2).
Démonstration. Soit a = ay + vy(ay), ay € Uy. On a une décomposition
orthogonale naturelle T,L = T, Ly ® (Ly),. Notons D¢y = D@yl7, 1, et
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D,p, = a(le( L4y, Pour appliquer le théoréme des fonctions implicites a
I’équation ay q)N(a ~ T ay), il faut montrer que I'application id — D,p,, est

inversible. D’aprés la propriété (d) et les Lemmes 1 et 2, on a le diagramme
commutatif d’applications linéaires continues:

y
OJ.

DZ‘PN

avec || D,p |l < Cse®*N3*R=1 /20 < 1 On en déduit d’abord que id — D2q>N
est inversible, puis qu’ il en est de méme pour id — D,py, avec (id — Dypy) !

=id — Dypy o(id — Dyp,)~'oi (vérification immédiate). Donc, vy est bien
de classe C* et la composante verticale de T, vy est donnée par

H HOJ.

. -1

D, vy= Dypy e (id — Dypy)

L’inégalité (4.2) est une conséquence immédiate de cette égalité¢ et du
corollaire du Lemme 2.
Pour achever la preuve de la Proposition 4, il reste:
® L’inégalité (4.3): elle résulte de (c) et de (4.1).
® L’inégalité (4.4): on a
laiiflo =18 on(a)llo < C,(1 + Allallo)  (d’apres a))

Cl(l + AMlayllo + ) (d’aprés le lemme 1).

5. Réduction 2 la dimension finie (fin)

Soit N assez grand pour pouvoir appliquer la Proposition 5. Posons:
uy: Uy > L,  ay—ay+vy(ay);
Fy=Louy: Uy >R,
Zy=TPyoZou,, champ de vecteurs sur Uy.

L’équation (E) implique Z(uy(ay)) € TL, donc Zy = TPy°Zouy, et
aussi:

(5.1) “ZN(GN)"0="Z(G)"0’ a=uy(ay).

Proposition 6. Pour N assez grand, on a:

(52 d#2zy(ay)] > 5[ (2))(a),  a=uylay).
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Démonstration. Puisque ¥y = & o u,, il vient:
dyN[ZN(aN)] = dy[(T“N(ZN))(a)]Q
|dFv[Zx(an)] —dL[Z(a)l| < v (a) lo - [ Tun(Zy(ay)) — Z(a) o

D’autre part, Tuy(Zy(ay)) = T(uy ° Py)(Z(a)) a la méme composante hori-
zontale que Z(a) et sa composante verticale est:

Duy(Zy(ay)) = veTPy(Z(a)) + Duy(Zy(ay))
= Py(V(a)) + Dvy(Zy(ay))
= V(a) + Dvy(Zy(ay)) (équationE)).
D’ou, a I’aide de (4.2):
| TuN(ZN(aN)) ~ Z(a) “0 = “DUN(ZN(aN)) Ho < CeNSA/R_ll‘ZN(aN) ||0~
Comme par ailleurs, (3.4) et (4.1) entrainent:
(5.3) Iv(a)lo < e*N*F| Z(a)

il vient, en tenant compte de (5.1):

0

|d#y[Zy(ay)] - d#[Z(a)]| < Cee* N 1| Z(a) |-

En comparant avec (3.7), on voit que pour obtenir (5.2), il suffit que N soit
assez grand pour que C,e*N¥/R~1 < (C,/2; ce qui est possible puisque
R > 8A.

Corollaires de la Proposition 6.

(a) Z,, est de quasi-gradient pour &,

(b) Si Zy(ay) =0, alors Z(a) = 0.

Remarque. La réciproque de (b) est également vraie pour N assez grand, au
sens suivant: si Z(a)= 0, alors Py(a)=ay € U, dou Zy(ay)=0. En
effet:

=Fe—=(vh,)(c)=0=|clo< C; =|alo< C,=ayl,< C,
Cl
=|la < —= (cf. la preuve de (b) au Chapitre 4).
laxlle < 37 (cf.Ja preuve de (b) au Chapitre ¢

Définissons P'application Fy: Ly = R: Fy(ay) = ZY¥n(|x,|> + |y,|?) (Cest
a peu de chose prés le carré de la norme H'/?). 1l est clair que Fy est
invariante par transport paralléle et son gradient pour la métrique H? est le
vecteur vertical donné par:

N
VFy(ay)(t) =2) n(cos2mnt - x, + sin2mnt - y,),
1
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donc:
1.
| vFyv(ay) o= ;”aNHO'
L’inégalité suivante est capitale:
(54) Fy(ay) > Cy=|dFy[Zy(ay)]| < CiodFy[Zy(ay)].

Remarque. Cette inégalité joue le role de la condition (C) de Palais-Smale:
plus précisément, elle servira & majorer la croissance de Fy le long des orbites
de Z,, ce qui permettra de les maintenir dans des compacts convenables. De
plus, elle entraine que chaque point critique de %, vérifie Fy(ay) < C,.

Démonstration de (5.4). D’une part:

IdFN[ZN(aN)] |< ” VFy(ay) ”O”ZN(aN) ”0

<

lallo - C3(1 +llaflo) (d’apres (5.1) et (3.6))

A= 3|~

< ”le|0 : C3(2 + Cs(l +”dN“0)) (d’aprés (4-4))’

donc:
X 1 o2
lanllo > 1 =|dFy[Zy(ay)]|< ;C3(2 +2C)|layllo-
D’autre part, d’aprés (3.5) et (5.2):

) a,. 2
lanllo > 2C, = dyN[ZN(aN)] > §“‘1N”0-

Enfin:
T 291 2 2 N 52
lawllo = 272X n?(|x, 1" +15,1°) > 272y (ay),
1
donc:
1 .
Fy(ay) > Py SUP(L (2C1)2) =|layll > sup(1,2¢,),

d’ou 'on déduit (5.4).

Proposition 7. Soit Wy, = {ay € Ly|Fy(ay) < Log N/2R?}.
(a) Pour N > 3, W, C U,.
(b) Pour N assez grand,

ay € Wy=|o(a) - (ay)|<1, a=uy(ay).
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Demonstration.

(@)
lowll < X (15 f + 1) < [(i%) (in('x"l2+|yn‘z))}1/2

1 1

(ay € Wy).

1/2
< [210gN - Fy(ay)]"? < [2 Log N - LogN] _ LogN

R? R
(b) Par le théoréme des accroissements finis et en se rappelant que vVA(c) =
—F¢ = —¢Aa, on obtient:

| (a) —(ay)|< 013351 v (a,) [y - llon(an) llos a;=ay + svy(ay)
. L
< max | e[ 9A(e) o € EE (dapres (4.3))

Log N

< eNVER. eANA/R(”a.N“() + ”UN(aN)” ) &
(d’apres (2.2), (2 5) et (4.1))

Log N
< NV (ay o+ G(1 +layly) - ¢ 2%

(d aprés (4.4)).
D’autre part,
. 2 772N LO N
”aNHO < 2772NFN(aN) < Tg;
on en déduit:
CI
| (a) —(ay)| < ?SN—I/2+2)\/R(LOgN)3/2’

d’ou le (b) puisque — 3 + 2A/R < 0.

Enfin, notons 2/, = &/|Ly et Zy le champ vertical —#a,, sur L},. Il est aisé
de voir que si ||a||,, = 0, on a &(a) = — i(a, fa), + O(|lal|%|lall,) (com-
paraison avec “l’aire euclidienne”). En particulier on a:

N
3
y(ay) = Lan(x,-5,) + O(llayl)  laylo = 0.
1
Donc, I'image de la section nulle M C L, forme une variété critique non
dégénérée au sens de Bott [4] pour #,, d’indice 5 dim(L,) p,=N-dimM.

D’autre part, (H2) entraine:

dsty[Z8(ay)] > allaylls = a| Z8(ay) 5.
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Conséquences. ® 27,, n’a pas de points critiques hors de M;
® Z)) est de quasi-gradient pour /.

1
(5.5) |[dFy(Z3) | < ;Esz/N(Z,?,).

Derniéres propriétés.
(5.6) |y — oty | < Cpy sur WN<CH=max|h,]+ 1)
MxIT
Cela résulte de la Proposition 7.

(5.7) Zy(ay) =0 =|&y(ay)|< Cpy.

En effet ||ay|l, < C; et |layll, < C1/2V3 (cf. remarque aprés la Proposition
6), et d’autre part |/ (a)| < eM<l=||a||,|lall, (par accroissements finis comme
pour la preuve de la Proposition 7).

A fortiori, on a:

(5.8) ZN(aN) =0= |yN(aN) | < Cy (Cz=Cy + Ci)-

6. Minoration du nombre de points critiques
en dimension finie

On va construire (v,v™), v™C v C W), avec les propriétés:

(B1) v est compact.

(B2) Frv ne contient aucun point critique de ., (= zéro de Z,).

(B3) Soit (¢,) le flot de Z,:

(1) si x € v, il existe e > 0 tel que (p(x) € vsi —e<t<0)et(p(x)Ev
si0 <1t <eg);

(i) si x € v\ v, il existe e > 0 tel que (¢,(x) Evsi —e <t <0).

(B4) (v,v™) a une “cup-length relative” CL(v,v")> CL(M)+1, au
sens suivant: il existe w,, -+, (/= CL(M)) dans H*(v; A) et w dans
H*(v,v’; A)telsque w; U -+ Uw, U w # 0dans H*(v,v"; A4).

Montrons d’abord comment en déduire le théoréme. Supposons que %y
n’ait qu’un nombre fini de points critiques ¢y, - -, ¢, dans v; les ¢; sont dans ¥
d’aprés (B2). Alors, d’aprés [5, p. 342], chaque ¢; admet un voisinage u,
contractile dans v et contenant les orbites de z, dans v ayant ¢, pour point
limite. D’autre part, la réunion des orbites de Z, dans v issues de v~ forme un
ouvert u qui se rétracte par déformation sur v™. Les conditions (B1) et (B3)
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entrainent v = u U (U%_; u;), d’ou un diagramme commutatif:

w

H*(v,u;)® --- @ H*(v,u, ) ® H*(v, u) H*(v,v)=0

v

H*(v)® --- ® H*(v) ® H*(v,v7)

k termes

H*(v,v7)

donc la condition (B4) entraine k > /.

Donc, &, a au moins CL(M) + 1 points critiques, ce qu’il fallait démontrer.

Construction de (v,v”). Donnons d’abord une définition: Soient W une
variété de dimension finie, Z un champ de vecteurs sur W de flot (¢,), et 4, B
deux parties fermées de W, A C B. Le saturé total de A dans B pour Z est la
plus petite partie fermée F de B contenant A telle que:

@ Si x € Fet ¢ (x) € B pour s entre 0 et ¢, alors ¢,(x) € F;

® Si ¢, (x)€ Bpour0 <t< +oo(resp. —oo <t<0)etsilim,, o/(x)
€ F (resp. lim,_, __ ¢,(x) € F), alors x € F.

Ensuite, on pose, pour a < b et K > 0:

B(#y.a,K) = % (a) N Fy'([0,K]);

V(&y, a, K, b) = saturé total de B(Fy, a, K ) dans F¢((a, b]) pour Z,.

Nous allons voir que pour un choix judicieux de a, b et K, la paire
(v,v7) = (V(%y, a, K, b), B(#y, a, K)) satisfait (B1) a (B4). Pour cela, nous
devons auparavant voir ce qui se passe avec la fonction non perturbée 27y,

(A) Voisinages de Morse généralisés (VMG).

On définit B(y, a, K) et V(y, a, K, b) avec oy, Z5, au lieu de Py, Zy.
La propriété (5.5) implique Fy|V(y,a,K,b)< K + (b — a)/ma, donc
V(y, a, K, b) est compact. On dira que V(y, a, K, b) est un VMG (pour
(y, M)) s’il contient M dans son intérieur. Pour cela, il suffit que:

®a<0<b

® K>1/7a-|al
En effet, d’aprés (5.5), la deuxiéme condition implique que toute orbite de Z3
qui aboutit & un point de M intersecte /y!(a) sur B(Zy,a, K), donc est
contenue dans V(%y, a, K, b) d’aprés la premiére condition.

Soit ¥V = V(&y,a,K,b) un VMG, et posons V™=V NZyl(a) (=
B(y, a, K) comme on le voit facilement). Soient V(»~) I'espace total de la
“composante négative” du fibré normal & M, et E°(»~) = E(» ™)\ M. D’aprés
la généralisation par Bott de la théorie de Morse au cas des variétés critiques
non dégénérées [4], il exists i: (E(v~), E°%(»7)) = (V, V™) commutant avec les
projections 7: E(v™) > Met 7: VC Ly — M, et telle que i*: H¥(V, V™) —
H*(E(v™), E°(»™)) soit un isomorphisme (coefficients quelconques).
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Notons e(r”) la classe d’Euler de »~ et w I’élément correspondant de
H*(V,V7). On a alors un diagramme commutatif:

vw

H’]"(V) H*(V,V7)
H*(M)—— B*(E(v")) —— H*(E(v), E°(»"))

o =

ce qui implique CL (V, V™) > CL(M) + 1.

Notons aussi que si a <a’ <0, alors en suivant les orbites de Zj
paramétrées par =/,, on obtient un diagramme commutatif:

V(sty,a,K,a’) B(y,a,K) X[a,a’]

A2

[a,a’]

donc V(%Zy, a, K, a’) est un “ voisinage collier” de B(.%Zy, a, K).

Enfin, supposons que nous ayons deux VMG, V,, et V,, et un voisinage
collier C(V5) C V, tels que (Vy, V) C (V,, C(V5)), alors cette inclusion induit
un isomorphisme de H*(V,, V") sur H*(V,, V] ) (coefficients quelconques).

(B) Réalisation des propriétées (B1) a (B4).

(1) La propriété (B1) sera satisfaite sous ’hypothése:

(6.1) sup(K,C,) + Cy(b — @) < I‘z"%ﬁv.

En effet, soit x € v: alors quant on considére I'orbite de Z, passant par x,
la définition du saturé total implique qu'une au moins des deux propriétés
suivantes est satisfaite:

@ 'orbite passe par un point de v~}

® clle a pour point limite un point critique de %, dans &y!([a, b)).

D’aprés (5.4), on en déduit:

v < Fy'([0, sup(K, Cy) + Cio(b = a)]),

qui est compact d’apreés (6.1) et la proposition 7(a).
(2) La propriété (B2) sera satisfaite si on a de plus:

(62) a< —C13, b> C13;
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6.3 Cy + Cp(b —a) <K.
9 10

En effet, soit x un point critique de #,: alors, d’aprés (5.8) et (6.2), on a
a <%y(x)<b, et dapreés (5.4), on a Fy(x) < Cy: ces inégalités persistent
pour y voisin de x. Considérons ensuite la demi-orbite de —Z,, issue de y:
d’aprés (5.5) et (6.3), tant quelle reste dans Fy'([a,b]) elle reste dans
Fy ([0, K]) donc (6.1) 'empéche de “partir 4 l'infini”; elle aboutit donc ou
bien a un point critique de &%), ou bien a un point de &y'(a) N Fy ([0, K]) =
v™. D’apreés la définition du saturé total, on en déduit que y € v, donc x € i:
ainsi ¥ contient tous les points critiques de %, et a fortiori (B2) est satisfaite.

(3) (B3)(i) est évidemment toujours satisfaite. Quant a (B3)(ii) lle sera
satisfaite sous ’hypothése (6.3). En effet, soit x € v\ v™:

® si Fy(x)>a, alors ¢(x) €Ev pour ¢ <0, |t| assez petit d’aprés la
définition du saturé total;

® si Fy(x) = a, alors x € Fyl(a)\v7; soit y € Fyl(a)\ v, alors Fy(y)
> K, donc (6.3) empéche 'orbite de y pour Z, d’aboutir 4 un point critique
de &y dans &y)((a, b]): mais alors la considération de W = v\ { Z,-orbites
issues de Fyl(a)\v™} NFy'(a, b)) contredit la minimalité de v dans la
définition du saturé total.

(4) Pour obtenir (B4), nous allons montrer qu’outre a, b, K, on peut choisir
a’ya;, b, K, (i =1,2), a), de sorte que, si I'on pose:

V.= V(‘%N’ai’Ki’bi)’ Vi = B(MN’ai’Ki)’

C(v7) = V(Fy,a,K,a"), C(V5)=V(y, a,,K,,a3),

on ait:
(6.4) (n.77) € (v,C(v7)) € (¥, C(V5));
(6.5) a’' < —Ci3;
(6.6) a;<0<b;
(6.7) K, > i|a,.l;
Ta
(6.8) ay < 0.

Supposant (6.1) 4 (6.8) satisfaites, montrons comment en déduire (B4) (6.6)
et (6.7) entrainent que les (V,,V;") sont des (VMG). D’autre part, (6.5)
implique que C(v~) ne contient aucun point critique de %,. Comme il est
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compact car contenu dans v, on a:

C(v7) v X[a,a’]

Ly pr>

[a,a']
Ceci, joint & (6.8) et aux propriétés des (VMG), permet de déduire de (6.4):
H*(V,,V5) > H*(v,v) > H*(V, 1),
la composée j* o i* étant un isomorphisme.
Donc i* est injective, ce qui implique CL (v,v7)> CL 4 (V,,V;) >
CL(M) + 1.
Choix de a, b, K, a’---. Posons d’abord:

a; = —Cy — C3= =2C; = Cyy;
by = Cyy;

1
K, = . | a, | + 1.
Alors, (6.6) et (6.7) seront satisfaites.

Ensuite, soient:

a=a — C,=—-2C; - Cy;
b=b+ Cy; =2Cy;

K= sup(K1 + WlT)‘(b1 - al),Cg) + Cyo(b —a);

alors (6.2) et (6.3) seront satisfaites.
Enfin, soient:

a’'=a; + Cy=—Cy;
a,=a—- Cy=-3C, — Cy;
b,=b+ C,, =3Cy;

1
K, = sup(K,Cy) + Cyo(b — a) + E(b2 —a,)+1;
aé = a, + Cll = _C12;

alors (6.5) et (6.8) seront satisfaites.
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Reste 4 prouver (6.1) et (6.4); la premiére s’écrit:

Log N
L(a,Cy,Cyp,Cyy.Crp) < Ti‘z‘,

et sera donc satisfaite pour N assez grand. Enfin, nous allons montrer qu’on a
V, C v, les autres inclusions de (6.4) ayant une preuve tout a fait analogue.

Soit x € V; alors a; < #y(x) < b, entraine a < Fy(x) < b, de plus on a
Fy(x) < K, + (by — a;)/ma. Suivons l'orbite de —Z, issue de x jusqu'a
sortir (éventuellement) de #5!([a, b]):

® ou bien elle aboutit 4 un point critique de &,: on sait que ce point est
dans v, donc x lui-méme est dans v d’aprés la définition du saturé total;

@ ou bien elle aboutit 4 un point y de #y'(a), et I'on a:

1
Fy(y) < SuP(Kl + %(bl - al)’C9) + Cp(b—a) <K,

donc y € v~ et x € v, ce qui achéve la démonstration.

7. Complement. Cas ou les points fixes sont non dégénérés

Notons SB(M) = max ., 2, dim H'(M; K). La théorie de Morse (cf. 5,
p. 338]) dit que toute fonction de Morse sur M a au moins SB(M) points
critiques. Ce minorant est optimal si M = T?" (— 22"), M = surface de genre
g(—2g+2), M=CP" (- n+ 1, pas mieux que pour une fonction quel-
conque).

Théoréme complémentaire. Soit (M, @) vérifiant les hypothéses du théoréme
principal, plus le fait que les points fixes de @ sont non dégénérés. Alors, ¢ a au
moins SB(M) points critiques.

Démonstration. Rappelons qu’un point fixe p est dit non dégénéré si Te
(€ EndT,M) n’a pas 1 pour valeur propre. De fagon équivalente, I’équation
linarisée de ¢, = X, © ¢,, & savoir:

é[=DXhl°£l’ gtE Tq)l(p),

n’a pas de solution non nulle telle que £(1) = £(0).
On en déduit (exercice) que si £ € TCA, (c(t) = ¢,(p)), alors

[1&=Dx, o[> c-lglh, >0
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(C dépend du choix du point fixe). Donc si ¢’ € A est proche de ¢, c’est-a-dire
¢’ = exp,§, avec ||£||; petit, on a, en tenant compte de (¢ — X, oc = 0):

IwS(exp.£) [l = (exp.€) — X, *(exp.£) |, ~ € — DX, = £],;
| vS(exp.£) [, > Cllél,,  C>0,|[|£]l, = 0.

Cette inégalité traduit le fait que le point critique ¢ est faiblement non
dégénéré au sens de [22, p. 241). Comme par hypothése il en est ainsi pour tous
les points critiques de S, on peut dire que S est “faiblement de Morse”. La
méme propriété est vraie pour &, c’est-a-dire que si x,: T,L — L est une
carte locale prés d’un point critique, on a:

v (x.(E) o = ClilL,  lIE] = 0.

D’aprés 'inégalité (3.4), on a de méme:

1Z(x.(&)) llo > ClI¢ ], &) — o.

Nous allons en déduire que %, est une “vraie” fonction de Morse (en fait
une minoration par C||§||, suffira). En effet, soit a, un point critique de #,.
Notons a = u,(ay) et:

XuN: U(C TaNLN) - LN’ TuNXuN = ld’
X U(cT,L)->L, T.x,=id

des cartes locales. Soit £, € U, alors, d’apreés (5.2), on a:

|23 Cxan (60} s =2 o x, (60) |

De plus, si §y — 0 (pour n’importe quelle norme), alors uy ° x, (§x) = a,
donc:

1Z(un o xa,(6:)) ]|, = Cllxate un o xay (€4) ],
> C’||Tuyn(€x) Ilo

> C'|[€xllo-
D’autre part, d’aprés (5.2), (3.7) et (5.1), on a:

C
Iv#u(ai) o= S 2Zu(an) o ak € Uy
d’ou finalement:

[V (xay(E)) ||, = C7NENT0 €Nl = O,

c’est-a-dire que a, est un point critique non dégénéré pour &y, ce qu'on
voulait démontrer.
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Pour achever la démonstration, on reprend le v trouvé au §6, et on applique
la théorie de Morse relative (cf. [5, p.341]); le fait que v n’est pas une variété
n’est pas génant, on peut d’ailleurs y remédier en remplagant B(#y, a, K) par
une sous-variété de #y'(a) (niveau régulier de &) comprise entre
B(&y, a, K) et B(#y,a, K + 1): le résultat est que %, a au moins SB(v,v™)
points critiques dans v. Comme d’autre part, on a:

H*(M) = H*(V,,V;) = H*(v,v")
(coefficients quelconques), on en déduit que SB(v,v™) > SB(M), ce qui
achéve la preuve du théoréme complémentaire.

Appendice. Inégalités sur ’application exponentielle

La méthode de preuve est celle de [6, pp. 94-101] et [13] appendices: cette
derniére référence est moins facile a lire que la premiére, mais est la seule a
donner Pinégalité cruciale —D,E < Ar/thAr, alors que [6] (6.4.6(1)) donne
1 + $A%r? (cf. la remarque (b) qui suit (3.2)). Nous indiquerons seulement le
principe de la méthode et comment 1’étendre aux dérivées secondes.

On note y = y(s), 0 < s <1 la géodésique de p a g parcourue a vitesse
constante |y’(s)| = r. L’équation des champs de Jacobi le long de y s’écrit:

J"(s)+p(s)-J(s)=0,
ou p(s) = R(Y'(s), -)- Y'(s) € End(T,,,,M).
Propriété. p(s) est symétrique avec —(Ar)? < p(s) < 0.
Soit J(s) une solution de cette équation telle que J(0) = 0: elle s’écrit:
J(s)=T(s)J'(0),0ou T(s) € Hom(TpM, TY(S)M), avec:
T"(s)+p(s)eT(s)=0;
T(0) =0, T’(0) = id.
En appliquant Gronwall & cette équation linéaire du second ordre et a
I’équation de Ricatti qui s’en déduit, on montre:
® ||T(s)|| < sh(Ars)/Ar (cf. [6, 6.3.8(i1)] et [13, inégalité (A.4.2)]);
® Pour s > 0, T(s) est inversible et ||T(s)~ || < 1/s (cf. [6, 6.3.5(1)] et [13,
inégalitié (A.2.1)]);
® Pour s> 0, T'(s)T(s) ! est symétrique et 1/s < T'(s)T(s)" ' <
Ar/th(Ars) (cf. [13, Lemme p. 532 et inégalités (A.4.1) et (A.5.1))).
D’autre part, on montre:
® D,E(q,p)= —T'(1)TQ) ! (cf.[6, 6.4.6(1)]);
® d,E(p,q) = (dexp, '), = T(1)~" (cf. [6, 6.3.2] et [13, corollaire (B.2.1))).
Les propriétés (E1) a (E3) en sont une conséquence immédiate, la seconde
inégalité de (E1) résultant de (x/thx < 1 + x).
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Pour majorer les dérivées secondes de E, on écrit I’équation “aux variations”
1]

W"(s) +p(s)eW(s) = —D(p(s))°T(s),
w(0) = W'(0) = 0,

W(s) € Hom(T,M ® T,M, Hom(T,M, T, M)),
et

D(p(5)) € Hom(T, 1 ® 7,01, End(T, , )

est la dérivée covariante de l’application ( p,q) = p(s), considérée comme
section d’un fibré &, sur M X M de fibre (&,), , = End(T,,)M). On a alors:

D(d,E)(p,q) = —-T(1)'w(1)T(1) " ';
D(D,E)(q,p)= —w'()T(1) "' + T'(1)T(1) 'w()T(1) .
Se rappelant que p(s) = R(y’(s), -)Y/(s), on majore:

v(s)

1DCo()) | < max [ DR] - r + 2¥°r - [ D(v'(5)) |

[D(¥'(s))| <1+Ar (mjaoration analogue g celles de || D, E | et ld,E|);

sh(Ars)

I D(p(s))eT(s)| < cste-(1 + Ar ) X

< cste - eM(1 + Ar).

Par Gronwall, on en déduit:

[W'(s)| < cste - e*(1 + Ar);
[W(s)| < cste - e

d’ou (E4) et (ES) résultent en combinant avec les inégalités sur 7(1) et T'(1).
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