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ESPACES A COURBURE QUASI-CONSTANTE

VALENTIN BOJU & MARIANA POPESCU

0. Introduction

On etudie une classe des espaces de Riemann qui constituent une generalisa-
tion naturelle des espaces a courbure constante. On etablit certaines proprietes
des espaces QC concernant leur structure, des conditions d'etre irreductibles et
local-symetriques. On considere des champs Jacobi le long des trajectoires
d'un champ distingue Xn. Finalement, on remarque quelques questions re-
latives aux espaces de Riemann qui satisfont seulement une partie de condi-
tions utilisees pour definir les espaces QC.

1. Espaces QC

Soit (M, < )) une variete riemannienne de dimension n > 4, D\M) Γalgebre
de Lie des champs vectoriels sur M, et F(M)° = {/: M^ R,fs C°°}, oύ < >
designe le champ metrique g. Pour un vecteur A de Γespace tangent Mp, p € M,
notons par C(A, θ) Γensemble des facettes planes c € Mp qui font avec A un
angle egal a <̂  (A, σ) = θ.

Supposons maintenant qu'il existe

p e M , X € Mp , et θ0 6 (0; \π) , o u I ^ O ,

de sorte que

/i u T , x 7 , x notation

(I. I) k(σλ) = k(σ2)^ ~ . = E

pour toutes les facettes planes σί9 σ2 e C(X; θ0), oύ k(σ) est la courbure plane du
σ. Evidemment, on peut considerer Ĥ H = I.

Soit σ € C(X: θ0) et {Y, Z) une base orthonormee du plan σ. La condition
σ € C(X; θ0) est equivalente a

(1.2) <^,7> 2 + < ^ Z > 2 = cos 2 ^ 0 .

Soit {Xi}i=u...,n une base orthonormee de Γespace Mp telle que Xn = X. On
designe par Wι les composantes du vecteur W e M p dans la base consideree,
et par Rim\es composantes du tenseur de courbure dans la meme base. Parce
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que la base est orthonormee, Rtjji represente la courbure plane de la facette

Pour σ, σ e C(X; ΘQ) et leurs bases orthonormees {Y9 Z} et {F, Z}, en tenant
compte de (1.1) et (1.2), nous avons

rz'z fcrτ^. fcί = Y^z^Y'R^ = E ,
(jnγ + (Znγ = (yny + (2»)2 = COS2 θ0 ,

done, pour 7(sin ΘO9O, • •, 0, cos 0O), Z(0, 1,0, , 0), il en resulte

(1.3) £• = Λ1221 sin2 θ0 + ^ w 2 2 n cos2 ΘQ + (^1 2 2 n + ^«22i) sin θ0 cos ^0 .

Pour y(sin θQ909 , 0, - c o s 0O), Z(0, 1,0, , 0) il resulte

(1.4) E = Λ1221 sin2 θ0 + i?n22re cos2 θ0 - 2 sin <90 cos θ0Rmn .

Les formules (1.3) et (1.4) nous donnent i?122n = 0, e'est-a-dire

(1.5) Raββn = 0, aφ β;a,β<n.

Done

(1.6) E = Rβaaβ sin2 θ0 + Rnββn cos2 θ0 , α =£ /3 .

II resulte

notation

En ecrivant la formule (1.6) pour les indices β9 γ9 nous avons

(1.8) E = Rγββΐ sin2 θ0 + Rnββn cos 2 θ0 .

Les formules (1.6) et (1.8) nous donnent

notation

et

R = ί (E — N cos2 θ0) = H .
sin2 #0

Si

F = (^! sin #0, , ^ n - 1 sin 0O, cos ^0) ,

et
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(A1)2 + + (An~1)2 = 1 ,

(Z1)2 + + (Z*-1)2 - 1 ,

AιZι + + An~ιZn~ι = 0 ,

nous avons

(1.10) k(σ) = Rnnn cos2 0O + Rmi sin2 0O + S ,

oύ S est la somme des termes a trois ou quatre indices distincts.
En tenant compte de (1.8), nous obtenons

(1.11) S = 0 .

Pour Y(Aι sin 00,0, A3 sin 00,0, , 0, cos 0O), Z(0,1,0, , 0), la formule (1.11)
nous donne

A1 A2 sin2 0oC#i223 + 3̂221) + 2^1^i22« sin θ0 cos θ0

+ 2^3^3 2 2 w sin θ0 cos 0O = 0 ,

et, en tenant compte de (1.5), nous avons

(1.12) Raββr = 0> ocφγ.

Pour Y(A1 sin ΘQ, A2 sin θ0, 0, , 0, cos 0O), Z(Z J, Z\ 0, , 0), en utilisant un
raisonnement analogue, il resulte

(1.13) Rnaβn = 0 , a , β < n ; a φ β ;

pour F(sin Θ0,0, - , 0, cos 0O), Z(0, Z2, Z 3, 0, , 0), il resulte

(1.14) R a β γ n = 0, a, β, γ d i s t i n c t s , a,β,γ<n,

et pour FG41 sin θ09 A
2 sin tf0, 0, ., 0, cos 0O), Z(0, 0, Z 3, Z 4 , 0, , 0) il resulte

(1.15) R a β ΐ δ = 0 , a , β 9 γ , δ d i s t i n c t s , a,β,γ,δ<n.

En consequence, on peut enoncer
Theoreme 1.1. 5/ toutes les facettes planes σ € C(Z; 0O) o«ί /α meme courbure

plane, alors toutes les facettes planes qui contίennent le vecteur X ont des com-
bures planes egales, toutes les facettes planes orthogonales a X ont des courbures
planes egales et toutes les composantes du tenseur de courbure a trois et a quatre
indices distincts sont nulles.

Soit Y(Aι sin 0, , An~ι sin 0, cos 0), Z(Z\ , Zn~\ 0) la base orthonormee
d'une facette σ 6 C(X; θ). Par le raisonnement utilise pour etablir la formule
(1.10), nous obtenons

(1.16) k(θ) - Rnlln cos2 0 + Λ1221 sin2 0 .
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Done, dans Γhypothese du Theoreme 1.1, toutes les facettes planes a <= C{X\Θ)
ont la meme courbure plane, donnee de (1.16). Evidemment, on a Γegalite

k(\π - ε) + k{\π + e) = 2k{\π) .

Definition 1.1. On dit qu'un espace de Riemann est un espace QC s'il existe
un champ de vecteurs X e D\M) de sorte que pour chaque point p e M

(1.17) il existe θ(p) <= (0; \π) tel que k(σx) = k(σ2)

pour toutes les facettes planes σu σ2 e C(XP; θ(p)) ,

oύ Xp est le vecteur tangent induit en p. L'on voit facilement que N et H sont
des fonctions C°° sur M, oil N = Rnaan et ^ = i?^^.

Si N = H, nous observons que Γespace considere est a courbure constante.
En vertu de [7] et du Theoreme 1.1, il en resulte qu'un espace est QC si et seule-
ment s'il est a courbure quasi-constante.

2. Exemples

Exemple 2.1. Soit G un espace de Riemann a courbure constante egale a k.
Alors Γespace M = R x G est un espace QC et TV = 0, H = &.

Exemple 2.2. Soit M la hypersurface de rotation donnee par les equations:

/ = 1, , /i — 1 ,

oύ Δ = (y1)2 + + O^"1)2 + 1. Par un calcul direct on trouve que Mest

un espace QC,

N =

et Xn = —. est un champ geodesique.

Vl +fn dy"

3. La structure d'un espace QC

En designant par Rijkl les composantes du tenseur de courbure dans une
base orthonormee {Xi}i=ί,...in de champs de vecteurs (sur un voisinage de co-
ordonnees U)9 les resultats du paragraphe 1 se maintiennent (evidemment, nous
supposons que Xn = X) et les equations de structure de Cartan [3] deviennent

(3.1a) dωa = -ωa

β A ωβ - ωa

n A ωn ,
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(3.1b) dωn = -ωn

a A ωa ,

(3.1c) dωa

β = -ωa

r A ωr

β - ωa

n A ωn

β + Hωa A ωβ ,

(3.1d) dωa

n = -ωa

β A ω{ + Nωa A ωn ,

oύ a, β, γ < n et

(3.2) ω\X3) = δ), ω) = Γ ' X , aή ^ -ω{ .

Diίferentions (3.1c); il vient

(ωa

7 A ωr

δ — ωn

a A ωn

δ — Hωa A ωδ) A ωβ

+ ω? Λ (ωϊ Λ ωr

β + ω? Λ ωj + # V Λ α>0

+ (ωa

r Aωl- Nωa A ωn) A ωn

β - ωn

a A (ωβ

r A ωr

n - Nωβ A ωn)

+ dH A ωa A ωβ + H(-ωa

r A of - ωa

n A ωn) A ωβ

- Hωa A (~ωβ A ωr - ωβ

n A ωn) = 0 ,

c'est-a-dire,

(3.3) (N - H)(ωa A ωn

β + ωn

a A ωβ) A ωn + dH A ωa A ωβ - 0 ,

ou

(N- H)(Γn

rβω
a A a/ + Γn

ΐaω? A ωβ) A ωn

+ Hrω
r A ωa A ωβ + Hnω

n A ωa A ωβ = 0 ,

oύ dH = H^\ Done

(3.5) Hrω
r Λ f t ) f f Λ ^ = 0 .

La relation (3.5) implique Hγ = 0, γ < n, done

(3.6) dH = Hnω
n .

Si H n'a pas de points critiques, alors Xa(H) = Ha = 0 implique <Xα, grad Γ̂>
= 0, d'oύ il resulte que les champs Xu , Xn_1 sont tangents aux hypersur-
faces de niveau de la fonction H; done Xn = λ grad H, oύ λ est une fonction
C°° sur U.

En tenant compte de (3.6), la formule (3.4) devient

{(N - H)Γn

rβω
a A α/ + (N - H)Γn

raω? A ωβ

+ [(N - H)(Γn

aa + Γ»ββ) + Hn]ω« Λ ^ Λ ^ ^ O ,

d'oύ
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(3.7) Γΐf = 0, a,β<n, a Φ β ,

(3.8) Hn = (H

Si Γespace considere n'est pas a courbure constante, alors TV Φ H et (3.8)
implique

n " 0 t a t i O n

n-\ n-\

done

(3.10) Hn = 2(H- N)Γn'

Soit Σ une hypersurface de πiveau de la fonction H et L Γoperateur de
Weingarten associe. Alors

LXa = VxXn = ΠnXβ = -ΓnXa ,

e'est-a-dire

(3.11) LXa = -ΓnXa,

done Σ est une hypersurface ombilicale dont la courbure principale est la fonc-
tion (-Γn) .

Si R2 est le tenseur de courbure de la hypersurface Σ et {X, Y} est une base
orthonormee d'une facette plane tangente a Σ, nous avons

, Y)Y; X) = (R(X, Y)Y; X) + (X; LX)(Y; LY) - ((X; LY)f ,

done

(3.12) (R2(X, Y)Y; X) = H + (Γ*)2 .

En vertu du theoreme de Schur, on peut enoncer
Theoreme 3.1. Les hypersurfaces de niveau de la fonction H sont ombilicales;

elles sont des hypersurfaces integrales du systeme de champs {Xl9 , Xn_1}. Ces
hypersurfaces sont des espaces de Riemann a courbure constante egale a

H + (Γn)2.

Parce que la fonction H + (Γn)2 est constante sur les hypersurfaces de niveau
de H, il en resulte que les fonctions Γn et H ont les memes hypersurfaces de
niveau.

Si H est une fonction constante, alors Hn = 0 et la formule (3.10) nous
donne Γn = 0. Done

(3.13) FXaXβ = ΓlβXr , a 9 β , r < n .

II en resulte que si H est constante, alors les hypersurfaces integales du systeme
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des champs {Xί9 • •-,Xn_1} sont des sous-varietes totalement geodesiques a
courbure constante, egale a H.

Remarquons le fait que le systeme de champs {Xu , A^_J est complete-
ment integrable parce que

[Xa9 χβ] = ( Γ ^ - Γ'βa)Xr .

Diίferentions (3.Id), il vient

(3.14) dN A ωa A ωn + (N - H)ωa A ωn

β A ωn

β - 0 ,

d'oΐi, en ecrivant dN = Ntω\ nous avons

(3.15) Na = (H- N)Γn

na , α = 1, , * - 1 .

A Γaide de Γegalite

Xβ(Na) - Xa(Nβ) = (FXβXa - VxXβ\N) ,

on voit que la formule (3.15) implique

(3.16) Xa(Γn

nβ) - Xβ{Γn

na) = (Γ% - Γβa)Γlγ .

En tenant compte de (3.15), il resulte que dN est colineaire avec ωn si et seule-
ment si Γn

na = 0, c'est-a-dire, si et seulement si Xn est un champ geodesique.
Let formules ||grad H\\ = \Hn\tt(}ΛG) nous montrent que Xn est un champ

geodesique si et seulement si les fonctions H et ||grad H\\ ont les memes hyper-
surfaces de niveau on a alors

(3.17) ωn

a = Γnωa

et, en tenant compte de (3.Id) et (3.1a), nous avons

[dΓn - ( Γ n ) 2 ω n - Nωn] A ωa = 0 ,

d'ou

(3.18) Xn(Γn) - (Γn)2 + N.

Si Xn est geodesique et H = const., la formule (3.18) imqplique N = 0.
Si N = const., alors 1^ est un champ geodesique, done ||grad H\\ et H ont

les memes hypersurfaces de niveau. Alors il y a une fonction V e C°°, [1], de
sorte que

Xn = \~u~ grad H = grad V,
||grad//||

ou ωn = ί/F, et la formule (3.18) nous donne
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(3.19) — = dV.
(Γn)2 + N

Pour N = 0, en tenant compte de (3.19), nous obtenons

H = > 0 , k,k, = const.

{kdXV+kf

4. Proprietes des espaces QC

I. On sait [7] qu'un espace de Riemann pour lequel il existe (sur un voisi-
nage de chaque point) une base de champs de vecteurs telle que les composantes
Rίjkl a trois et a quatre indices soient nulles, a les classes caracteristiques
Pontriaguine nulles. Done, en tenant compte de Theoreme 1.1, il resulte

Theoreme 4.1. Un espace QC a les classes caracteristiques Pontriaguine
nulles.

Comme la classe d'Euler d'une variete de dimension n = 2k est donnee de

— (~ )
>*σ

(2π)kk! σ

oύ

Ω) = \Rh

jlrω
ι A ωr ,

il en resulte que dans le cas d'un espace QC nous avons

Ωa

β = Hωa A ωβ , Ωn

β = Nωn A ωβ ,

done

e(M) = ( - 1 ) " Hk~ιN Σ ^(oa{2) A ωσil) A Λ ωσ(2k) A ω°{2k~l)

(2π)kkl

d'oύ

On sait, aussi, que la valeur de la classe d'Euler sur la classe fondamentale
d'homologie est egale a la caracteristique d'Euler χ(M) de la variete. Evidem-
ment que la premiere partie de Γhypothese (1.17) implique χ(M) = 0.

II. Pour un espace QC les composantes du tenseur derive de courbure sont
donnees par les formules

{VxR)βanβ = (H- N)Γnδva ,
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(VXυR)ίjkt = Xv(Rίjkt) , dans le cas complementaire .

Parce que H = const, implique Γn = 0, il en resulte
Theoreme 4.2. Soit M un espace QC. Λlors Γespace M est local symέtrique

si et seulement si H = const, et N — const.
III. Soit p € M; alors, la condition R(X, Y)Z = 0, pour tous Y9 Z e Mp9

implique

X-N = 0 , X*H = 0 .

II en resulte que si Â  Φ 0, H Φ 0, alors, pour chaque point p e M, Γindex
de nullite est egale a zero [6].

En tenant compte que

R(Xa, Xn)Xn = NXa , R(Xa, Xβ)Y = H(Y?Xa - Y*Xβ) ,

il en resulte que Γespace considere n'a pas de distributions invariantes par
toutes les transformations R(X; Y).

En vertu d'un theoreme de Tanno [6], nous obtenons
Theoreme 4.3. Si M est un espace QC et N Φ 0, H Φ 0, alors M est un

espace irrέductϊble.

5. Champs Jacobi

Soit (M, < )) un espace de Riemann, p, q <= M, et Ω Γensemble des chemins
differentiables par morceaux qui lient les points p et q.

Rappelons que la fonction "energie" E est egale a E], ou

— t dt , ωeΩ , 0 < a < b < 1 .
dt

Soit γ une geodesique et

la forme de Hesse de la fonction E. On sait [4] que

oύ f est le champ de vecteurs tangents au chemin γ, et Δt est le saut en t.
Aussi, on sait que Γindex de E^ est egal a la plus grande dimension d'un
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sous-espace de TΩr pour lequel E^ est negatif deίini.
En utilisant Γidee de la demonstration d'un theoreme de Myers [4], nous

allons etablir
Theoreme 5.1. Supposons que M est un espace QC de sorte que le champ Xn

est gέodέsίque. Soit γ un chemin integral de Xn et p = γ(0), q — γ(l). S'il y a
r > 0 aίnsί que

! = mr)>πr, N{t)>r~\ yt e [0, 1] ,

et, de plus, γ(t) nfest pas conjuguέ a p pour t e (0, 1), alors:
(i) p et q sont conjugues le long de γ,
(ii) index (p; q) = n — 1.
Evidemment, L\(γ) dέsigne la longueur de Γarc [0, 1].
Preuve. Soit {P%)i=u...,n une base orthonormee de champs de vecteurs paral-

leles le long de γ ainsi que γ = IXn, oύ Pn = Xn.
Soit

Wa(t) = (sin πt)Pa(t) , a = 1, , n - 1 .

Alors

EUWa, Wa) = -

= - 2 J[ (sin πt)2γ - PR(Pa, Xn, Xn,

Les conditions du theoreme impliquent

E**{Wa9Wa)<09 a = 1, . . . , * - 1 ,

et, comme

on en deduit immediatement Γaffirmation du theoreme.
Corollaire 5.1. La dimension de Γespace des champs Jacobί quί s'annullent

dans p et q est (n — 1); done, cette dimension est maxime.

6. Commentaires

Une premiere question qui se pose est celle de determiner la metrique d'un
espace QC, du moins pour certains cas particuliers, en utilisant le fait que les
hypersurfaces de niveau de la fonction H sont des espaces a courbure constante
H + (Γn)2.

On peut, aussi, renoncer a la premiere partie de la condition (1.17), en sup-
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posant que le champ distingue X a des zeros, ce qui complique la situation.

Par exemple, nous ne savons pas si les classes caracteristiques Pontriaguine

restent nulles.

II faut mentionner encore la possibility de considerer des situations plus

generates dans lesquelles sont satisfaites seulement une partie de conditions

(1.5), (1.7), (1.9), et (1.12), , (1.15). Ainsi, Γexistence d'une fonction type-

verseur ombilicale, [1], assure la realisation de la condition (1.7). Par une fonc-

tion type-verseur on comprend une fonction reguliere/e F(M) de sorte que les

functions/et | |grad/|| aient les memes hypersurfaces de niveau. Une application

interessante de ces functions je trouve en ce qui concerne les changements

conformes nonhomothetiques de metrique qui conservent le tenseur de cour-

bure [2], ou dans Γetude des espaces de Riemann a courbures planes de meme

signe [5].
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