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APPLICATIONS HARMONIQUES DE SURFACES
RIEMANNIENNES

LUC LEMAIRE

1. Introduction

Soient M, g et M\ g' des varietes riemanniennes connexes, de classe C°°, de
dimensions n et n\ eventuellement a bord (les bords etant alors notes dM et
dM'). Nous supposons toujours ces varietes compactes. Nous definissons les ap-
plications harmoniques de M dans Mf en suivant [10]:

(1.1) Definition. L'energie d'une application / e C°°(M, M') est definie par

E(f) = f e(f)vg ,
J M

oύ e(f) = j\df\2 est la densite d'energie de / en un point.

Dans des systemes de coordonnees locales {Λ4} et {ua} sur M et M', e(f) =

WΛfίg'aβOiif^df ldx'.
(1.2) Definition. Une application fe C°°(M, Mf) est harmonique ssi elle est

point critique de la fonction E.
Dans des systemes de coordonnees locales, notons

fa d / pk ra

la derivee covariante seconde de /, et Δfa — gίjfΐj le laplacien de fa.
(1.3) Proposition [10]. Une application f est harmonique ssi elle verifie les

equations d'Euler Lagrange

τ(fY = Δf + gVΓ'tiflftfi = 0 .

τ(f) est appelέe la tension de f.
Une question classique du calcul global des variations est la suivante: toute

classe d'homotopie d'applications de M dans Mr contient-elle un representant
harmonique?

Pour les varietes sans bord, cette question s'est posee quand J. Eells et J.
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Sampson ont montre qu'il en est ainsi lorsque la courbure sectionnelle de M'
est negative ou nulle [10].

Ce resultat a ete etendu au cas des varietes a bord par R. Hamilton [12].
En faisant la meme hypothese sur la courbure de Mf et en supposant dMf

convexe ou vide, il a etabli Γexistence d'un representant harmonique dans toute
classe d'homotopie relative a un probleme de Dirichlet ou a un probleme de
Neumann.

Nous etudions ce probleme d'existence, essentiellement dans le cas des sur-
faces.

Pour les varietes a bord (probleme de Dirichlet) nous donnons une reponse
negative a la question generale d'existence, en exhibant une classe d'homotopie
relative a un probleme de Dirichlet ne contenant pas de representant har-
monique (§ 3).

Pour les varietes sans bord, nous etudions le cas des surfaces orientables,
et nous obtenons divers theoremes d'existence, complets lorsque le genre de
Mf est positif (§ 7) ou celui de M, nul (§ 8), et partiels lorsque le genre de M
est positif et celui de Mf nul (§ 10 et 11). Un exemple recent de /. Eells et
J. Wood [11] montre d'ailleurs qu'il n'y a pas toujours existence dans ce dernier
cas, ce qui donne une reponse negative a la question generale d'existence dans
le cas des varietes sans bord.

Au § 13, nous posons la question suivante, separant les aspects riemannien
et topologique du probleme: etant donnees deux varietes M et Mf et une classe
d'homotopie H d'applications de M dans M', peut-on trouver des metriques
sur M et Mf pour lesquelles H contient un representant harmonique? Nous
donnons une reponse complete a cette question dans le cas des surfaces o-
rientables sans bord.

Les methodes que nous utilisons dans ce travail sont basees sur deux types
de proprietes liees a la dimension 2: les liens entre applications harmoniques
et conformes et les proprietes des applications de classe L\. Ces applications
ne sont pas continues (le theoreme de plongement de Sobolev ne s'appliquant
a L\ qu'en dimension 1) mais elles veriίient des conditions proches de la con-
tinuite, suffisantes pour etablir la regularite des minima de Γenergie.

Les resultats de cet article ont fait Γobjet de la these [17], et certains d'entre
eux ont ete annonces dans [15] et [16].

Je tiens a remercier vigoureusement Monsieur James Eells pour Γaide es-
sentielle qu'il m'a apportee durant toute la preparation de ce travail.

2. Applications harmoniques et conformes de surfaces

Notons A* Γapplication induite par h <= C°°(M, Mf) sur les champs de tenseurs
co variants.

(2.1) Definition. Nous dirons qu'une application h: M—> Mr est conforme
s'il existe sur M une fonction μ de classe C°°, positive ou nulle et telle que



APPLICATIONS HARMONIQUES 53

h*g' = μg .

En coordonnees locales, cette condition s'ecrit

hΐhϊgiβih) = μgυ .

(2.2) Remarque. Cette definition n'est pas tout-a-fait usuelle. En effet,
nous admettons ici la possibilite que μ s'annule. Une application conforme en
ce sens n'est done pas necessairement une immersion.

En utilisant cette definition, nous allons preciser les resultats du paragraphe
4 (B) de [10] et du paragraphe 5 de [5]. Rappelons que n et n' designent les
dimensions de M et M'.

(2.3) Proposi t ion. S i n = nf = 2, toute application conforme h:M —> Mf

est harmonique.
Demonstration. Dans un ouvert oύ μ Φ 0, ce resultat est demontre dans

[10]. On ne peut done avoir τ(A) Φ 0 et μ{h) Φ 0 dans un ouvert. Supposons
maintenant τ non identiquement nulle. τ est done non nulle dans un voisinage
V d'un point. Dans V, μ ne peut etre identiquement nulle, sans quoi A serait
constante et τ nulle. μ est done non nulle dans un voisinage U d'un point de V.
Dans U Π V, on a μ Φ 0 et τ Φ 0, ce qui est impossible.

(2.4) Definition. Le volume d'une application h: M —> Mf est defini par

v(h) = I
1/2

vgdetg

(2.5) Proposition. Soίt n = 2. P<?wr ίowί A € C°°(M, M')9

V(h) < E(h) .

II y a έgalίtέ ssί h est conforme.
Cette proposition est demontree dans [10]. Remarquons toutefois que Γegalite

V(h) = E(h) n'implique pas que A soit une immersion, la fonction μ de la
definition (2.1) pouvant s'annuler.

La proposition suivante est utilisee de maniere essentielle dans la suite:
(2.6) Proposition [10]. Soient n — 2 et A:M —> M un diffέomorphisme con-

forme. Pour tout f € C°°(M, MO,

De plus, f oh est harmonique ssi f est harmonique.
Supposons maintenant que M et Mf sont des surfaces orientables. M et M'

peuvent alors etre munies de structures complexes par rapport auxquelles les
metriques g et g' sont hermitiennes. II suffit pour cela de definir la multipli-
cation par i dans un plan tangent comme rotation d'un quart de tour par rap-
port a la metrique (cf. p. ex. [2, p. 299]). Dans ce contexte, nous avons
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(2.7) Proposition. Solent n = rϊ = 2. Toute application f: M —> Mf con-
forme et non constante est soίt holomorphe, solt antί-holomorphe.

En effet, en chaque point, / est holomorphe ou antiholomorphe (si df Φ 0,
ceci decoule de la conformite au sens usuel). Si/est holomorphe sur un sous-
ensemble de M et anti-holomorphe sur son complement, on veriίie que / a un
zero d'ordre inίini en tout point de la frontiere entre ces deux regions, et il en
decoule que/est constante [1], [24].

En utilisant la structure complexe sur M, on peut etablir le resultat suivant.

(2.8) Theoreme. Solent M une surface dίjfέomorphe a la sphere S2, et Mr

une varlέtέ quelconque. Toute application harmonlque f: M —* M' est conforme.

Ce theoreme est base sur Γunicite de la structure complexe sur S2, et est
demontre dans [5] dans le cas oύ/est une immersion. On verifie que cette de-
monstration s'etend au cas o ύ / e s t une application differentiable.

Le corollaire suivant a ete obtenu directement et independamment par J.
Wood [27], [28].

(2.9) Corollaire. Solent M et Mf des surfaces de Rlemann, M de genre 0.
Toute application harmonlque de M dans Mr est solt holomorphe, solt anti-holo-
morphe.

APPLICATIONS HARMONIQUES DE VARIETES A BORD

Dans les trois paragraphes suivants, M et Mf sont des varietes rieman-
niennes et le bord de M est non vide.

3. Probleme de Dirichlet

Nous donnons une reponse negative a la question de Γexistence, dans le
cas du probleme de Dirichlet.

(3.1) Theoreme. // exlste deux varietes, un probleme de Dirichlet et une
classe d'homotople relative a ce probleme ne contenant pas de reprέsentant
harmonlque.

Ce theoreme decoule du resultat suivant:

(3.2) Theoreme. Solent M une surface compacte contractile a bord et Q
un point de Mf. SI f.M -+ Mf est solution du probleme de Dirichlet \

r(/) = 0 sur M,

f = Q sur dM .

Alors f est constante et de valeur Q.

Pour voir que (3.2) implique (3.1), choisissons comme variete Mr la sphere
S2, et considerons la classe des applications de M dans Mf constantes sur dM
et de degre 1 dans Γinterieur de M (cf. definition 8.1). Cette classe est non
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vide et ne contient pas d'application harmonique car Γapplication constante
n'en fait pas partie.

Demonstration de 3.2. Soit/une solution du probleme de Dirichlet donne.
Nous allons montrer successivement que / est conforme, qu'elle a un zero
d'ordre inίini en tout point de dM et qu'elle est constante.

(a) f est conforme. Nous utilisons une methode de R. Courant [6].
La surface M est conformement equivalente a un disque du plan, et une

transformation conforme preserve les applications harmoniques (proposition
(2.6)). Nous pouvons done supposer que M est un disque de rayon 1. Soient
(x, y) des coordonnees euclidiennes sur ce disque. Pour toute fonction ψ sur
Λf, nous notons φx et φy les derivees de φ.

Nous allons definir une variation de Γapplication / ne portant que sur sa
representation parametrique. Pour cela, considerons une variation du domaine
M de la forme

oύ

(3.3) x' = x - ελ(x,y) , y' = y - εμ{x,y) .

λ et μ sont des fonctions a derivees bornees, et ε est suffisamment petit pour
que ρ{ε) soit une bijection. Considerons la fonction variee

h =f°Pω

L'energie de h vaut

E(h) = \ \ g'aβ(h(x\yf))(hlM> + h«y,Wy,)dx'dy' ,
2 JPW(M)

d(χ,y)

Cette expression peut etre calculee explicitement grace a (3.3), et il vient

E(h) = E(f) + j-V + 0(ε2) ,

oύ



56 LUC LEMAIRE

n» V =\ [0>(λa - μv) + Ά(lv + μx)]dxdy ,

— gf fafβ_ p' fafβ ΰ) _ Off' fa fβ
gaβj XJ x gaβj yj y , -£ ^gaβj xj y

Pour montrer que / est conforme, il suffit de montrer que & = Ά — 0.
Comme/est point critique de Γenergie pour un probleme de Dirichlet, nous

savons que V = 0 pour toute variation fixant le bord (c'est-a-dire telle que λ
et μ soient nulles sur dM), mais cela ne suffit pas pour demontrer que 0> et
J sont nuls. Nous sommes done amenes a considerer des variations pω ne
fixant pas le bord, et nous montrons que V est egalement nulle pour une telle
variation.

Soit η > 0. Si ε est suffisamment petit, pω est une bijection, le bord de
pω(M) est situe dans la couronne delimitee par les cercles de rayon 1 — η et
1 + η et sa longueur est comprise entre 2ττ(l — η) et 2τr(l + η). Notons z = x
+ iy la variable complexe sur M. Soit Φω Γhomeomorphisme conforme de M
sur pω(M) verifiant Φ(o(0) = 0 et Φωz(0) > 0. Φ ( e ) existe par le theoreme de
representation de Riemann. Par un theoreme de Bieberbach et Landau [3, p.
136], Φ(ε) verifie sur M Γinegalite

|Φ(e)(z) - z\ < Aπ^ϊη .

Lorsque ε tend vers 0, Φω converge done uniformement vers Γidentite. Les
Φ(e) etant holomorphes, cette convergence est C°°. La famille d'applications
@ω° Pi*) definit done une variation C°°.

Cette variation fixe globalement le bord de M et preserve le probleme de
Dirichlet defini par/(dM) = Q. La. variation premiere de EIQ long de Φ^ o ^ ( O

est done nulle en ε = 0. Comme Γenergie est preservee par la transformation
conforme Φ ( ε ), il en decoule que V = 0 pour la variation pω.

Par le lemme fundamental du calcul des variations, pour montrer que 0* — 0,
il suffit de montrer que pour tout H € C°°(M),

J
= 0 .

M

Par la forme de V donnee en (3.4) et la relation V = 0, il suffit d'etablir que
pour tout H, le systeme

(3.5) λx-μy = H,

(3.6) λv + μx = 0

admet une solution sur M. Pour cela, considerons la forme

F = λdx — μdy .

En vertu de (3.6),
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dF = — λydx A dy — μxdx A dy = 0 .

Par le lemme de Poincare, la forme F est exacte, et

F= dw .

Done λ = wx, μ = — wy et par (3.5),

Δw — w ^ + wvv = λx — μy = H .

Cette derniere equation admet une solution par exemple pour des donnees de
Dirichlet nulles (cf. par ex. [7, p. 365]). Le couple wx et — wy fournit la solu-
tion cherchee au systeme (3.5) (3.6).

On demontre de meme que £t = 0.
Remarque. Pour demontrer que / est conforme, nous avons utilise le fait

que M est simplement connexe et la forme particuliere du probleme de Dirichlet.
Des exemples montrent que ces hypotheses ne peuvent etre supprimees. Pour
la premiere, cela decoule de Γexemple (5.1) et pour la seconde, de la conside-
ration d'une application affine d'un disque dans une ellipse.

(b) / admet en tout point du bord un zero d'ordre ίnfinί. Nous entendons par
la qu'en un point du bord, toutes les derivees de /s'annulent. On peut par ailleurs
choisir une carte locale sur Mf telle que / soit egalement nulle en ce point.

Considerons sur le disque (moins son centre) des coordonnees polaires (r, θ),
r <= (0,1], θ e [0, 2π). Soit P un point de dM. En ce point, les donnees de
Dirichlet impliquent

(3.7) Άp) = 0 v* .
σcr

Comme / est conforme,

0.8) unψ- ψ*n = un^ ^e
or or

(3.7) et (3.8) impliquent que

df (P) = o .
dr

Nous procedons des lors par induction. Supposons que yb < t, ya = 0, , b,

^Jl (P) = 0 .

Nous montrons que ys < t + 1,
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°_ J (P) = 0 .

Pour cela, derivons (3.8) It fois par rapport a θ et plaςons nous au point P.
Toutes les derivees d'ordre inferieur s'annulent par Γhypothese d'induction, et

Done {dt+ιfaldθιdr){P) = 0.
On derive alors (3.8) successivement par rapport a

dru .

En utilisant chaque fois les hypotheses d'induction et les resultats de la deri-
vation precedente, il vient

drt
= 0 ,

ce qui acheve la demonstration du point b.
(c) / est constante. Considerons un disque D de rayon R > 1 concentrique

a M. Soit IF'Q Γapplication de D dans Mf definie par

Q\M — j •> ^ Q\D\M = Q

Cette application est harmonique et C°° puisque toutes les derivees de/valent
zero en tout point de dM. Comme elle a des zeros d'ordre infini en tout point
tel que r € [1,R)9 elle est constante par un resultat de J. Sampson [24], [1]. /
est done constante, ce qui demontre le theoreme (3.2).

La proposition suivante montre qu'une famille d'applications harmoniques
ne depend pas necessairement continument de ses donnees de Dirichlet, et que
le probleme d'existence peut etre transforme completement par une modification
continue des donnees au bord.

(3.9) Proposition. Soient M un disque de rayon π et Mf une sphere. Munίssons
M et Mf de coordonnees polaίres (r, θ) et (R, θ). Pour tout ε > 0, il existe une
application harmonique fε:M —> Mf telle quef(π,θ) = (π — ε,θ) et dont Γimage
couvre {(R,Θ)\R < π - e}.

Dans le cas oύ ε vaut 0, le theoreme (3.2) montre qu'une application har-
monique telle que f(π, θ) = (π, θ) ne couvre pas M'.
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Demonstration. II suffit de montrer qu'il existe une application conforme
verifiant ces conditions. Les metriques sur M et Mf s'ecrivent

0 r1) \0 sin2iί,

Une application de la forme (r, θ) -» (R(r), θ) est done conforme ssi elle verifie

dR sin R

dr r

En integrant cette equation, il vient

dRCπ dr_ = Γ*- d

Jr r JR ύύnR

d'oύ

R = 2 arc tg (ar) , oύ a = — tg
π 2

L'application fs: (r, ̂ ) —> (R(r),θ), definie par cette fonction remplit les condi-
tions de Γenonce.

4. Probleme de Neumann

(4.1) Theoreme. Soίt M une surface compacte contractile a bord. Notons dj
la dέrivέe normale de f:M —> Mf le long de dM. Toute application f solution
du probleme de Neumann:

τ(/) = 0 sur M ,

dj == 0 sur 3M

est constante.
Demonstration. Comme pour le theoreme (3.2), nous montrons qu'une solu-

tion de ce probleme est conforme et qu'elle a un zero d'ordre infini en un point.
Soit / une solution. Supposons que par une transformation conforme, M

est representee par une demi-sphere, munie de coordonnees polaires (r, θ),
r € [0, JTΓ], θ e [0, 2π). Le bord dM est la courbe r = \π.

Soit N la sphere entiere, et ίF l'application de iV dans Mf definie par

&\M = f, &(r,θ) = f(π - r, θ) sur N\M .

L'application J^ est harmonique et C°° sauf peut-etre le long de la ligne r = \π.
Le long de cette ligne, la forme de !F et la relation d^jdr = dj = 0 im-
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pliquent que ^ est de classe C2. Par la proposition dans [10, p. 117], J^ est
de classe C°°.

Par le theoreme (2.8), IF est conforme.
Le long de r = \π, la conformite de 3F et la relation d^/dr = 0 impliquent

que d^/dθ = 0. J ^ ^ est done constante, et / est solution du probleme de
Dirichlet du theoreme (3.2). La demonstration s'acheve done comme celle de
ce theoreme.

5. Surfaces non simplement connexes

Les theoremes (3.2) et (4.1) sont bases sur Γunicite de la structure complexe
sur un disque ou une sphere. Nous verifions par un exemple qu'ils ne s'eten-
dent pas au cas des surfaces non simplement connexes.

(5.1) Exemple. Soient M — [— a, a] X S1 un cylindre et M' = S2 une
sphere, avec leur metrique standart. II existe des applications harmoniques
solutions non constantes du probleme de Dirichlet fldM = Q ou du probleme
de Neumann dvfldM = 0.

Demonstration. Considerons sur Mdes coordonnees euclidiennes x e[— a,a]
et y € [0,2π) et sur M' des coordonnees polaires (r, θ). Une application de M
dans Mf de la forme f(x, y) = (F(x), y) est harmonique ssi la fonction H — IF
verifie Γequation d'un pendule simple [25]

s i n i / 0 .
dx2

Pour toute valeur de a, une valeur de Fenergie du pendule lui confere un
mouvement revolutif de periode a. Ceci correspond a une solution non con-
stante du probleme de Dirichlet f]dM = (0,^).

Pour a > \π, une valeur de Fenergie confere au pendule un mouvement
osculant de periode 4a, qui correspond a une solutien du probleme de Neumann.
(Si a < \π, les seules solutions du probleme de Neumann de la forme prescrite
envoient le cylindre sur Fequateur ou sur un pole.)

APPLICATIONS HARMONIQUES DE SURFACES SANS BORD

Dans tout ce qui suit, M et M' sont des surfaces compactes, orientables,
sans bord. Leurs genres sont notes p et p'.

6. Suites minimisantes

Nous allons etablir des theoremes d'existence pour des applications har-
moniques entre surfaces, en utilisant une methode directe du calcul des va-
riations. Pour cela, nous construisons une suite minimisante pour Fenergie dans
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une classe d'homotopie donnee. Nous souhaitons etablir que cette suite con-
tient une sous-suite convergente, que la limite de cette sous-suite est de classe
C°° et est dans la meme classe d'homotopie que les elements de la suite.

Rappelons la definition de l'espace de Sobolev L\{M, Mf) [22].
(6.1) Definition. Une application /: Af -> RN appartient a L\(M, RN) ssi | / |

et \df I sont de carre sommable.
La norme L\ de/est definie par

ii = f
J M

Pour definir l'espace L\(M, M'), on considere un plongement riemannien de
Mf dans RN (un tel plongement existe si N est suffisamment grand [23]).

(6.2) Definition. f:M -* M' appartient a L\{M, Mf) ssi sa composee avec le
plongement de Mf dans RN est dans L\{M, RN).

Comme d'habitude, nous entendons par application de classe L\ une classe
d'applications a distances L\ nulles les unes des autres, et nous disons que / est
(par exemple) continue si un element de cette classe est continu.

L'espace L\(M, Mf) apparait naturellement dans Γetude des applications
harmoniques entre varietes compactes. En effet, Γenergie (1.1), contrδle la
norme L\ de Γapplication.

(6.3) Proposition. Toute suite minίmisante pour E contίent une sous-suite (fr)
convergeant faiblement vers une application f de L\. Uέnergie de la limite verifie

E(f)<\immfE(fr).

Demonstration. Une suite minimisante pour E est un ensemble borne de
LI. Par [8; (12, 15, 10)] un tel ensemble contient une sous-suite convergeant
faiblement.

D'apres [8; (12, 15, 8)], une norme hilbertienne est semi-continue inferieure-
ment pour la convergence faible. L'inegalite E(f) < lim inf E(fr) s'obtient done
en considerant E comme une norme equivalente a la norme L2 sur Γensemble
des derivees de fonctions de LI.

Lorsque la dimension de M vaut 1, le theoreme de plongement de Sobolev
implique que cette convergence est uniforme, et la limite de la suite, continue,
ce qui permet d'etablir Γexistence d'une geodesique dans toute classe d'homo-
topie de courbes fermees.

En dimension 2, il n'en est pas de meme: le theoreme de Sobolev ne s'ap-
plique plus et la convergence etablie en (6.3) n'est pas necessairement uniforme,
comme le montre Γexemple suivant le theoreme (3.2). De plus, une application
de classe L\ n'est pas necessairement continue.

Neanmoins, si / minimise L'energie sur tout sous domaine de M, un resultat
de C. Morrey montre que / est de classe C°°. Ce resultat s'appuie sur la pro-
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position suivante, qui limite les discontinuites que peut presenter une applica-
tion de classe L\ en dimension 2.

(6.4) Definition. Une application d'un segment dans M' est absolument con-
tinue ssi yε > 0, 3d tel que

lorsque les intervalles (X,*") sont disjoints et J]σ (x" — x'σ) < δ.
La notation | — | designe ici la distance riemannienne sur Mr.

(6.5) Proposition [21]. Si f est absolument continue, sa dέrivέe existe presque
partout et la longueur de la courbe f(x) est έgale a Γίntέgrale de la norme defx.

(6.6) Proposition. Soientf e Ll(M, M') et U une carte locale de M munie de
coordonnέes (x, y). La classe f peut etre reprέsentέe par une application—que
nous noterons έgalement f—telle que pour presque toute valeur de x (ou y), fsoit
absolument continue en y (ou x). f peut etre dέfinίe presque partout comme la
dέrίvee de Lebesgue de

ίto . + f l x W 4 + q ^ ^ '

oύ f est un reprέsentant quelconque de la classe.

Demonstration. Cf. [22, lemme 3.1.1 et theoreme 3.1.8].

Remarque. Dans la suite, / designera toujours ce representant particulier de

Γapplication.

Nous allons etablir divers theoremes d'existence, dependant des genres p et

/de¥et M'.

7. p > Up' > 1

(7.1) Theoreme. Si p > 1 et p' > 1, toute classe dΊiomotopie d'applications
de M dans Mf contient un reprέsentant harmonique rέalίsant le minimum de
Γenergie dans la classe.

(7.2) Remarque. La demonstration qui suit est valable dans le cas des sur-
faces non orientables. Dans ce cas, on suppose que M et Mf ne sont ni une
sphere, ni un plan projectif.

Demonstration. Considerons dans la classe d'homotopie donnee une suite
minimisante pour Γenergie, et soit (fr) une sous-suite convergeant faiblement.

Notons U et Uf les revetements universels de M et M\ et Π et Πf les pro-
jections. Nous munissons U et U' des metriques Π*g et Π'*g''.

U etant simplement connexe, Γapplication fr:M —• Mr se releve en une ap-
plication fr:U —> U/ lorsqu'on choisit Γimage fr(P) d'un point P de M dans
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t / - ^ > U'

"I
M

l "
fr

Soit Πλ{M) le premier groupe d'homotopie de M. Un element γ de ce groupe
peut etre identifie a un automorphisme du revetement. Par construction, fr

verifie les relations

oύ fr^:
Un autre choix de fr(P) conduit a une application verifiant les memes rela-

tions, fr^(γ) etant remplace par afr*(γ)a~\ oύ a est un element de Π^M').
D'autre part, les classes d'equivalence {af*a~ι\a € Πx{Mf)} parametrisent les
classes d'homotopie d'applications de M dans M' [14, p. 106]. Comme les fr

sont homotopes entre eux, les / r γ associes sont conjugues et en normalisant
le choix des fr(P), nous pouvons imposer que yr, /rsK = jf1H{. Tous les fr veri-
fient done les relations

et il en decoule que Γapplication / = lim fr verifie

(7.3) ?or = ?i*(r)°? Vγe

Soit A Γensemble des applications h: U —> Vf de classe L\ sur tout domaine
fundamental et satisfaisant (7.3) (oύ / est remplace par h). Pour h e A, nous
posons $(h) = E{h), oύ h est la projection de h. Pour poursuivre, nous modi-
ίions la construction ci-dessus en prenant directement une suite minimisante
Qr) pour £ dans A. En utilisant [22, (9.4.22)] et (6.3), on verifie qu'apres nor-
malisation une sous-suite converge faiblement sur tout domaine fundamental
vers une limite / minimisant £ dans A.

Soient P un point de U et c une constante positive. Par la proposition (6.6),
pour presque tout r < c, f est absolument continue sur le bord du disque centre
en P et de rayon r.

Prenons r suffisamment petit pour que D Π γD = 0, yγ e Π^M). Nous
allons voir que flD est un minimum de E parmi les applications h sur D veri-
fiant A|32) = f]dD.

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. II existe done une application H.D —> U/

telle que HldD = fldD et ED{H) < ED(f). Pour tout γ e Π^M), on definit sur
^Z) Γapplication i/ = f1^.(γ)Hγ~1. Considerons Γapplication JF egale a Ή dans
U r γD et a / ailleurs. f̂7 est de classe L? sur un domaine fundamental, elle verifie
les relations (7.3) (oύ / est remplace par tf) et &(JF) < δ(])> ce qui contredit le
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fait que / minimise $ dans cette classe. / minimise done Γenergie sur D parmi
les applications coϊncidant avec / sur 3D.

Nous verrons au paragraphe 12 que ce fait implique que / est de classe C°°.
Comme / verifie les relations (7.3), Γapplication / = lim fr qui est la pro-

jection de / est dans la classe d'homotopie donnee.
Remarque. Dans: The existence of minimal immersions of twospherer, Bull.

Amer. Math. Soc. 83 (1977) 1033-1036, J. Sacks et K. Uhlenbeck ont annonce
une autre demonstration de ce theoreme en supposant que M est une surface
compacte et Mr une variete compacte a deuxieme groupe d'homotopie nul.
Remarquons que la demonstration donnee ici s'applique telle quelle a cette
situation.

8. p = 0

Pour classifier les applications d'une surface dans une sphere, nous utiliserons
la notion de degre [20].

(8.1) Definition. Le degre Q) d'une application / entre surfaces orientees est
defini par

s i g n e d e t | # ( P ) | ,
Q)

oύ Q est une valeur reguliere quelconque.
On verifie [20, p. 27] que ce nombre est independant du choix de Q.
(8.2) Theoreme de Hopf [20, p. 71]. Si Mf est une sphere, le degre parametrise

les classes d'homotopie d'applications de M dans M'.
(8.3) Remarque. Le degre d'une application peut etre positif, negatif ou nul.

Si le degre est negatif, un changement du choix de Γorientation sur Mf le rendra
positif. Dans la suite, nous enoncerons toutes les propositions dans le cas d'un
degre positif, Γanalogue pour les degres negatifs en decoulant par un change-
ment d'orientation.

(8.4) Theoreme. Soit p = 0. Toute classe d'homotopie d'applications de M
dans M' contient un reprέsentant harmonίque qui realise le minimum de Γenergie
dans la classe. Si pr > 1, toute application harmonique est constante. Si p' = 0,
une application harmonique peut s'έcrire—moyennant le choix de structures com-
plexes et de variables complexes z et zf sur M et Mf—sous la forme:

(8.5) f(z) =
j=0

Remarques. Comme annonce en (8.3), les applications de degre negatif
correspondent a Γautre orientation sur M'. Dans ce cas, la fonction f(z) ne
sera pas rationnelle en z, mais en z, et sera anti-meromorphe.

Comme le corollaire (2.9) dont il decoule, ce theoreme a ete obtenu inde-
pendamment dans [28].
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Demonstration. Soient/? = 0, pf > 1. Toute application de M dans Mf est
homotope a une constante, ce qui etablit Γexistence. D'autre part, toute ap-
plication harmonique est conforme (theoreme (2.8)). Nous ne modiίions done
pas le probleme en eίfectuant une transformation conforme de M\ et nous
pouvons supposer que M' est plate (si p' = 1) ou de courbure sectionnelle
negative (si// > 2). Un theoreme de P. Hartman [13] affirme que dans ce cas,
Γenergie n'a qu'une valeur critique par classe d'homotopie, dans ce cas-ci la
valeur zero. Toute application harmonique est done constante.

Remarque. Le fait que des applications holomorphes homotopes entre elles
ont meme energie decoule egalernent de [18, § 17].

Soient p = 0, p' = 0. Par le corollaire (2.9), une application harmonique
est holomorphe ou anti-holomorphe pour les structures complexes associees
a g et g''. En prenant eventuellement la structure conjuguee sur Mf (ce qui
change Γorientation) nous pouvons supposer / holomorphe. Considerant M'
comme la sphere de Riemann, / peut etre vue comme une fonction mero-
morphe sur M, et une telle fonction est rationnelle [26]./peut done s'ecrire
sous la forme (8.5). Le degre de / est le maximum de r et s, et tout degre
(positif) peut etre ainsi realise. L'energie de / est son degre multiplie par le
volume de Mr.

9. p > 1, pf = 0: Nonexistence

Dans le cas p > 1, p' = 0, la situation est tout-a-fait differente, Recemment,
J. Eells et J. Wood ont demontre le resultat suivant [11].

(9.1) Theoreme. // rty a pas d'application harmonique de degre 1 d'un tore
dans une sphere.

Ce resultat constitue le premier theoreme de nonexistence pour des varietes
sans bord.

Pour d'autres valeurs de p, la proposition suivante montre que les methodes
usuelles du calcul des variations ne pourront etre appliquees telles queues.
Par communication orale, K. Uhlenbeck a annonce avoir obtenu le meme
resultat.

(9.2) Proposition. Si p > 1,// = 0, Γenergie n'atteint pas son infimum dans
la classe des applications de degre 1.

Demonstration. Nous montrons d'abord que Pinfimum de E dans cette classe
est le volume de Mr: V(Mf). Comme toute application / de degre 1 est surjective,
la proposition (2.5) implique que E{f) > V(f) > V{Mf). II reste done a
montrer que Vε > 0, il existe une application fε: M —> Mf de degre 1 telle que

(9.3) E(fε) < V{Mf) + ε .

Soient D un disque de M, et h une application de D sur Mf envoyant 3D sur
un point Q et bijective dans Γinterieur de D. Par le theoreme 1.2 de [21], pour
tout ε > 0, la surface h{D) peut etre representee par une application f[ d'un
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disque dans M', verifϊant sur ce disque la condition E(f'ε) < V(M') + ε. Par
une transformation conforme, nous pouvons supposer que ce disque est D.
L'application definie par

f - if d a n s D

dans M\D

est de degre 1 et verifie la condition (9.3).

Supposons maintenant qu'une application / de degre 1 realise le minimum
de Γenergie./verifie done E(f) = V(f). Par la proposition (2.5), /est conforme,
et done holomorphe. Une telle application devrait etre un diffeomorphisme
de M sur M\ ce qui est impossible.

Remarque. Pour des degres > 1, la meme demonstration etablit qu'un
minimum de Γenergie ne peut etre realise que par une application holomorphe.
Nous allons voir que pour certains degres, de telles applications existent.

10. p > 1, p r = 0 : Applications holomorphes

(10.1) Proposition. Solent p>\ et p r = 0.
( i ) V^ > p + 1,H existe une application holomorphe de M dans M' de degrέ

(ii) Si p > 2, il en est de meme pour au moίns une valeur <2) telle que 2 < @

<P
(iii) Toujours pour p > 2, et quelles que soίent la ou les valeurs obtenues en

(ii), // existe au moins une application holomorphe de M dans Mf dont le degrέ
verifie 2 < QJ < \{p + 3).

Toutes ces applications sont bien entendu harmoniques.
En tant que theoremes d'existence pour les applications harmoniques, les

resultats (i) et (ii) sont presentes dans [27].
( i ) decoule du theoreme de Riemann-Roch applique aux fonctions mero-

morphes sur M [26].
(ii) decoule de Γexistence des points de Weierstrass sur M, lorsque p > 2

[26].
(iii) est le theoreme de Brill-Noether ([4] et [19]).

11. p > 2, pr = 0: surfaces symetriques

Dans le cas p > 1, pf = 0, nous obtenons done des resultats d'existence
lorsque le degre est "grand". Lorsqu'il est egal a 1, Γenergie n'atteint pas son
infimum (9.2), et pour/? = 1, il n'y a pas d'application harmonique (9.1).

En contraste avec ces resultats, nous etablissons un theoreme d'existence
partiel pour p > 2.

(11.1) Theoreme. Soit Mf une sphere munie de sa mέtrique canonique.
(i) Si M est une surface de genre p > 2 representee par une sphere a
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anses symέtrίque par rapport a Γέquateur et a p meridiem formant des angles
έgaux entre eux, il existe pour tout QJ < \p une application harmonique de M
dans Mf de degrέ Q).

(ii) Si M est de genre pair et symέtrique par rapport a trois lignes orthogonales,
il existe une application harmonique de degrέ 1 de M dans M'.

Demonstration. Le principe de la demonstration est le suivant: on con-
struit une suite minimisante convergeant faiblement dans la classe des ap-
plications commutant avec les symetries, on montre qu'on peut remplacer les
elements de la suite par des applications preservant les regions comprises entre
trois plans, et que la limite est un point critique de Γenergie. On etablit enfin
que la limite est de classe C°°, et il en decoule que son degre est Si.

(a) Sur M, notons So la symetrie par rapport a Γequateur (appele 0), et
*Si5 S2, - - -,SP (cas i) ou Sl9 S2 (cas ii) les symetries par rapport aux meridiens
(appeles 1,2, •)• La sphere M' est evidemment symetrique par rapport a tous
ses grands cercles: nous choisissons sur Mf un equateur et une famille de
meridiens en nombre egal a ceux de M, et nous appelons S'o la symetrie par
rapport a cet equateur 0' et S's la symetrie par rapport au (s ^ ) έ m e meridien,
compte en partant d'un meridien donne, et appele s\ (Dans le cas (ii), nous
avons Sf = 1). Nous dirons qu'une application / respecte les symetries si pour
tout s, elle verifie les relations: /o Ss = S'sof. Geometriquement, ces applica-
tions enroulent M Si fois autour des poles de Mr.

Nous construisons une suite minimisante dans la classe des applications re-
spectant les symetries. Une sous-suite (fr) converge faiblement dans L\.

(b) Nous construisons une suite (f'r) d'applications dans la meme classe,
telles que E{f'r) < E{fr) et telles qu'un quartier compris entre les plans 0, s
et s + 1 de M soit envoye dans le quartier correspondant de M' compris
entre les plans 0', s' et (s + I)7. Comme E(f'r) < E(fr\ la suite (/7

r) est egale-
ment une suite minimisante dans la classe des applications respectant les sy-
metries.

Prenons le cas (ii). Considerons dans la figure 1 Γimage de la region / p a r / r .
La partie du bord de / situee sur la ligne s est envoyee dans la ligne s' de M',
mais Γimage de / peut sortir de la region V. En eίfectuant successivement les
symetries S'Q, S[ et S'2 sur les parties de Γimage de / non comprises dans /',
nous les ramenons les unes apres les autres dans Γ. L'image de la ligne s est
toujours comprise dans la ligne s\ En effectuant cette construction sur chaque
quartier de M9 nous obtenons done des applications qui se "collent" ensemble
pour donner une application fr e L\. On a E{fr) = E(fr).
degre 1.

Dans le cas (i), nous effectuons une construction analogue. Mais nous avons
a veiller a ce que Γapplication f'r sur un quartier envoie la ligne s dans la ligne
s'. Pour cela, nous n'effectuons pas uniquement des symetries, mais nous
projetons des quartiers sur un de leurs bords le long des cercles centres en le
pole. La figure 2 illustre ce procede dans le cas p — 5, & = 2: //' et ΠΓ sont
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M

Fig. 1

M'

Fig. 2

projetes sur les lignes V et 2'. IV, V et VV sont "plies" les uns sur les autres
au-dessus de V. De cette maniere, 1 (2) est envoye sur Y (2f).

Remarquons que pour <3) > \p, nous ne pouvons pas appliquer cette
methode, ce qui impose la limitation de Γenonce (i). L'application ff

r definie
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par cette construction respecte les symetries et verifie E(f'r) < E(fr).
(c) Soit/la limite faible de la suite (/£)• Nous savons que/minimise Γenergie

parmi les applications respectant les symetries, mais pas dans la classe des ap-
plications de. degre @ (proposition (9.2)). II nous faut done etablir que/est
point critique de Γenergie dans cette classe.

Pour cela, considerons sur M et M' des atlas de type particulier: les cartes
locales sont des disques lies a M et Mf par Γapplication exponentielle et sont
de trois sortes: soit ils ne rencontrent aucune des lignes de symetrie, soit ils
n'en rencontrent qu'une et leur centre est sur la ligne, soit ils en rencontrent
plusieurs et leur centre est a Γintersection. Nous appelons voisinage de type
t un tel disque rencontrant t lignes (t = 0,1, •)•

Comme dans la demonstration de (7.1), nous voyons qu'autour de tout point
de M il existe un disque de Γatlas dans lequel / minimise Γenergie parmi les
applications respectant les t symetries. Nous verrons dans le prochain para-
graphe que / est alors de classe C°λ.

(d) Dans une carte de type zero sur M, les symetries n'introduisent aucune
condition s u r / et/minimise E.

Considerons une carte de type 1 sur M. Soit X un champ de vecteurs le long
de / dans cette carte, nul le long du bord. Nous voulons montrer que DxE(f)
= 0. Notons S la symetrie dans la carte et S' la symetrie associee sur M'. S'
induit une symetrie Sf sur Γespace des champs de vecteurs le long de / et X
peut s'ecrire sous la forme

Xx et X2 verifient &>Xλ = Xγ et <fX2 = - X2.

Comme Xt est symetrique, DXiE(f) = 0 puisque/minimise E dans la classe
des applications respectant les symetries. Comme / respecte les symetries,

Dz%E{f) - D,zβ{f) = - DZ%E(J) .

Cette quantite est done egalement nulle.
Dans une carte de type > 2, la relation DxE(f) = 0 s'obtient en separant

X en ses composantes symetriques et antisymetriques par rapport aux dif-
ferentes lignes de symetrie.

(e) /respecte les quartiers de M et Mr comme tous les elements de la suite
fr. Comme/est C°° par (12.3), elle est de degre 2.

Remarques. Dans Γespace C°°(M, M'), cette construction s'interprete comme
suit: la solution est un minimum de Γenergie dans un sous-espace de C°°, mais
non dans Γespace entier. Le graphe de Γenergie sur C°°(M, Mf) apparait comme
"symetrique" par rapport au sous-espace, ce qui fait que la solution est point
critique dans Γespace entier.

II semble que Γon ne possede pas suffisamment d'information sur / pour
determiner son index de Morse. Considerons par exemple une variation de /
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obtenue en composant / avec une transformation conforme inίinitesimale de
M', perpendiculaire a Γequateur 0'. Nous munissons Mf de coordonnees iso-
thermes (u, v) e Rx[0,2τr), telles que la courbe 0' soit d'equation u = 0. La
metrique canonique de Mr s'ecrit alors

et le champ de vecteurs d/du est une transformation conforme infinitesimale.
En utilisant la forme de la derivee seconde de E etablie dans [9], on obtient

pour cette variation

=\ ΛsiS ( 1 —

JM (1 + e*y W (1 + e^

+ 0 - 7 Γ T ^
La fonction e2w/(l + e2M)2 prend son maximum en 0, oύ elle vaut \ et est
superieure a -J- entre — \ In (3 + 2\/T) et \ In (3 + 2VT). Les termes en/]/}
dans (11.2) n'introduisent done qu'une contribution positive, mais il n'en est
pas de meme pour les termes en f\f). A defaut de donnees plus precises sur
/; il ne semble pas possible de determiner le signe de (11.2).

12. Diίferentiabilite

En suivant une methode de C. Morrey [21], nous demontrons les proprietes
de differentiabilite des points critiques de Γenergie utilisees dans les theoremes
(7.1) et (11.1).

(12.1) Definition. Continuite Holderienne d'exposant λ. Notons | — | les
distances riemanniennes sur M et Mf. Si D est un disque de M, une appli-
cation f:D -> M' appartient a C%D, M'), λ € (0,1) ssi ym1? m2 e D,

\f(rnι)-f(m2)\<C\mι-m2\
λ .

(12.2) Proposition. Soίent M et M' des surfaces symέtriques dans le sens du
thέoreme (11,1), si un atlas sur M adapt έ aux symetries et composέ de dίsques
suffisamment petits, D un disque de type t de st et f € L\(D, M') une appli-
cation respectant les syme tries associέes a D. Si pour tout h e Ll(D9 M') res-
pectant ces memes symέtrίes et tel que hldD — fιdD, on a E(f) < E(h), alors
f est de classe C°λ dans Γίntέrieur de D.

(12.3) Proposition. Si f e C%D, Mr) est point critique de Γέnergίe, f est de
classe C°° dans D.

La proposition (12.2) est due a C. Morrey dans le cas t = 0, [21], [22], et
e'est une variante simple de sa demonstration que nous utilisons. Pour plus
de clarte, nous la presentons ici en entier.
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La proposition (12.3) decoule immediatement de [22, theoreme 1.10.4],
Demonstration de (12.2). Nous considerons sur M un atlas du type envisage

au paragraphe 11. Les cartes sont des disques de rayon < R, associes a Γap-
plication exponentielle autour de leur centre. Nous notons D un tel disque et
B = exp-^D) son image dans le plan tangent. Pour une application h:D —> M'9
nous notons h:B —> Mr Γapplication induite h o exp. h est fonction des variables
euclidiennes (x, y) sur B. Si (r, θ) sont des coordonnees polaires sur ce disque,
nous posons H(r,θ) = h(x,y). Nous notons EB(h) Γenergie de h dans B.

Comme M est compacte, nous pouvons supposer R suffisamment petit pour
qu'il existe un nombre positif w tel que pour tout champ de vecteurs X, champ
de 1-formes ξ et fonction h sur D, on ait, en posant W = l/w:

w Σ (**)2

( 1 2 4 ) w [ hdxdy <[ hvz< w[ hdxdy ,
JB JD JB

w ί Hdθ < ί Hdsg < W [ Hdθ .
J dB J 3D J dB

Sur M\ nous considerons des cartes de rayon R', choisies de telle sorte que
les deux premieres relations de (12.4) soient veriίiees par les champs de vec-
teurs et de 1-formes sur M\ les constantes etant appelees w' et W.

Un disque de R2 de centre m0 et de rayon a sera note B(m0, a).
(12.5) Lemme. Soient F e L%dB(mQ, R), R2) une application vέrίfiant certaίnes

conditions de symέtrie par rapport a des rayons, et h la fonction harmonique sur
B(m0, R) έgale a F sur dB. h verifie les memes conditions de symέtrie, et

1 C2π

2 Jo

Demonstration. Si nous developpons F(θ) en serie de Fourier

Fa(θ) = - ^ - + Σ (fll cos σθ + ba

σ sin σθ),

la fonction harmonique H s'ecrit

Ha(r, θ) = 4 - + Σ •?—{& cos σθ + ba

σ sin σθ) .
2 σ = l Rσ

Le lemme decoule alors du calcul suivant:
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= Σ Σ 4 < ) 2 + (4:)2)

< Σ Σ σ2π((a:)2 + (ba

σ)
2) = Σ Γ

a σ a Jo

(12.6) Lemme. Soient B Γimage dans R2 d'une carte de type t et F'.dB —> Mf

une application absolument continue respectant les t symέtries assocίέes a D et
vέrifiant

II exίste une application h € Ll(B, M') cdincidant avec F sur dB, respectant les
t symέtries et telle que

^-\ \Fβ(θ)f
2 J dB

dθ.

Demonstration. Fixons un angle ΘQ. II existe une valeur θλ telle que | θλ — θ01 < π,
et \F(Θ) - F(θo)\ < \F(θλ) - F(θo)\yθ. Nous avons

< ( £ 1̂ ,1 dθj (prop. (6.5))

<π\'\F§\
2dθ9

Jo

Done

\F{Θ) ~ F(θ«)f < WR* .

Considerons une carte exponentielle sur Mr de rayon \R! centree en F(θ0).
Pour tout chemin ua(s) (oύ s est la longueur d'arc euclidienne), on a

ds > λJΨ ,

et tout point a distance jR'. ΛJW' de F(ΘQ) est contenu dans la carte. L'ensemble
{.F(#)|0 € [0,2π]} est done contenu dans une carte associee a B et de rayon Rf.

Definissons h.B —> Mf comme Γapplication de B dans cette carte, coϊncidant
avec F sur le bord et dont les composantes sont harmoniques. h respecte les
/ symetries et par le lemme (12.5), nous avons

2 JB

<Lw'[ Σ\kfdxdy<—W'[2π\Hθ\
2dθ.

2 JB ί,a 2 Jθ
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(12.7) Lemme. Soit f e Ll(B(mQ, a), Mr) vέrifiant

(12.8) 2EBino,r)(f) < k\r) ,

oύ

(12.9) Γ p-ιk(p)dp = K(r) < °° Vθ < r < a .
Jo

Alors f(m0) est dέfini et F est absolument continue en r pour presque tout θ.

Si /(x, y) = yleQ), on a presque partout

(12.10) I J(jc, y) - K*o>yo)\ < r Γ /((I - t)x0 + tx, (1 - t)y0 + ty)dt .
Jo

Demonstration. Designons par L(r, θ) la fonction / en coordonnees polaires.
Si I I designe la longueur d'un vecteur sur M\

Posons

p1/2L(p, θ) dpdθ .

0

Par Γinegalite dΉolder,

Ψ(r) < V2πr~( f PdxdyY* ,

et par (12.8),

D'autre part, Ψ'{p) = Γ p1/2L(p, θ)dθ, d'oύ

Jo

Γ Γ L(p,θ)dpdθ = Γ p-vψ'(P)dp
J0 J 0 JO

2 Jo

+ 1 Γ p
2 Jo

+ K{r)) (par (12.9)) ,

et cette quantite tend vers 0 quand r —• 0. L'absolue continuite en decoule et
par (6.5), pour 0 < rλ < r2,
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Γ \F(r»0) - F(rltθ)\ dθ < Γ Γ(\Fr\
2 + r-*\Fβ\ψ*drdθ .

Jθ Jθ Jrx

On a

lim F\F(r%90)-F(rl9θ)\dθ = O9
r2^0 Jo

et il existe done une fonction F(09 θ) telle que

lim [\F(r, θ) - F(09 θ)\ dθ = 0 .
r-+0 J

De (12.9) decoule que lim \FΘ\ dθ = 0, et ^(0,0) est done presque partout
r-»0 Jo

independante de θ. f(x0, y0) est done deίini.
L'inegalite (12.10) decoule alors du calcul suivant:

\F(r9 θ) - F(β9 β)\<Γ \Fr\dp < Γ L(p, θ)dp = r Γ L(t. r, θ)dt .
Jo Jo Jo

(12.11) Lemme de croissance de Dirichlet. Soit j e I£(B(m09 R), Mf) telle que
yra € B(mQί R) et pour 0 < r < δ = R — \m — mQ\9

(12.12) f (\Fr\
2 + p-*\Fθ?)pdpdθ < N>(±-Xλ ,

oiιλ< 1. Alors f e C%B(m0, p))yP < R et

\Kξ)-Km)\<C N(\ξ-m\/dy

pour \ξ — m\ < ^δ.

Demonstration. Soient m et ξ e B(m0, R), avec \m — mo\ < R — δ et \m — ξ\
< ^δ. Soient fn = \{m + ξ) et χ = \\m — ξ\. Considerons enfin un point
V 6 B(m9 χ).

Par le lemme (12.7) (qui s'applique car λ < 1), nous avons

I/O?) - f(ξ)\ < 2χ f1 L(ξ + t{η - ξ))dt .
Jo

Prenons la moyenne sur B(m, χ) et eίfectuons le changement de variable K =
ξ + t(η — ξ). Notons V(B) le volume de B et posons mt = (1 — t)ξ + tm. II
vient

2χV(B(fn, χ))"1 ί </, ί1 L(ξ + t(η - ξ))dt
J B(m,x) Jo



O J B(mt,tχ)

Par l'inegalite de Holder et (12.12),

ί L{κ)dκ < ( ί L\,c)
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L(κ)dκ.

Done

K(2ί(Sϊ,χ)rIf \Kη)-Kξ)\dη
J B(.m,χ)

< C' 2χχ-2Nχ1+λ(^δ)-λ Γ t1+λdt < CίfN{χjδ)λ .
Jo

La meme inegalite s'obtient pour la moyenne de \f(η) — /(m)|. En prenant la
moyenne sur η des deux membres de

\f(m) - f(ξ)\ < l / » - Kv)\ + I/O?) - ?(f)| ,

nous obtenons le resultat cherche puisque le membre de gauche ne depend pas
de η.

Demonstration de la proposition (12.2). Soient D un voisinage de type / et
/ e Ll(D, M') une application minimisant Γenergie parmi les applications sur
D respectant les t symetries.

Premier cas. supposons que

~ 4π

Par le lemme (12.6), il existe une application h\B^>Mf respectant les sy-
metries et telle que

EB{h)<-^-[ \Fθfdθ.
^ J aJO

Par (12.4), h verifie

W2 W Γ
^ ( Λ ) < - ^ - \Fβ\

2dθ.
2 J dB

Comme / minimise Γenergie dans D parmi les applications respectant les sy-
metries,

ED{f) < ED(h) < ™-^- [ \Fθfdθ.
2 JdB
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Par (12.4),

w4ιv r
E (?) <

Deuxieme cas. supposons que

\Fθ\
2dθ^ W

Jo

II vient

dθ .

4π

W2inΐE

w R2 Jo

1 / WiW/ AπW2 \
Done, si > max I , inf E ), on a dans tous les cas

2λ \ 2 W'R1 J

2λ Jo

e'est-a-dire,

Posons

II vient

Done ^(r) < (\βλ)rφ'(r), et pour un <5 fixe φ(δ) < 2W2E(f). En integrant cette
inegalite de r a δ, il vient ^(r) < 2W2E(f)(r/δ)2λ lorsque le point considere est
centre d'un voisinage de type t et de rayon δ. Sinon, on verifie par une etude
cas par cas qu'on peut inclure les disques dans des voisinages de type t et de
rayon suffisant pour obtenir la meme inegalite, la constante etant tout au plus
multipliee par un nombre fixe. (Je remercie S. Hildebrandt pour cette sugges-
tion.)

Le lemme (12.11) acheve la demonstration.

φ\r) = ^ (\Fr\
2 + J - \F,ήr*dθ
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13. Applications pouvant etre rendues harmoniques

Un resultat de J. Eells et J. Wood [11] montre qu'un changement de metrique
sur M ou Mr peut modifier la question de Γexistence des applications har-
moniques. Nous posons la question suivante. Soient M et M' des varietes
differentiables compactes. Nous dirons qu'une application / : M —> Mr peut
etre rendue harmonique s'il existe sur M et Mf des metriques par rapport
auxquelles / est harmonique.

(13.1) Question. Toute classe d'homotopie d'applications de M dans Mf

contient-elle un element pouvant etre rendu harmonique?
La reponse a cette question est en general negative—pour des varietes sans

bord ou a bord (probleme de Dirichlet). En effet, les demonstrations des theo-
remes (3.2) et (9.1) sont valables queues que soient les metriques sur M et
M'.

Dans le cas des surfaces orientables sans bord, le theoreme suivant donne
une reponse complete.

(13.2) Theoreme. (i) La classe d'homotopie des applications de degre 1 du
tore dans la sphere ne contient aucun element pouvant etre rendu harmonique.

(ii) A Vexception du cas (i), toute classe d'homotopie d'applications entre sur-
faces orientables sans bord contient un element pouvant etre rendu harmonique.

Demonstration, (i) decoule du fait que la demonstration du theoreme (9.1)
ne fait pas intervenir les metriques sur M et M'.

(ii) decoule du theoreme (7.1) dans le cas p' Φ 0, du theoreme (8.4) dans le
cas p = 0 et du theoreme (11.1) lorsque p > 2, pf = 0 et Si = 1.

Pour demontrer (ii) dans le cas p > 1, pf — 0 et Si > 2, on observe que Γon
peut construire une surface de genre p, revetement a Si feuillets de la sphere.
Ce resultat classique peut se demontrer comme suit (demonstration com-
muniquee par H. Rauch): on considere sur la sphere 2(p + Q) — 1) points,
relies deux a deux par p + 3) — 1 lignes. Etant donnees Q) copies de S2, on
projette p + 1 de ces lignes sur deux des copies, que Γon fend le long des lignes.
On soude alors les deux copies Γune a Γautre en croisant les bords des p + 1
fentes. Ceci produit une surface hyperelliptique de genre p. On projette alors
les ^ — 2 lignes restantes sur un des feuillets de cette surface, et chacune de
ces lignes sur une des 3f — 2 copies restantes de S\ ce qui permet de souder
Si — 2 feuillets supplementaires a la surface. La surface obtenue est de genre
p car son indice de ramification est 2(p + Q) — 1), [26, p. 275].
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