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INVARIANTS DIFFERENTIELS D’UN
PSEUDOGROUPE DE LIE. 1

A. KUMPERA

Dans deux mémoires célebres [41], [42] Sophus Lie a esquissé une théorie
générale d’intégration des équations différentielles aux dérivées partielles arbi-
traires, ses méthodes étant basées sur la structure du pseudogroupe des trans-
formations locales qui laissent invariante 1’équation donnée. Toute I’oeuvre de
Sophus Lie est en fait dominée par le probleme fondamental de 1’intégration
des équations différentielles, [44]. Tres tot Lie s’appercoit que la plupart des
équations pour lesquelles ont été développées des méthodes d’intégration
jouissaient en commun d’une propriété fondamentale, celle d’étre invariantes
par les opérations d’un groupe ou groupe local de transformations, 1’intégra-
tion de ces équations étant étroitement liée a la structure de ce groupe. C’est
a propos des équations dont la solution générale ne dépend que d’un nombre
fini de parametres que Lie introduit la notion de groupe fini et continu a n
paramétres, [39]. L’introduction des groupes continus infinis est motivée par
les équations dont la solution générale dépend de fonctions arbitraires d’un
certain nombre de variables. Non seulement il unifie et généralise les diverses
méthodes d’intégration, [44], mais développe ensuite, aprés quinze ans de
recherches, la théorie générale d’intégration qui s’appuie sur la structure des
groupes continus finis ou infinis (pseudogroupes de Lie).

Soit @ une équation différentielle invariante par 1’action d’un pseudogroupe
de transformations locales I” (en générale non transitif) et donnons nous une
suite normale

(1) d=rIycrc...cr,=r

de sous-pseudogroupes de I'. Dans ces conditions, Lie ramene le probléme de
P’intégration de @ a celui de I’intégration de n + 1 équations différentielles
auxiliaires @; parmi lesquelles les n premieres sont invariantes par I’action des
pseudogroupes quotients I';,,/I"; et sont automorphes, c’est-a-dire, I’intransi-
tivité de I’action du pseudogroupe est en un sens minimale. Or, ’intégration
de I" sera accomplie par une méthode récurrente en intégrant de proche en
proche les équations @;. Si @ est intégrable il en est de méme de tous les @;
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et réciproquement. Par conséquent, les obstructions a 1’intégrabilité de @ se
montreront étre des obstructions a 1’intégrabilité de certaines équations @;.
Remarquons finalement que l’intégration d’une équation automorphe (e.g.,
I’équation @,) est étroitement liée a la structure de son pseudogroupe d’opéra-
teurs; en effet, une telle équation est essentiellement un quotient de 1’équation
différentielle définissant les transformations locales du pseudogroupe en ques-
tion.

La situation la plus intéressante est celle ou la suite (1) est une suite de
Jordan-Holder (les quotients sont simples). En effet, une fois connue la classi-
fication des pseudogroupes simples (non transitifs), le probléme d’intégrer @ se
raménera a 1I’étude d’un nombre fini d’équations différentielles invariantes par
des pseudogroupes connus, ces équations invariantes pouvant a leur tour étre
classifiées.

Les équations auxiliaires @; s’obtiennent comme quotients successifs de
I’équation @, le passage au quotient étant réalisé modulo les invariants différ-
entiels du pseudogroupe I” ainsi que des sous-pseudogroupes I"; qui apparaissent
dans la suite (1). Ce passage au quotient est possible grace a des propriétés de
finitude de ces invariants, ce qui leur donne une structure particuliérement
intéressante. La notion d’invariant différentiel attaché a des objets géométriques
est tres ancienne. Pourtant, ce n’est que dans ses travaux sur les équations
différentielles invariantes par des transformations de contact, [36], que Lie est
conduit a considérer la notion plus générale et plus adéquate d’invariant dif-
férentiel attaché a un pseudogroupe de transformations, notion qu’il dégage en
toute sa généralité dans [38].

Pour aboutir & une telle théorie d’intégration il faudra donc au préalable

a) étudier la structure des invariants différentiels attachés a un pseudo-
groupe de Lie,

b) décrire, a I’aide des invariants différentiels, le procédé de réduction de
1’équation @ permettant de construire les équations auxiliaires @;,

¢) étudier la structure des pseudogroupes réels (non transitifs), en particu-
lier D’existence de suites de Jordan-Holder et la détermination des pseudo-
groupes simples,

d) étudier et classifier les équations différentielles invariantes et automor-
phes par un pseudogroupe simple.

Dans cet article nous décrivons la structure des invariants différentiels c’est-
a-dire la premiére étape ci-dessus. Quelques indications d’un début de (b) se
trouvent dans [25]. Remarquons que Johnson [21] et Oliva [56] ont déja étudié
la réduction d’une équation différentielle @. Pourtant ces auteurs n’attachent
aucune importance a la structure des invariants différentiels qui semble au coeur
de la question. Des exposés classiques se trouvent également dans Halphen
[19], Tresse [65], Medolaghi [49], Vessiot [66], [67] et plus tard Amaldi [1].
Citons enfin les travaux de Buttin-Molino [4] et Molino [51], [52] ou des
méthodes de réduction semblables sont appliquées dans 1’étude du probléme
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d’équivalence pour les presque I'-structures.

En ce qui concerne (c) de nombreux travaux sont parus surtout dans le cas
transitif (voir bibliographie). Contentons nous simplement a dire que 1’exist-
ence, dans le cas transitif, de suites Jordan-Holder généralisées a été démontrée
par Guillemin [15]; voir aussi [3].

Le probléme que nous traitons ici est le suivant. Etant donnée une famille
& de champs de vecteurs locaux sur une variété P (pseudogroupe infinitésimal)
nous voulons étudier les propriétés des intégrales premieres (invariants différent-
iels) des trajectoires définies par les prolongements de tous les ordres de .# aux
variétés de jets. En général nous obtenons ainsi une infinité d’invariants dif-
érentiels indépendants. Moyennant des hypotheses de régularité raisonnables, il
est possible de trouver un nombre fini de ces invariants (un syst¢éme fondamental)
de telle sorte que tous les autres invariants s’obtiennent a partir de ceux-ci par
certaines opérations de dérivation. Cette étude présente essentiellement deux
problémes. Le premier consiste a définir des dérivations, les dérivations for-
melles, a I’aide desquelles nous pourrons obtenir de nouveax invariants dif-
férentiels a partir d’invariants connus. Le premier chapitre est consacré a cette
question. Nous y étudions deux types de dérivations a savoir les dérivations
formelles et holonomes, ces derniéres étant canoniquement associées aux pro-
longements de champs de vecteurs. Les propriétés cherchées résultent de la com-
paraison de deux dérivations, une formelle et I’autre holonome ; le résultat prin-
cipal nous dit que le crochet d’une dérivée formelle avec une dérivée holonome
est encore une dérivée formelle (formules fondamentales). Le deuxi¢me prob-
Iéme consiste d’une part a réduire successivement les données géométriques
(forme réduite du prolongement holonome) et d’autre part & développer des
techniques auxiliaires (scission canonique) de telle sorte a pouvoir appliquer les
méthodes cohomologiques de D. C. Spencer pour obtenir des propriétés de sta-
bilité asymptotique pour les noyaux des prolongements successifs de #. Ces
propriétés sont I’ingrédient principal dans la démonstration des théorémes de
finitude. Les questions préalables sont traitées dans le deuxiéme chapitre. Dans
le chapitre III nous démontrons les deux résultats principaux: le théoréme de
stabilité asymptotique et les diverses formes du théoréme de finitude. Le dernier
chapitre est consacré a des exemples. En outre, une description plus détaillée
introduit chacun des trois premiers chapitres. Les démostrations qui se rédui-
sent a des arguments classiques ou a des simples vérifications sont la plupart
des fois supprimées. Le lecteur trouvera les plus fastidieuses dans [23]. Enfin
un résumé assez complet de ce travail se trouve dans [25].

Pour terminer, examinons quelques exemples. Soit M une variété munie
d’un systéme de Pfaff X' de rang localement constant. Indiquons par 4 le sys-
téme caractéristique associé 2 X' (au sens de Cartan [7], [8]). Les feuilles inté-
grales de 4 sont les caractéristiques de Cauchy de 2. Indiquons finalement par
3 le systéme de Pfaff quotient de 3 modulo les caractéristiques de Cauchy
(construction locale dans une carte feuilletante pour 4). Les constructions ci-
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dessus sont un cas particulier du théoréme général. En effet, soit /" le pseudo-
groupe des automorphismes locaux de X et [’ le sous-pseudogroupe qui laisse
invariantes les caractéristiques de Cauchy. La réduction 3' correspond au quo-
tient de 3 modulo les invariants différentiels du sous-pseudogroupe I, i.e.,
on considére la suite I’y C I". Le systéme de Pfaff quotient 3 est invariant par
le pseudogroupe quotient I/’ qui en fait est égal a I’ensemble de tous les
automorphismes locaux de 3. En outre, on sait bien que toute variété intégrale
V de 3 (pas forcément de dimension maximale) se reléve en la variété intégrale
o '(V) de 2 ol p est la projection quotient modulo les caractéristiques de
Cauchy [7], [8], [24].

La méthode classique du multiplicateur de Jacobi pour une équation linéaire

(2) =39 o,
oxt

ou £ est un champ de vecteurs quelconque, consiste a chercher un multipli-
cateur de § c’est-a-dire une fonction y tel que 5 = p£ soit unimodulaire (par
rapport a une forme volume donnée). Le multiplicateur étant connu, ’intégra-
tion de I’équation (2) est équivalente a celle de yf = 0. Or, I’intégration de
cette derniére équation, avec 7 unimodulaire, peut se ramener aux méthodes
générales de Lie en considérant le pseudogroupe I" de tous les automorphismes
locaux unimodulaires qui préservent le champ 7 ainsi que le sous-pseudogroupe
I', de ceux qui, en outre, laissent invariantes les trajectoires de 7. On démontre
dans ce cas que le pseudogroupe quotient I"/I", est simple car c’est le pseudo-
groupe unimodulaire associé a une certaine forme volume quotient. Les
méthodes de Lie redonnent les méthodes classiques [7], [22], [42].

Le lecteur trouvera d’autres exemples dans [7], [39], [41], [42], [50], [67] et
[68]. En particulier, dans le dernier chapitre de [41], Lie expose la théorie
générale d’intégration pour les équations différentielles invariantes par certains
pseudogroupes donnés. Ainsi par exemple il étudie la théorie générale d’inté-
gration pour les équations aux dérivées partielles du second ordre a une fonc-
tion inconnue z de deux variables indépendantes x et y admettant le pseudo-
groupe [ des transformations locales dont 1’élément générique s’écrit

p: X=fx, Y=y, Z=z/f(x,

f étant une fonction arbitraire inversible. La transformation infinitésimale gén-
érique de [ est de la forme

— o) 9 _ (079
§ =gl o g'(®)z 2’

ou g est une fonction arbitraire. Le théoréme général qui se rattache a ces
données est le suivant : L’intégration d’une telle équation se raméne a lintégra-
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tion successive de trois systéeme différentiels ordinaires.

Dans le méme ordre d’idées Medolaghi [50] étudie et classifie les équations
différentielles invariantes d’ordre deux dans 1’espace a trois variables x, y, z qui
admettent un pseudogroupe de transformations ponctuelles (i.e., opérant dans
I’espace des variables x, y, z) ou bien abélien ou bien localement isomorphe au
pseudogroupe général de la droite R (donc simple). En particulier il étudie les
équations invariantes par le pseudogroupe dont la transformation finie générale
s’écrit

p: X=fx), Y=yx, Z=z+y"®/fx),

f étant une fonction arbitraire inversible et la transformation infinitésimale
générale s’écrit

&= g()c)i + g’(x)yi + g’(x)y 9 ,
ox ay Z

a
ou g est arbitraire. Cet exemple est repris plus tard par Vessiot [67].

A ce point il est intéressant d’observer que les premicres recherches de Lie
portent sur les équations différentielles ordinaires invariantes par des groupes
continus finis. Il obtient le résultat suivant: Un systeme d’équations différentiel-
les ordinaires invariant et automorphe par I'action d’un groupe fini et continu I
admettant une suite normale (1) dont les quotients successifs sont de dimension
un (donc abéliens simples) s’intégre par quadratures, [37],[47]. Les groupes
de Lie qui admettent une telle suite de Jordan-Holder ou encore ceux qui ad-
mettent une suite normale (1) a quotients abéliens sont précisément les groupes
résolubles. En outre, le théoréme ci-dessus s’étend & un systéme de Pfaff inté-
grable quelconque, [27]. Un corollaire du théoréme ci-dessus est le résultat
connu en mécanique sous le nom de théoréme d’intégrabilité de Liouville-
Cartan permettant d’intégrer un systtme Hamiltonien par quadratures une fois
connues # intégrales premiéres indépendantes : Soit M une variété de dimension
2n + 1 munie d’une 2-forme fermée 2 de rang maximum et indiquons par 3
le systéme différentiel des caractéristiques de 2 ; c’est un systéme de Pfaff de
dimension 1. Si 'on connait n automorphismes infinitésimaux &; de 2 indé-
pendants et deux d deux en involution par rapport a £ le systeme Y s’intégre
par quadratures. Soit I' le sous-groupe de Lie abélien, du groupe de tous les
automorphismes de 2, engendré par 1’algébre de Lie abélienne [&,, .- -, &,].
L’équation X' est invariante par " mais elle n’est pas automorphe (pour qu’elle
le soit, il faut que le groupe I” soit engendré par 2n automorphismes infinitési-
maux indépendants). Recopions la démonstration de [12, p. 265] dans sa
version duale. Le systtme de Pfaff P engendré par les formes =; = i(§,)92 (§;
est le X; de [12]) admet pour annulateur le champ d’éléments de contact
engendré par X et les &; ou encore par E, &, ---,&, ou E est le champ car-
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actéristique. Soit N une variété intégrale de dimension n + 1 de P. Les champs
&, ainsi que I’équation X' sont tangents a N et leurs restrictions 7, laissent
invariante 1’équation E obtenue par restriction de 2 a N. Le groupe I” opere
cette fois ci de facon automorphe sur E et les intégrales premiéres w; | N (suivant
les notations de [12]) ne sont autres que les formes de Maurer-Cartan corre-
spondant 4 la base {5, - - -, 7,}. On discerne tout de suite une extension du
théoréme de Liouville-Cartan ou la condition d’involution est remplacée par
une condition plus faible. Le lecteur trouvera des théorémes du méme genre
dans [7], [27] et [39].

Remarquons finalement que la théorie des invariants différentiels se présente
désormais en tout probléme d’équivalence locale relative & un pseudogroupe
donné. L’ensemble de tous les invariants et, en particulier, un systéme fonda-
mental fini représente 1’ensemble de toutes les conditions nécessaires a 1’équiv-
alence. C’est ainsi que les invariants trouvent leur place dans plusieurs mém-
oires de E. Cartan lorsqu’il étudie 1’équivalence locale pseudo-conforme d’hy-
persurfaces (ou familles d’hypersurfaces) réelles dans les espaces complexes,
notamment dans [6]. Ils jouent également un réle central dans la détermina-
tion de tous les sous-pseudogroupes d’un pseudogroupe donné, [5].

Nous tenons a exprimer notre profonde reconnaissance 8 MM. C. Ehresmann,
J. -L. Koszul et B. Malgrange.

INDEX DES PNINCIPALES NOTATIONS

&y algebre des fonctions C= de la variété M

Oy : faisceau structural de M (germes de fonctions C*)

TM = T: fibré tangent de M

TM = T: ({faisceau des germes de champs de vecteurs de M

T*M = T*: fibré cotangent de M

T*M = T*: faisceau des germes de formes différentielles linéaire de M
AN T* =@ A PT*: fibré en algebres extérieures

ST* = @ S¥T*: fibré en algebres symétriques

\V : produit symétrique

/A M*: algebre des formes différentielles extérieures de M

T¢ = ¢,: application linéaire tangente

T*¢ = ‘T¢ = ¢*: application linéaire cotangente

VP: sous-fibré des vecteurs n-verticaux de P (tangents aux fibres)
HP: sous-fibré des vecteurs z-horizontaux de P (lorsque P = M X N)
X us X p, €tc.: produit fibré

n: P——> M: fibration = submersion surjective

7, P ——> N: projection canonique lorsque P = M X N

p. E—— P: fibré vectoriel localement trivial
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p:E—LP—”)M: fibration de Lie de base n, = wop
n: VP 2, P75 M: fibration de Lie verticale
§: TP %, p_ ", M: fibration de Lie tangente

p:P Xy T™M > P_"5>M: fibration de Lie horizontale

P: faisceau des germes de sections locales de =

J:E: faisceau P muni de sa structure différentiable canonique en tant
qu’espace étalé sur M

E = J,E: faisceau des germes de sections locales de p

E(§17): faisceau des germes de sections locales de »

J.E: faisceau des germes de sections locales de 7

J,p: J,E — J,P: faisceau en 0, -modules de base J,P

J;': foncteur “jets locaux”

T(P,M): champs de vecteurs n-projetables de P

T(P,M): germes de champs de vecteur z-projetables de P

I'(E): sections globales de E

I'.(E): sections locales de E

x(A4): algebre des dérivations de I’anneau A

x(A4, B): sous-algebre des éléments de y(A4) qui préservent le sous-anneau B

x(M) = x(F): algebre des champs de vecteurs de M

x(N\ J*): algebres des dérivations de A J*

X(F > Fu,P): dérivations de F y dans & par rapport a ¢: M ——> N

x(A\ N*, A\ M*,¢): dérivations de A N* dans A M* par rapport & ¢: M
—> N

(P, M) = y(F p, F): champs de vecteurs z-projetables de P

1:(P, M): champs de vecteurs localement z-projetables de P

J.P = J;: k-jets des sections locales de P M

J P =17, =17 =limproj (Jy, ps): jets infinis

@y, Pr> pux . Projections canoniques de J, ; source, but et k-jet — h-jet

jx: P —— J,P: opérateur différentiel canonique d’ordre k pour la fibration
P—s>M

Jy(M,N): k-jets de M dans N

s B Ot Projections canoniques de J,(M, N); source, but et k-jet — h-jet

IT,(M): groupoide des k-jets inversibles de M

II,(M,N): k-jets de rang maximum (pour la partie linéaire) de M dans N

Uy, = (Tum) I ,(M,N): éléments de J,P, P =M X N, qui se projettent dans
II,(M,N)par z,: M X N——> N

T.(P,M): k-jets de champs locaux z-projetables de P

J.E: k-jets des sections locales de la fibration de Lie : E—— P —> M

J.p: J.E—>J,P: fibré vectoriel de base J,P

d, Brs Prx s Projections canoniques de J,E; source, but et k-jets — h-jet
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Ju  E—>I.E: opérateur différentiel canonique d’ordre & pour la fibration
deLieE——>P—M

Ji ' foncteur “k-jets” pour les fibrations P —— M

J.": foncteur “k-jets” pour les fibrations de Lie E —> P —> M

ay: J.E —Ji J.P ™, M: fibration de Lie de base ay, extension aux k-jets
de E——P—M

JTP: éléments de J, TP qui induisent le vecteur nul dans TM (par la projec-
tion Tz o §;)

JTM: éléments de J, TM dont le but est nul

Ay, = F,,: fonctions C* de J;

A, = % p: fonctions C> de P = J,

A_, =B =%,: fonction C* de M

A = lim ind (4, p},)-

A J¥: algebre des formes différentielles extérieures de J,

A J* = lim ind (A J¥, pf).

AVT* = lim ind (A J¥, p¥o).

&, ", ¢f etc.:  prolongement aux k-jets des applications ¢, ¥, ¢, etc. de P,
M ou N

X = T(o)(T M) C Tyl o0 X = ji,,0(x) ey, et Y = p,X.

0y faisceau structural de J, (i.e., 0;,)

Ap: T Xz, 04

A_, = B.

A = lim ind (4, p}).

N J¥: faisceau des germes de formes différentielles extérieures de J;

ANTE =T Xq NTF.

A J* = limind (A J¥, o).

x(A): algebre des dérivations de 4 = lim ind (A4, pj)

x(A J*): algebre des dérivations de A J* = lim ind (A J§, o)

x(4): faisceau des germes de dérivations de 4 = lim ind (4, p¥;)

2(A J*): faisceau des germes de dérivations de A J* = lim ind (A J¥, pf,)

x(A4,) = J Xp TP: faisceau des germes de dérivations de 4,

x(A4y, B) = J X p» T(P,M): faisceau des germes de dérivations de A, qui pré-
servent B

@ : variation infinitésimale de a;

Aksr: Jio1 X TM —— TJ,:  relévement holonome d’ordre &

Doy = Agpodd X @): J,,, —> TJ,: variation infinitésimale de pg 5,
associée a @

Opor = Appo(dd X 740,D): T,y —> TJ, ¢ variation infinitésimale de pg, %,
associée a ’opérateur différentiel D

L(&) = & . dérivée de Lie par rapport au champ de vecteurs &

i(§): produit intérieur par rapport au champ de vecteurs §

05: dérivée de Lie par rapport a la variation infinitésimale @
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0,: dérivée formelle par rapport a la variation infinitésimale @ ; élément de

2N\ JT*)

0p = 0,| A.

dp: dérivée formelle par rapport a ’opérateur différentiel D; élément de
XA T%)

dp = adp|A.

i,: produit intérieur par rapport a la variation infinitésimale @

p.6: prolongement canonique a J, du champ de vecteurs 4 de P

p,: dérivée holonome par rapport au champ de vecteurs § de P; élément de
2N T*)

o=, lA-

py: JxTP —> TJ,: forme réduite de prolongement holonome

P Jely, X pVP) X4, T, — ], X ;,TJ;: deuxieme réduction du prolonge-
ment holonome

pif: prolongement par la source du champ de vecteurs § de M

P JoTM X 3 J (M, N) —> HJ, (M,N): forme réduite du prolongement par
la source

p26: prolongement par le but du champ de vecteurs § de N

p2: J (M, TN) —> VJ,(M,N): forme réduite du prolongement par le but

p: prolongement algébrique

Z(¢): ensemble des variations infinitésimales @: M — TN de ’applica-
tion ¢: M ——> N (relevements locaux de ¢ par rapport a la projection
TN — N)

R, = Z(a;,): ensemble des variations infinitésimales de «,

Z = lim ind (Z;, p}3)-

9, ensemble des opérateurs différentiels d’ordre < &k de P vers TM

.@ - U g)k~

2 = 3(9D) = (&) C x(N J*): algebre des dérivations formelles

P = p(x(P)) C x(A\ J*): algebre des dérivations holonomes

P =2P|A, P C y(A).

R, . faisceau des germes de variations infinitésimales de a;

mk =J X Tk _v%_k .

R = lim ind Ry, pfy).

D = dR) < x(A J*): faisceau des germes de dérivations formelles

D=4, D C y(4).

R = p(x(4y) C x(A J*): faisceau des germes de dérivations holonomes

& faisceau de Lie sur P

#.: faisceau de Lie sur J, prolongement canonique de &

Ly =1 XpZ C y(4y.

(Zrs =1 X5 L C 2(Ap).

L = L(¥) CJ,(J, Xp TP): faisceau de Lie réduit associé¢ a &
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L, =17JioJS(L) C J,(J, Xp VP): projection verticale de L

L,=1J.L CJ,(J, XpTP): k-jets de sections locales de L —— J,

L,=17.L) cJ,TP: k-jets de sections locales de L —> M

(Ly)e = JiioSi(Ly) = Ji(Ly) C J(J; X» VP): projection verticale de L,

4dy: champ d’éléments de contact de J, défini par %,

Ay _1,x: noyaude Tp;_;;: 4y —> 4y,

A : faisceau de Lie sur M

A" :  faisceau de Lie sur N

F 1 faisceau des germes d’invariants différentiels d’ordre k de &

'(\V.Sk 7 X7 & S k-

S = lim ind (3, pf) © A: faisceau des germes d’invariants différentiels de %

D(F) = U D(L) C g(A): faisceau des germes de dérivations formelles #-
admissibles

R(L) = U R(L) C R: faisceau des germes de variations infinitésimales
Z-admissibles

R(L) = {0 € R|3,F = 0}

R(L) ={0eR|[0,0] =0,0e %,}.

[,1: -crochet dans les algebres de Lie 9, Z# et R

[, 1: -crochet dans toute algébre de dérivations

, ]+ crochetdans Z X y(P) et R X x(4,)

DA X yP)— X, 5,0 =[0,0].

d: opérateur de 9-cohomologie de Spencer

d;: dérivations formelles admissibles de Lie

9;: dérivations formelles associées aux champs de vecteurs 3/ox?

A = (9;f;): matrice jacobienne aux dérivées formelles

L
g

CHAPITRE I. DERIVATIONS DANS LES ESPACES DE JETS

Nous étudions deux classes de dérivations dans 1’algébre des formes dif-
férentielles de J.,. La premiére classe, celle des dérivations holonomes inter-
vient dans les définitions d’invariance et la deuxiéme, celle des dérivations
formelles, nous donne les opérations qui permettent de remonter de fagon non
triviale un objet d’ordre k & un objet d’ordre £ + 1 et constitue 1’algorithme
a I’aide duquel nous démontrerons des théoremes de finitude pour les invariants
différentiels. Une dérivée holonome est une dérivée de Lie par rapport au pro-
longement canonique d’un champ de vecteurs et une dérivée formelle est une
dérivée de Lie par rapport & un opérateur différentiel a valeurs dans les champs
de vecteurs et donne comme cas particulier la dérivée formelle (ou totale) bien
connue pour les fonctions sur les espaces de jets. Ces deux classes se rassem-
blent en une algébre de Lie produit semi-direct de 1’idéal des dérivations for-
melles et de la sous-algébre des dérivations holonomes. Toutes les données
sont désormais réelles de classe C= et de dimension finie.
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1. Notations et rappels

Soit A une algebre associative sur un corps commutatif K. Nous indiquons
par x(A4) I’algebre de Lie des dérivations de 4. L’algébre y(A) est un module
sur le centre de 4. Soit M une variété. TM indique le fibré tangent, %
I’algebre des fonctions différentiables de M et y(M) la R-algebre de Lie et F -
module des champs de vecteurs de M. Si n: E — M est une application, I"'(E)
indique I’ensemble des sections globales de z. On a

AM) = I'(TM) = 5x(F ) .
Prenons maintenant deux variétés M, N et soit
¢I M—> N

une application.

Définissons les objets suivants :

i) Soit Z(#) ’ensemble des relevements @ : M — TN de ¢ par rapport a
TN — N, autrement dit, @ est une variation infinitésimale de ¢. L’ensemble
Z(¢) est muni d’une structure naturelle de & ,-module déduite de la structure
linéaire de TN et isomorphe a celle de I'(M X y TN). On apelle Z(¢) le module
des variations infinitésimales de ¢.

ii) Soit ¢*: F y — F le morphisme défini par ¢*g = gog. L’algebre
& y est munie d’une structure naturelle de & y-module en posant gf = (¢*g)f.
Indiquons par (& y, % x, ¢) I'ensemble des dérivations de & y dans &, par
rapport a cette structure de module. Un élément 0 € y(F y, F 4, ¢) est une
application R-linéaire 9: F y — F, qui vérifie d(gh) = (0g)h + g(oh).
L’ensemble y(& y, & y, ¢) a une structure naturelle de % ,-module déduite de
la structure d’anneau de % ;. Soit @ € Z(¢) et posons (9,8)x = {Dx, dg>.

Proposition 1.1. Pour tout ® € Z(¢) on a o, € Y(F x, F u, ¢), et Uapplica-
tion @ € A(¢) — 0y € x(F y, F u, §) est un isomorphisme de F y-modules.

Soit A\ M* 1’algebre des formes différentielles extérieures de M. A 1’aide
du morphisme ¢*: A N*¥* — A\ M*, ¢* = 'T¢, on muni A M* d’une structure
de bi-module, a gauche et a droite, sur 1’algebre A N*. Indiquons par
x(A N*, A\ M*, ¢) ’ensemble des dérivations de A\ N* dans A\ M* par rapport
a cette structure. L’ensemble y(A N*, A M*, ¢) est un module sur le centre
de A\ M*. Soit @ € Z(¢) et x ¢ M. 1l existe un voisinage # de x et une famille
(différentiable) a un parametre (¢,) d’applications de % dans N tel que

O\ U = (0] 0)(Pp)i— -

La famille (¢,) est une variation locale de ¢ engendrée par @. Soit w € A N*.
On définit d,w € /A M* par recollement des

0o | U = (3] 3t)($f®@)i_y -
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Appelons 3,0 la dérivée de Lie de w suivant la variation infinitésimale @. Cette
dérivée vérifie les propriétés habituelles, a savoir :

a) dp€ x(A\ N*, \ M*,¢) et @ e A(P) — 0, € x(\ N*, \ M*,$) est un
morphisme R-linéaire injectif.

b) 0p0d = dod,.

€) 9y AEN*) C AN*M*. Sife N°N* = Fy alors §,f = (@, dfy, (cf. ii).

d) Soit i,: A N* — A M* la dérivation de degré —1 définie par

(100)).1: = ¢j:<[i(d)x)w¢(z)] .

i, est & y-linéaire par rapport a @ et i,oly = —iyoi, Les formules classiques
s’étendent a

aa;:[imd], afw:fao'l‘df/\i,s,

oufeF,.

En outre, les propriétés (b) et (c) caractérisent les dérivations de Lie de A N*
dans N\ M*, i.e., les dérivations produites par les variations infinitésimales de
¢. Remarquons finalement que la donnée de @ équivaut a la donnée d’une
variation infinitésimale verticale (tangente 2 N) @ du graphe

q~5=IdX¢:M——>M><N.

Pour tout x ¢ M il existe un champ de vecteurs local £ au voisinage de @(x)
tel que & = ¢ 0@ (au voisinage de x). On peut par conséquent trouver des
variations locales de ¢ déduites de familles 2 un paramétre engendrées par &
et toutes les propriétés de 9, résultent trivialement de la relation

00 = ¢*[L(E)mEw]

et des propriétés analogues de la dérivée de Lie _[(£) suivant le champ de
vecteurs &.

2. Opérateurs différentiels

Soit z: P — M une fibration (submersion surjective). On indique par J,P,
k > —1, la variété des k-jets de sections locales de ; J,P = Pet J_,P = M.
Les applications source «;:J,P — M, but ;:J,P — P et pur: JyP — J,P
(k > h) sont des fibrations. Soit ¢ une section locale de rn et indiquons par
jrxa(x) le k-jet de ¢ au point x. L’application j,o est une section locale de ay.
Indiquons finalement par P le faisceau des germes de sections locales de =
a: P — M est un espace étalé sur M. Etant donnée une autre fibration w: Q
— M, un opérateur différentiel d’ordre < k de P vers Q est un morphisme
D: P — Q pour lequel il existe un morphisme fibré
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(D) : J,P — Q

vérifiant D = 7,(D)oj; ou j,: P — J,P est opérateur canonique. (D) est
déterminé de fagon unique par D et, pour &’ > k,

Tk/(D) = Tk(D)OPkkf .

Si D’: Q — R est un opérateur d’orde < [, alors D’o D est d’ordre < k + .
Le prolongement d’ordre [ de D est I’opérateur d’ordre < k + [

DY =jioD: P—JQ.
3. L’algébre de Lie 9
Soit 7: P — M une fibration. Pour abréger les notations, écrivons
JkP=Jk, kazAk, A=1imind(Ak,Pfk).

A est une R-algebre.

Le morphisme canonique A4; — A étant injectif, on identifie 4, avec son
image. 4 admet une filtration croissante par les sous-algeébres A;, k > —1, et
sera appelée 1’algebre des fonctions différentiables de

J.. = lim proj (Jy, pxx) -

Pour abréger, on écrira souvent J au lieu de J.,.
Soit 9, I’ensemble des opérateurs différentiels d’ordre < k& de P vers TM et

9D est muni d’une structure de A-module déduite de la structure linéaire de
TM.SiDe 9, et fe A, on pose

(fD)o = (foj,0)Da .
9 est filtré par la suite croissante des A;-sous-modules 9, et
A.Dx C Dieg » D+ D, C Diiy »

ou [, k] = max {l, k}. 9 est aussi muni d’une structure de R-algebre de Lie
déduite de celle de TM. On pose

[D, D'}¢ = [Dg, D's]

et on vérifie aussitdt que [Dy, D] T Dig, 1741
Soit #, I’ensemble Z(«a,) des variations infinitésimales de «; (§ 1, 1) et
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Z = lim ind (%y, o) -

Le morphisme canonique #Z; — Z étant injectif, on identifie Z, a son image.
Z est un A-module filtré par la suite croissante des A ;-sous-modules &%, et

ARy C Riyi Ry + B C Hpi -

Soit @ € Ay, V€ &, et ¢ une section locale de z. Le vecteur [Dojia, V¥ ojol,
ne dépend que de j,a(x), m = [k,I] + 1. Il en résulte une structure de R-
algebre de Lie sur # avec [Z;, #,] C %,,. Pour chaque D ¢ 9);, ’application
75.1(D) € Z est indépendante de [. On pose (D) = r;.,(D).

Proposition 3.1. L’appication t: 9D — Z est un isomorphisme de A-
modules et R-algebres de Lie qui préserve les filtrations.

Remarquons que 9_, et Z_, sont des sous-algebres de 9 et # respective-
ment et que 9_, =~ Z_, = y(M). 9D et Z sont donc des R-algebres de Lie et
A-modules qui contiennent y(M) comme R-sous-algébre et A4_;-sous-module.
Nous verrons plus tard que, lorsque M est paracompacte, 9) et Z sont obtenus
de x(M) par extension de I’anneau de base A_; a 4.

4. Le relévement holonome 2

Pour tout couple 2 < k est défini un morphisme de fibrés vectoriels

2
Jo Xy TM — TJ,

| l

par

A(o(x), v) = T(Gro)v .

On a A(X,v) e T,xJ,. Prenons des coordonnées locales (x) de M, (x*, ") de
P et soient (x%, y%),,,< les coordonnées locales qui s’en déduisent sur J, ou
a = (ay,  + -, a,) est un multi-indice entier, |a| = 3, a;, m = dim M, yi(jro(x))
= 9,0(x) et 9, = (9/dx*, - - -,3/0x™)*. En posant v = v%9/dx* et X = (x?, y})
on trouve

X, v) = ] vi(a/axi+ 2 yima/ayi),
1 laj<h

<i<m

on1,=@,--+,a; =1,-.-,0). Puisque T(j,0), ne dépend que de j,,o(x),
le diagramme suivant est commutatif
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2
Jo Xy TM ———>TJ,,
kv Xy Ah K>HW, k>hk >k,
pxldl TPnh'l:TPn'n W>houh>HW.

Posons 2;: J; Xy TM — TJ,_,.

5. Algebre des dérivations formelles

L’ensemble A J* = lim ind (A J§, p¥,) est une R-algébre qui admet une
filtration croissante par les sous-algebres A J¥, une graduation canonique par
les A-sous-modules

AV J* = lim ind (A J¥, p¥)

et une différentielle d qui préserve la filtration et qui est une dérivation de degré
1 par rapport a la graduation. 4 = A°J* est une sous-algébre. Appelons A J*
I’algebre des formes différentielles extérieures de J. Nous voulons représenter
4 par une sons-algebre de

x(A J*) = {dérivations de A J*} .

Soit D e 9 et w e N\ J*. Pour k suffisamment grand, D € 9, et w e A\ J¥.
Alors

5.1 @1“.1 = 2k+1°(1d X 7k+1(D)): Jk+1 — T,

est une variation infinitésimale de py,;,,. Comme 9,,, @ est indépendant de %,
on pose

0pw = 04,0 .

Théoréme 5.1. Pour tout De QD on a dpe (A J*), et Papplication
0:D e QD dy e x(N\ J*) est un morphisme injectif de R-algébres de Lie.

Soit w € A\ J* et h un entier tel que w € A J¥ pour k > h. Pour toute sec-
tion locale ¢ de =, (j,o)*w est une forme différentielle locale de M qui ne
dépend pas de k et sera notée (jo)*w.

Théoréme 5.2. La dérivation 0, est I’'unique dérivation de /\ J* caractér-
isée par les propriétés:

a) Opod =dody,

b) 9,(4) C 4,

c) (jo)*opf = L(Da)(jo)*fl pour toute section locale ¢ de « et tout f € A,

Donnons maintenant quelques propriétés de aj, :

1. 8 est un opérateur local qui préserve la graduation de A J*. SiD € 9,
alors
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(N T C N T
pourk>h —1.SiDed_, ~ y(M)etwe A\ J* = N\ M*, alors
0p0 = L(zr_D)we N\ M* (dérivée de Lie habituelle) ,

donc 9,(A\ M*) C A\ M*.
2. 9p(A) C A, et ’application induite

a:@—)X(A), 9D=3D]A

est un morphisme injectif de R-algébres de Lie et A-modules. d, est I'unique
¢élément de y(A4) caractérisé par

(jo)y*apf = L(Da)l(jo)*f] ,

cette relation étant équivalente & 0,f = (@,,,dfy ou k> h, De D, et
feA,. L’algebre 9 est ainsi représentée comme R-sous-algébre et A-sous-
module de y(4). En outre, on a les relations D =080, =050, =0&5
dp|A_; = 0. L’application o_,: 9_, — y(A) est un morphisme injectif de R-
algebres de Lie et 4_,-modules et o est 1’unique extension A-linéaire de d_;.

3. 0y est 'unique dérivation de /A J* qui commute avec d et qui coincide
avec 0, sur A.

4. (jo)*opw = L(Da)l(jo)*w] pour toute section locale ¢ de r et tout
we N\ J*

5. [fD,gD'] = fg[D,D’] + f(@,8)D" — g@p- D ou D, D’ e D et f, g e A.

6. SoitD e 9 etwe AJ*. Pour k suffisamment grand, D € 9y, w € N\ J§
et i, . 0 est indépendant de k (§ 1, d). On pose

lpw = l¢k+1(0 .

ip est ’'unique dérivation de degré — 1, pour la graduation de A J*, que vérifie
ipdf = dpf. En outre, i, est un opérateur local, 4-linéaire par rapport a D et
vérifie les relations

ipoip = —ip.oiy , (jo)*ipw = i(Do)[(jo)*w]

pour we AJ*. SiD ¢ 9, alors ip(AJ¥) C AN Jf pourk>h—1.SiDe 9_,
et we A\ M* alors

ipw = i(r_D)w (produit intérieur habituel) ,
donc i(A\ M*) € A M*. En plus, on a les formules
0p = lip,d], itp,py = lip,dp] s d;p = fop + df N ip,

ou f e A. L’application
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8_1 : @_1 — X(/\ J*)

est un morphisme injectif d’algebres de Lie qui vérifie les formules précédentes,
la derniére avec fe A_,. La dérivation 9 est I’unique extension R-linéaire de
9_, qui vérifie la derniére formule.

7. Soient (x?, ¥2),,,<x.1 des coordonnées locales de J;,, (cf. §4), fe A, et
De 9_, tel que r_,D = 3/0ox® dans la carte (x?). Alors

dpf = of/ox* + 1 |Z<k(6f/6yi)yi+1i

dans la carte de J,,. On retrouve la dérivée formelle (ou totale) de f par
rapport a x°.

8. En prenant 9oz~! (cf. proposition 3.1) on trouve une représentation
fidele de R-algeébres de Lie Z — y( /A J*) qui vérifie les mémes propriétés que a.
On notera encore doz ' pard. Si @ € Z et w € /\ J*, on pose, pour k suffisam-
ment grand,

Dy, = Ap0(dd X D)
et o,w est la dérivée de Lie
0., @
suivant la variation infinitésimale @, ,,. On a
U0, V1 = 18[9, U1 + 1(3,9)¥ — 8(3:NP
et
(jo)*d,0 = LI(jo)*@1(jo)*w

ou ¢ est une section locale de «,f,ge A et @,¥ ¢ #Z. On définit de méme la
dérivation i, et toutes les relations et propriétés se transcrivent. g,w et i,w sont
des opérations locales par rapport a @ et w.

Soit

@=3(@), 9k=a(@k), @:3(@)=9|As @k:a(@k)zgkl/l-

2 est une R-sous-algebre de Lie de y(A J*) qui admet une filtration croissante
par les R-sous-modules 9,. On a les relations

D+ 9. C D1y 5 (D¢, 2] C Dii,1941
9 _, est une sous-algébre isomorphe a y(M) et

Dy ={0eD|NA_) C Ay} .
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9_,| \ M* est ’algebre des dérivations de Lie suivant les champs de vecteurs
de M. 2 est une R-sous-algébre de Lie et un A-sous-module de y(A4) qui admet
une filtration croissante par les A ;-sous-modules 7,

A9, C Dy »
9 _, est une sous-algebre et un A _,-sous-module isomorphe & y(M) et
@-1|A-1 = X(A_l) .

Appelons 2 ’algébre des dérivations formelles de N\ J* et 9 1’algébre des
dérivations formelles de A. L’application de restriction

0peD—0pecT

est un isomorphisme d’algebres de Lie.

6. Algébre des dérivations holonomes

Soit z: P — M une fibration. Pour simplifier les notations, écrivons 4_;, =
B. Soit y(P, M) la sous-algébre et B-sous-module de y(P) formé par les champs
de vecteurs z-projetables. La projection de 6 € y(P, M) sera notée 6,,. L appli-
cation

0 e y(P,M) — 6, e y(M)

est un morphisme B-linéaire d’algebres de Lie. Le champ 6 e (P, M) est
localement la dérivée (pour ¢ = 0) d’une famille locale a un paramétre (¢,) de
transformations z-projetables. Si ¢, se projette en Y, o @, = ;o x, alors Gy
est la dérivée de (¥;). On prolonge (¢,) a P en posant ¢ — ¢, oo o; ", ce qui
permet également de prolonger (¢;) en une famille locale & un parametre (¢)
de transformations de J; qui est B;-projetable en (¢,).

51:0 = (a/at)(¢f):=o

est un champ de vecteurs de J, qui est B,-projetable sur 4. On I’appelle le
prolongement canonique d’ordre k de 4. L’application by : y(P, M) — x(J) est
un morphisme d’algebres de Lie dont 1’image est contenue dans y(J, J,) pour
—1 < h<k Soit we AJ*. Pour k suffisamment grand, we N J¥ et la
dérivée de Lie L(p;0)w est indépendante de k. On pose

Pow = of(ﬁkﬁ)w .
Théoréme 6.1. Pour tout 6 € y(P, M) on a p, € y(/\ J*) et I'application
p: (P, M) — (N J*)

est un morphisme injectif de R-algébres de Lie.
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Théoréme 6.2. p, est l'unique dérivation de N J* caractérisée par les
propriétés : '

a) Ppyod =dop,,

b) p(4) C 4,

o) 9,4, = L),

d) [0 Po|A = e 04, &€ x(M).

Donnons maintenant quelques propriétés de p, :

1. P, est une dérivation qui préserve la graduation et la filtration de A J*.
p,w est une opération locale par rapport a et w.

2. L’application induite

pry(P, M) — y(4) , Py = ol A4

est un morphisme injectif de R-algebres de Lie. p, est I'unique élément de y(A4)
vérifiant

Boldy=LO),  [0:80] = Oper0a »

ou £ e y(M).
3. Pour k > —1, p induit les morphismes (injectifs pour k£ > 0) de R-
algebres de Lie

Pl = L(Bi0) = p, | N\ TE .

Si (x*,y%) est un systtme de coordonnées locales de P et (x?, ¥*, y) . <, €st le
systéme de coordonnées correspondant de J;, alors (avec les notations évidentes)

pud/oxt = 3joxt,  Pu0/dy' = d/ay* .

P n’est pas B-linéaire pour les structures habituelles de B-module. Au chapi-
tre II, § 15, nous introduirons une structure de A;-module sur y(4;) par
rapport a laquelle p, sera B-linéaire. L’ensemble & = im p est une R-sous-
algebre de Lie de y(A J*) appelée 1’algebre des dérivations holonomes de N J*.
L’ensemble # = im p = & |A est une sous-algebre de y(A4) appelée 1’algebre
des dérivations holonomes de A.

7. Les formules fondamentales

L’application

‘SEX(Jk)'_)ée%k, §=(T05k)°'§’
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est un morphisme A4 ;-linéaire pour k> —1. Si &, { € x(J;) sont localement «;-
projetables et 5 = [£,¢] alors 7 = [£, ], ou le premier crochet est celui de
2(J) et le deuxiéme celui de £. Plus généralement, si & € y(J,) est localement
a,-projetable, £ € x(J,) localement «;-projetable et m = [k, [] alors [£,8] € Z.,
et, localement,

[é) g] = [EM, CM]oam .

Si & et ¢ sont projetables alors [€,8] = [&y, Cy] dans Z. Nous dirons que
%(P, M) est transitif si pour tout y ¢ P on a y(P, M), = T,P. Indiquons par
xu(P, M) I'image du morphisme 6+ 6,,. Remarquons que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) x(P, M) est transitif,

(b) x(P, M) est transitif en un point de chaque z-fibre et

(c) xu(P, M) est transitif.
Si M est paracompacte, la transitivité de y(P, M) équivaut a y,(P, M) = y(M).

Lemme 1. Soit & € y(J,). Si € =0, alors [&, P01 =0 pour tout 6 ¢ x(P, M).
Si (P, M) est transitif, on a aussi la réciproque.

Lemme 2. Soit z: P — M une fibration et ® € #(x) (cf. § 1,1). Pour tout
y € P, il existe un voisinage % de'y et un champ & ¢ y(P) tel que (¢ — ®)|% =0
oit £ = (Tn)o&.

Nous allons définir une application R-bilinéaire

E: R X y(P,M) —> X

de la fagon suivante : Soit (@, ) € Z X y(P, M). Pour k suffisamment grand,
on a @ey. Soit Xel,, % un voisinage ouvert de X et & e y(J;) tel que
(€ — @)j% = 0. Posons

wk,X =% ou n = [&, p:0] .

En faisant ceci pour tout X ¢ J, on obtient une famille (¥, y, %x), X € J;, ou
{ x} recouvre J;, et

wk,X: %X—>TM

est une variation infinitésimale locale de «;. Par le lemme 1, les ¥ » se re-
collent en un élément ¥, e %,. 1l est clair que ¥;,, = U0 pp,x.n car si
Y eJy,n p(Y) = X, on prendra { € y(J,,,) et un voisinage ¥~ de Y tel que
L| 7 soit py 5. n-projetable en &. 11 en résulte que ¥, € Z est indépendant de k
et on pose 5(®,0) = V.

On a les propriétés suivantes :

(@) H(@,0) est locale par rapport a @ et 4.

b) E(D,0) = fE(D,60) — (p,ND, fe A.

() E(@,6) = 0 pour tout @ € %, si et seulement si § = 0.
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(d) Sié& e y(Jy) est un champ localement o;-projetable alors
E(é’ 0) = [é: 0M]
(crochet de #). En particulier, si & € y(M) alors H(&, ) = [, 0,] (crochet de
x(M)).
(e) EH(&,6) = 0 pour tout & e y(M) si et seulement si 6, = 0 (6 est z-
vertical).
(f) Siy(P, M) est transitif alors 5(@,6) = 0 pour tout § e y(P, M) si et

seulement si @ = 0. 7
Définissons le crochet [ , ] dans Z X x(P, M) par

[(@,0),(@,6)] = (9, 9] + 5(9,0) — 5(9',0),16,0) .

Proposition 7.1. L’ensemble £ X y(P, M) munide [ , ] est une R-algébre
de Lie produit semi-direct de 'idéal Z et de la sous-algébre y(P, M). En outre

[f/0,60] = f[2,6] — (p,NHD
onfed.

La filtration %, de # s’étend en une filtration croissante de #Z X (P, M)
par les B-sous-modules Z; X x(P, M). Comme

E(ARy, x(P,M)) C Ry, ,
on a

[Z: X x(P, M), Z, X X(P,M)] C &n X 7(P,M), m=1[kI+1,
[Zy, x(P,M)] C &, .

La propriété (d) entraine que
[Z_, X x(P,M), Z_, X y(P,M)] C Z_, X x(P,M)
car si §,& e Z_, alors
[£,0),¢E, 0] = &8 + (€, 04] + (64, £, 16,6
et en particulier
[£,60] =[5, 0,] .

Z_, X y(P, M) est une sous-algebre et B-sous-module de Z X x(P, M).
Théoréme 7.1 (formules fondamentales).
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[am po] = a[a:,o] ) [ian po] = i[m,a]

on@eZetbeylP,M).

Comme les deux membres de la premiere formule sont des dérivations locales
qui commutent avec d, il suffit de vérifier cette formule pour les fonctions f € 4,
ce qui est un calcul simple (et fastidieux, [23]). Les deux membres de la
deuxieme formule sont des anti-dérivations locales. I suffit donc de la vérifier
pour f € A et df. Or, pour f les deux membres sont nuls et pour df on retrouve
la premicre formule calculée en f.

Comme les éléments de & préservent la filtration de A J* et ceux de 2 la
décallent d’une unité (pour k grand) il en résulte que # N 2 = 0. De méme
N9 =0.

Corollaire 1. [2,2] C 9, et 9 + &P est une sous-algebre de y(/N\ J*)
composé semi-direct de U'idéal @ et de la sous-algébre #. De méme, I + P
est une sous-algébre de y(A) composé semi-direct de I'idéal 9 et de la sous-
algebre 2.

2 + & ainsi que 2 + & sont filtrés par les R-sous-modules 2, + £ et
9, + P respectivement. Les composantes @_, + P et D_, + Z sont des sous-
algebres.

Corollaire 2. Les applications 8 + p: Z X y(P,M) -2 + &P et 0 + b:
R X y(P,M) — 9 + P sont des isomorphismes d’algébres de Lie compatibles
avec les filtrations et les décompositions en produits semi-directs.

Corollaire 3.

a) [0, po]|B = O pour tout @ € X, si et seulement si § = 0.

b) [0, ,1|B = O pour tout & e (M) si et seulement si 6,, = 0.

c) Si (P, M) est transitif alors [0, p,]1| B = O pour tout 8 e y(P, M) si et
seulement si @ = 0.

d) 974, Dol = fl30, Ps]l — (043 + df N lig, Ds] — (Dedf) N io.

Soient @, ---, D, € Z tel que pour tout i il existe un champ ¢; € x(Jx,)
localement «;, ;,-projetable avec @; = ;. En itérant la premiére formule fonda-
mentale et en remarquant que [@;, ] = [D;, 8,] (le deuxieme crochet dans %)
on trouve

Pso0g,0 - ©0p, = g, 0 +++00p,°Py + [ady’aﬂho Oaw,] .
En particulier on a pour w € A\ P* et §; € y(M)
(7.1) PxBo0de,0 -+ 00,0 = ¢, 0+ ++ 00,0 L(O)w + [8,,,0:,0 -+ 0o

formule qui permet de calculer aisément 1’expression locale du champ de vec-
teurs P.0 en remarquant que y: = 9,y*. Voici les résultats: Soit

0
oy’

; 0
0= 6" 6
oxt +

6° = 0"(x), 0 =06'(x,y)
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et indiquons par d; la dérivée formelle suivant le champ 4/dx*. Alors

p0 =0 + ;6" — §(6)a/ady; ,
(1.2) P = p0 + (aiajﬁ - 51,1(0))8/6)’7;]' ,

Prd = P10 + @y, -+ - 0:5,0° — 04,0 ()3]0V,.ir

a(0) = yi0¢ ,
535(0) = yift; + viubi + Vi

99"

Oy = — 2
ox™t .« oxi

G1eeeiy
A T’aide de I’isomorphisme ¢: 9 — Z nous pouvons définir une structure

d’algebre de Lie produit semi-direct sur 9 X x(P, M), et tous les résultats de
ce paragraphe se transcrivent en remplagant # par 9.

8. Représentations tensorielles

A et xy(M) sont des B-modules et &7 = 4 ®z x(M) est un A-module. Définis-
sons une application R-bilinéaire (qui n’est pas B-bilinéaire) [, ]: &/ X & — &
par

F®Ee®L =1®IE L + (0.0 ®E — 80N ®E .

Proposition 8.1. A4 muni de [ , ] est une R-algébre de Lie.
Pour £ > —1 indiquons par &7, I’image du morphisme A ,-linéaire

i ®1d: 4; p (M) — A Qp x(M)

ou iy: Ay — A est I'inclusion. L’application i_, ® Id s’identifie a 1’application
canonique

r (M) — A @ x(M)

qui est injective car y(M) est localement libre, donc «&/_, ~ y(M). L’algebre
& est filtrée par la suite croissante des A4 ,-sous-modules &7, et & = U ;.
On a les relations &7 + &, C i1y, Axly C Aipg, (L, Z1] T A7
et [/, 1 C o_,. &/_, est une sous-algebre et B-sous-module isomorphe
a y(M). Si M est paracompacte, i; ® Id est injectif pour tout k car y(M) est
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projectif donc plat. Dans ce cas on identifie 4, ®j y(M) avec .
Définissons ensuite I’application B-linéaire p: &/ — £ par u(f ® &) = f&.
Proposition 8.2. L’application p est un morphisme A-linéaire d’algébre de

Lie compatible avec les filtrations. La restriction p: o — X _, est Uidentité

de y(M). Si M est paracompacte alors p est un isomorphisme et o/ est un A-

module projectif de type fini.

Corollaire. Si M est paracompacte les A-modules %, 9) et 9 sont projectifs
de type fini. Des systéme finis de générateurs se trouvent dans y(M) = #_, ~
D.=9_,.

Définissons I’application R-bilinéaire (qui n’est pas B-bilinéaire)

A: ot X y(P,M) — o

par
AF®E, 0 =&, 04] — (pH®E .

On a les propriétés :
a) AGZ,0) = fAZ,0) — (p,NZ,feAdetZe .
b) Sify =0, alors A(f®E,0) = —(pf) ®§.
) Sifey(M) = _,, alors A&, 0) = [&,6,].
On définit le crochet [ , | dans & X x(P, M) par

[(Z,6),Z,0)] = (Z,2'] + AZ,6) — AZ',06),16,6) .

Proposition 8.3. L’ensemble o/ X y(P, M) muni de [ , ] est une R-algébre
de Lie produit semi-direct de I’idéal </ et de la sous-algébre y(P, M). En outre,

[/1Z,6] = f[Z,6] — (.NZ ,

oufedAetZesA. o
La filtration .«7; induit une filtration croissante de &« X y(P, M) par les B-

sous-modules &/, X x(P,M). On a
["Q{k X X(P7M)’ %L X X(PaM)] C "Q{m X X(P,M) s

oum = [k, 1] + 1 et [, y(P,M)] C ;. La composante &7_; X y(P,M) =~
x(M) X yx(P, M) est une sous-algeébre car

[&,0), ¢, 0] = A& &+ [§,04] + [0x,81,16,0D .

Proposition 8.4. L’application pp X 1d: o X y(P,M) — Z X y(P, M) est
un morphisme B-linéaire d’algébres de Lie compatible avec les filtrations et
les décompositions en produits semi-directs. Sa restriction aux composantes de
degré —1 des filtrations est I’identité de y(M) X y(P,M). Si M est paracom-
pacte, p X 1d est un isomorphisme.
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Pour Z ¢ </ on pose 0; = 0,4, €t iy = i,z. On a

[fZ, gW] = felZ, W] + f(6,9)W — g(0whNZ ,
ouf,gedetZ, WedL.

9. Extension aux champs localement projetables

Soit y,(P, M) la sous-algebre de y(P) formée par les champs de vecteurs
localement z-projetables. Soit B, le sous-anneau de A, formé par les fonctions
qui coincident localement avec des fonctions de B. Alors y,(P, M) est un By-
sous-module de y(P). Le lecteur aura sans doute remarqué que dans les défini-
tions de p, et 5 on utilise a peine la projectabilité locale de 6 ¢ y(P, M). On
pourra donc étendre tous les résultats des paragraphes précédents en remplagant
x(P, M) par y,(P, M). Dans ce contexte, §, sera alors remplacé par §=Tro0,
et [&, 0,] sera remplacé par le crochet [£,6] dans % lorsque & € y(M). Le
crochet [£, 6] est localement égal a [£, 0,] ce dernier n’ayant qu’un sens local.
Si 6 est projetable, alors [£,§] = [£, 6,,]. Dans le théoréme 6.2, par exemple,
on doit remplacer d) par

d) [0:, 9,114 = 0, 5714 -

11 va de soi que p_,0 n’a plus de sens et que nous perdons la stabilité de Z_,
X x:(P, M) pour le crochet [ , ]. En effet

[, 0),E,0)] = 58]+ (6601 +10,81,16,0] ¢ & X (P, M) .
On indiquera encore par & I’image du morphisme
p: (P, M) — (N T*) .
Pour étendre 1’application /4 du § 8, nous allons supposer que
p: A, @z (M) — Z,

est un isomorphisme (ceci étant le cas notamment, lorsque M est paracom-
pacte). Mais alors

ARz yM) ~ A Ry, R,
et on définit
A2 A Quy Ry X (P, M) — A Ry, X,
par

4@ 2,0 ={®[2,0] — (0N X P,
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oli le crochet est celui de Z X x,(P, M). L’application 4, coincide avec A lorsque
0 est projetable et définit une structure d’algebre de Lie produit semi-direct sur
o X (P, M). L application

pX1d: o X 1, (P,M) > Z X y,(P, M)

est un morphisme B-linéaire d’algebres de Lie. Lorsque M est paracompacte
c’est un isomorphisme.

10. Extension aux faisceaux de J

Les hypothéses sur lesquelles repose la théorie de Lie ne sont, en général,
valables que localement d’oul le besoin d’étendre le calcul des paragraphes
précédents aux faisceaux. Pour ceci considérons J = lim proj (Jy, psx) muni de
sa topologie canonique. C’est la moins fine des topologies qui rendent toutes les
projections J — J;, continues. Une base d’ouverts pour cette topologie est définie
de la fagon suivante: on prend toutes les familles (%);~_, ou les %, sont des
ouverts de J, tels que

1) Uy = pnx¥y, pour h < k, et

ii) il existe k, (dépendant de la famille) tel que, pour k& > k,, %, est saturé

par rapport a p;_y x,
et on considere tous les sous-ensembles % = lim proj %, C J.

Soit % un tel ouvert, A,(%) I’algébre des fonctions diftérentiables de %,
N U¥ Ialgebre des formes différentielles extérieures de %, et Z,(%) le A (%)-
module des variations infinitésimales @ : %, — TM de a|%;. Posons

A#) =limind A,(%) , AN %* =limind A ¥, Z@%) = limind Z,(%)

et soit y,(%,, % _,) I’algébre des champs de vecteurs de %, qui sont localement
n-projetables. On peut définir les dérivations formelles et holonomes de
x(A\ «*) ainsi que le crochet [ , ] et tous les résultats des paragraphes précé-
dents se transcrivent. Si ¥~ est un deuxiéme ouvert tel que ¥~ C %, les dériva-
tions et les crochets définis dans 7~ ne sont autres que les restrictions de ceux
définis dans %. En particulier, 1’algorithme dans % est la restriction de
I’algorithme global.

Ce que nous ferons dans la suite est un passage évident aux germes. Ce
contexte étant le plus adéquat pour les besoins du chapitre III, nous présen-
terons, a titre de référence, un apercu complet des résultats. La notion de
faisceau est synonyme de celle d’espace étalé. Remarquons aussi que ce qui
sera dit pour J se recopie de fagon identique pour tout ouvert % de J.

Soit @y, le faisceau structural de J,, k > — 1 (faisceau des germes de fonctions
différentiables), et posons 4, = J X ;, 0, (faisceau image réciproque de ¢, par
q.:J — J;). Chaque A, est un faisceau en R-algebres associatives de base J.
Les applications p¥, s’étendent en des morphismes injectifs
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oret An — Ax
de faisceaux structurés et (4, p*) est une famille inductive.
A = lim ind (4, p*)

est un faisceau en R-algebres associatives de base J. A4 sera appelé le faisceau
structural de J. En identifiant 4, a son‘image par I’application canonique, A4,
devient un faisceau en sous-algébres de 4. Les A, constituent une filtration
croissante de 4 avec 4 = U A,. Cette filtration induit une filtration croissante
sur chaque fibre de A par les fibres des 4. On écrit A_, = B. Soit % un ouvert
de J et A(%) I’algébre définie précédemment. Si ¥~ est un ouvert de J et
" C % alors la limite inductive des applications de restriction A4,(%) — A.(¥")
donne une loi de restriction A(%) — A(7") notée f— f|¥" qui est transitive.
On en déduit que la famille {A4(%)} est un pré-faisceau en algebres de base J
dont le faisceau associé est canoniquement isomorphe & A. Chaque sous-
faisceau A, est canoniquement isomorphe au faisceau associé au sous-pré-
faisceau {A4,(%)}.

L’analogue de A J* se construit en imitant la construction de 4. Pour
k> —1, on pose A J¥ = faisceau des germes de formes différentielles ex-
térieures de J,, A JF =J X A JF et

A J* =limind (A T}, p*) .

A\ J* est un faisceau en R-algebres anti-commutatives et en 4-modules de base
J. Le faisceau A J* est filtré par les 4,-modules et R-algebres A J§ et gradué
par les A-modules

ALT* =limind (J X s, ALJE, p*) .

On a en particulier 4 = A°J*. La différentielle extérieure d s’étend a A J¥ en
une dérivation homogene de degré 1 par rapport a la graduation et qui préserve
la filtration. { A\ %*} est un pré-faisceau en algebres de base J dont le faisceau
associé est canoniquement isomorphe & A J*. Les sous-faisceaux définissant la
graduation et la filtration de A J* s’obtiennent également & I’aide de sous-
pré-faisceaux de { A\ #*}. La différentielle extérieure s’obtient ainsi comme une
limite inductive.

Soit D une dérivation de I’algebre A(%). Si fe A(%) et f|¥" = 0, alors
Df|¥" = 0. On en déduit que les dérivations de A(%) sont des opérations
locales par rapport aux ouverts de J d’ol une loi de restriction

1A ) — y (A7)

lorsque % D . La famille {y(4(%))} est un pré-faisceau en R-algebres de Lie
et {4(%)}-modules de base J. Le faisceau associé¢ sera noté y(4) et appelé le
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faisceau des germes de dérivations de A. y(A) est un faisceau en R-algebres de
Lie et A4-modules. On définit de fagon analogue les faisceaux en R-algebres
de Lie x(A J*), x(A JF) et x(A4;). Le premier est aussi un 4-module et les
deux derniers sont des A4,-modules. Comme A, est I’image réciproque du
faisceau structural de la variété J,, on démontre que

a) la fibre en X e J de y(4,) est canoniquement isomorphe a 1’algébre des
dérivations de la fibre de A4, en X, i.e., y(4,(X)) donc

2(4x) =XL6JJx(Ak(X)) ,

c) yx(A4;) est canoniquement isomorphe au faisceau des germes de dériva-
tions de A, au sens des faisceaux (i.e., germes de dérivations locales 4, — 4;).
On a des identifications analogues pour y(A J¥) ou b) est remplacé par
b)) wATH =T X 2(NTF).
Remarquons que ces identifications tombent en défaut pour les faisceaux y(A4)
et y(A J*). Nous allons maintenant définir des sous-faisceaux de dérivations.
Pour chaque k > —1, posons £, = faisceau des germes de relevement de

o, dans TM, R, =7 xJk_@‘ et
R = lim ind (Ry, p*) .

R est un faisceau en 4-modules de base J qui est filtré par la suite croissante
des A;-sous-modules N, et R = U R;. Le crochet de Z# (cf. §3) s’étend a R
et définit une structure de faisceau en R-algebres de Lie qui vérifie, par rapport
a la filtration, les propriétés suivantes :

a) [Re, Rl C Reigis

b) $R_, est stable par le crochet et, muni du crochet induit, s’identifiec a
J X 4 TM en tant que B-module et R-algebre de Lie.

Le faisceau TM étant isomorphe a y(0,) on trouve que R_; ~ y(B). La
famille {#(%)} est un pré-faisceau en R-algebres de Lie et {4(%)}-modules de
base J pour la loi de restriction (%) — Z%(¥"), limite inductive des restric-
tions

Le faisceau associé est une R-algébre de Lie et un 4-module isomorphe a R.
La dérivée formelle d,w étant une opération locale par rapport a @ et w (cf. § 5,
(8)) s’étend en une opération de R dans A J*. On en déduit un morphisme
injectif

9: R — (A TH

de faisceaux en R-algebres de Lie. Chaque 9,, @ € R, est un germe de dériva-



INVARJANTS DIFFERENTIELS. I 317

tion de A J* qui préserve la graduation, décale la filtration d’une unité pour
k assez grand et commute avec d. La restriction ¢: iR — y(A4) est un morphisme
injectif de R-algebres de Lie et 4-modules. On définit de méme le germe de
dérivation homogene (de degré —1) i,, @ € R, de A J* et toutes les formules
du § 5 se transcrivent au niveau des germes. Les opérations 9, et i, ainsi que
les formules pertinentes peuvent étre obtenues comme limites inductives d’opé-
rations correspondantes de Z(%) dans N %*.

Indiquons par ® I’image d(R) et soit D = dR) = D| 4. Le faisceau D est
un sous-faisceau en R-algebres de Lie de y(A J*), et D est en plus un 4-sous-
module de y(4). D est filtré par la suite croissante des R-sous-modules D, =
9(R,), et D est filtré par la suite croissante des A;-sous-modules

D (resp. D) est appelé le faisceau des germes de dérivations formelles de A J*
(resp. A). On a les relations

D = U gk > [gka Sz] c is)[k,l]ﬂ )
DUANTH C AJF pour k<h,
Du(ANTE) C AN JE, pour k>h—1,

Du=B, [D,D]cdD,,

et le crochet induit sur ®_, est celui de y(B). En plus,

® . BCB, D,AMCAM,
DB = x(B), DLIAM* = L(x(B) ,
D, ={0eD/AB) C 4} .

Des relations analogues sont valables pour 9.

Nous étudions ensuite les dérivations holonomes. Soit 7: P — M une fibra-
tion et indiquons par T(P, M) le faisceau, de base P, des germes de champs
locaux z-projetables. T(P, M) est un faisceau en R-algébres de Lie et P X ;0 _,-
modules. Remarquons que y(P, M) est canoniquement isomorphe a 1’algébre
x(A4,, B) des dérivations de A, qui laissent invariant B. De méme, T(P, M) est
canoniquement isomorphe au faisceau y(@,, @_,) des germes de dérivations de
0, (= 0p) qui laissent invariant ¢_, (= 0y). Le faisceau image réciproque
J X p T(P, M) est isomorphe a y(4,, B) en tant que faisceau en R-algébres de
Lie et B-modules. Chaque élement (X, ) ¢ J X » T(P, M) détermine une suite
de germes de champs de vecteurs p,6 aux points X, ¢ J,, kK > —1, et la limite
inductive des dérivées de Lie L(b;f)w, (X,w) e A J¥, définit un germe de
dérivation p, de A J* (on confond # avec (X, §)). On obtient ainsi un mor-
phisme injectif de faisceaux en R-algebres de Lie
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p: x(4y, B) = x(AT¥) .

9, est I'unique germe de dérivation de A J* caractérisé par:

a) p 0° d = d ° pw

b) p,(4) C 4,

c) pld, = L),

d) [0 p,]| A4 = 0e.0m| A O (§,0) € x(B) X, x(4y, B) et 6| BeX(B) cor-
respond a 6,,. ,

Chaque p, est un germe de dérivation qui préserve la graduation et la filtra-
tion de A J*. p induit, par restriction et pour £ > 0, les morphismes injectifs
de R-algebres de Lie

Pit (4o, B) = x(ATE) Pit x(4y, B) — x(4y) .
La projectabilité des prolongements se traduit par
pf e x(ANTE, ANTF) Pi0 € x(A4y, 4y)
pour tout 24 < k. La restriction
p:x(4e, B) > 2(4) , By =p,l4,

est un morphisme injectif de R-algébres de Lie. p, est I’'unique germe de déri-
vation de y(A4) vérifiant

ﬁ&IAO = -[;(0) > [957 ﬁo] == g[s,ﬂlB] s 5 € X(B) .

Remarquons que le morphisme p ainsi que toutes les propriétés ci-dessus peuvent
étre obtenues par passage a la limite inductive de la situation locale

p: X(%Os %—1) hd X(/\ %*) .

Indiquons toujours par R ’'image de y(A4,, B) par p et soit f = P| 4 I’image
de p. Le faisceau P est un sous-faisceau en R-algébres de Lie de y(4),

B4, = x(4,,B), BIAP* = L(x(4,B), B|B=yB).

On appelle R et P les faisceaux des germes de dérivations holonomes.
On étend de méme 1’application R-bilinéaire

H:R Xy 04, B) >R

d’ou le crochet [ , ] définissant une structure de R-algebre de Lie, produit
semi-direct de I’idéal R et de la sous-algébre y(4,, B). Les applications

O+ R Xy 04, B)—>D+ P
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et 0 + p sont des isomorphismes d’algebres de Lie, compatibles avec les fil-
trations et les décompositions en produits semi-directs. Les formules fonda-
mentales (extension du théoréme 7.1) en sont un cas particulier. Les formules
du corollaire 3, § 7, ainsi que les formules récurrentes a la fin du § 7 s’étendent
aux faisceaux.

La représentation tensorielle est donnée par 4 ®p y(B). Ce faisceau est un
A-module et une R-algebre de Lie. Remarquons que

Ak ®B X(B) — A4 ®B X(B)

est injectif car y(B) est localement libre sur B donc plat. On identifie 4, ®p x(B)
a son image. L’application (I’analogue de) A-linéaire p (proposition 8.2) est
un isomorphisme d’algebres de Lie, compatible avec les filtrations. On définit
de méme I’application 4 et par conséquent, une structure de R-algébre de Lie
sur le B-module

A Qg x(B) X ;x(4,, B,

produit semi-direct de I’'idéal 4 ®5 y(B) et de la sous-algebre y(4,, B). L’appli-
cation ¢ X Id (Proposition 8.4) est un isomorphisme B-linéaire d’algebres de
Lie, compatible avec les filtrations et les produits semi-directs.

Remarquons finalement que 4 @y x(B), R et D = D| 4 sont des faisceaux
en A-modules localement libres de rang égal a dim M. On trouve des bases
locales dans les composantes de degré — 1 pour la filtration (i.e., y(B)).

CHAPITRE 1I. FORME REDUITE DU PROLONGEMENT
HOLONOME

Au chapitre 1 nous avons défini le morphisme p; qui a un champ de vecteurs
0 de P (localement projetable) associe le champ de vecteurs p,6 de J,. Soit
X e J, et v le vecteur de T4J, induit par p,6. Comme p, est local par rapport
a @ il est clair que v ne dépend que du germe de § au point 8,(X) mais cette
donnée est encore visiblement surabondante. Dans ce chapitre nous cherchons
les données minima pour que le vecteur v soit déterminé ce qui mettra en
évidence un morphisme de fibrations de Lie a savoir, la forme réduite du pro-
longement holonome qui joue un role central dans 1’étude des invariants dif-
férentiels. A la fin du chapitre, nous en donnons deux applications tres simples,
I’une dans la linéarisation des opérateurs différentiels et 1’autre dans le prolon-
gement de groupoides de Lie.

11. Fibrations de Lie

Soit z: P — M une fibration et p: E — P un fibré vectoriel réel localement
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trivial. L’application : E — M, 5 = mop, est une fibration dont la fibre au
dessus de x ¢ M est égale au fibré vectoriel E|z~'(x) induit par E sur la fibre
n~!(x). Une fibration de Lie de base x est la donnée d’un tel couple (x, p).
Par abus de langage, 7 sera aussi appelée une fibration de Lie de base z, bien
que la fibration  ne détermine pas le fibré vectoriel p. Lorsqu’aucune confu-
sion n’est a craindre, la fibration de Lie E — P — M sera indiquée simplement

par E. Soit pu: F 4, Q—w>N une fibration de Lie de base w. Un morphisme
de 5 vers g (plus exactement de (z, p) vers (w, g)) est la donnée d’une applica-

tion E —¢> F fibrée par rapport a (p, q) et (y, p) et linéaire sur chaque p-fibre.
Autrement dit, un tel morphisme est la donnée d’un triplet d’applications
(¢, ¥, £) qui rend le diagramme

P—Q

I

M —>N

commutatif et tel que (¢, y) est un morphisme de fibrés vectoriels. La catégorie
ainsi obtenue est trop large pour les résultats qu’on envisage d’obtenir et sera
restreinte de la fagon suivante: Pour chaque variété M on considere la sous-
catégorie ¥ (M) formée par les fibrations de Lie au dessus de M et les M-
morphismes ({ = Id). Sauf indication contraire, M sera désormais une variété
fixée et la catégorie en question sera ¥(M). Lorsque = = w et y» = Id on dira
que ¢ est un z-morphisme. Comme les morphismes de fibrations de Lie sont
tout simplement des morphismes de fibrés vectoriels vérifiant des conditions de
compatibilité avec les fibrations de base, la notion de suite exacte de tels
morphismes est évidente. On peut de méme étendre aux fibrations de Lie les
opérations habituelles pour les fibrés vectoriels. Signalons finalement que tout
fibré vectoriel F — M est une fibration de Lie F — M — M de base Id. Si
n: P — M est une fibration alors P X ,, F — P — M est une fibration de Lie
de base = et p X y F — F est un morphisme strict. Tout M-morphisme F — G
de fibrés vectories s’étend en un z-morphisme P X , F — P X , G de fibrations
de Lie.

Soit 5: E —?5 P -7 M une fibration de Lie. On indique comme d’habi-
tude par J,P (ou simplement J;) la variété des k-jets de sections de =, par J.E
le fibré vectoriel, de base P, des k-jets de sections de p et par J,E la variété
des k-jets de sections locales de 7 = zop. On indique aussi par &, B et ni
les projections canoniques associées a J E.
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Proposition 11.1. 1] existe une structure unique de fibré vectoriel locale-
ment trivial (C* réel) sur J,p: J.E — J,P tel que Iapplication

(X,Y) e J.P X pJ.E —F> YX ¢ J,E

soit un morphisme de fibrés vectoriels de base J P (XY est la composition de
jets).
II en résulte que
- J
& LE 22 1P 25 M

est une fibration de Lie de base «; et que ’application # est un a;-morphisme.
Tout morphisme ¢: E — F de fibrations de Lie se prolonge en un morphisme
Jp: J.E — I,F de fibrations de Lie ou plus exactement, si ¢ est donné par le
couple (4, ) alors J,¢ est donné par le couple (Jy4, ;) qui rend le dia-
gramme suivant commutatif :

J.EZY, 1. F

J kpl l]kq

71PN 10

akl lak

M — M

Le foncteur covariant J, : €(M) — € (M) est exact et applique une fibration de
Lie de base #: P — M en une fibration de Lie de base a;,: J,P — M. Si ¢ est
un r-morphisme alors J,¢ est un a;-morphisme. On a J,E = E et on pose par
définition J_,E = fibré nul de M = M. Les applications &, 5 et , sont des
morphismes surjectifs de fibrations de Lie. Soient E - P —>M et F—>0 —>M
deux fibrations de Lie et E X , F — P X, Q — M leur produit fibré. Alors

JWE Xy F)=JE Xy J,F > I,P Xy J,0—>M .

Si P = Q on définit aussi le produit fibré strict E X » F — P — M. Dans ce
cas

jk(E XPF) :jkE XJkijFﬁJkP—)M .

Le foncteur J,, commute avec les deux produits fibrés. La suite 0 - E X p F —

E X , F est exacte. Soient d’autre part = : P — M une fibration, G — R —2> N
une fibration de Lie, 4 : P — R un morphisme (i.e., compatible avec (z, »)) et
¢: M — N D’application induite par 4. L’image réciproque de G par + est la
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fibration de Lie P X , G— P — M. L’application P X z G — G est un morphisme
strict de fibrations de Lie et vérifie la propriété universelle habituelle. Les fib-
rations E X, F et E XpF ne sont autres que les images réciproques de
EXF—PXQ—MXM par les morphismes P X,;,Q - P X QetP —
P X P respectivement. Si { est un difféomorphisme local alors

Ji(P Xz G) = ItP X 5,z T,G

c’est-a-dire, J,(P X z G) est I'image réciproque par Jy: J.P — J;R de la fib-
ration J,G — J,R — N. En particulier, si F — M est un fibré vectoriel alors
P Xy F — P — M est 'image réciproque de F par « et

On peut aussi définir des images réciproques par rapport a des applications
{: M — N mais ceci n’interviendra pas dans la suite.

Examinons maintenant un exemple. Soit TP le fibré tangent a P, VP le sous-
fibré des vecteurs z-verticaux (i.e., tangents aux n-fibres) et TM le fibré tangent
a M. La suite exacte

0—svP— 1P ps, TM 50
Pl I
P P P

donne lieu a la suite exacte de fibrations de Lie de base z et de z-morphismes

0—>vP > TPI* T p oy, TM—>0
ok I
M M M

oll y = rop,{ = moq et p = ror. En appliquant le foncteur J; on obtient la
suite exacte de fibrations de Lie de base «;, et de «;-morphismes :

_ Jei J J.T
00— J VP 25 J TP S gy T TM — 0

lfkp l"kq ler

T T . T

iak l,x,c lak

M M M
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12. Forme réduite du prolongement holonome

Soit # un champ de vecteurs z-projetable défini dans I’ouvert U de P. Pour
simplifier les notations on indique par 9.0 (au lieu de p,0) le champ prolongé
qui est défini dans 1’ouvert p;'(U) de J;. On voit facilement que le vecteur
(px0)x, X € i, ne dépend que de j,0(y), y = Bx(X), car la dérivée par rapport
a t commute avec les dérivées par rapport aux x* (coordonnées locales de M).
Indiquons par T (P, M) le sous-fibré vectoriel de J, TP formé par les k-jets de
champs locaux z-projetables de P. La remarque précédente montre qu’il ex-
iste un morphisme canonique de fibrés vectoriels de base J, (noté encore par

Pr)

(X, j00)) € Ty X p To(Py M) —5> (p,0)x € TJ,

ou 8;(X) = y. Laréduction ainsi obtenue n’est pas encore bonne car le vecteur
(px0)x dépend en fait de moins que du jet j.0(y). Pour effectuer une deuxi¢me
réduction, considérons le morphisme surjectif de fibrés vectoriels de base J;,

(X,Y) el X pTo(P,M) —> YX ¢ J,TP .

A T’aide de la formule (7.1) on démontre la

Proposition 12.1. ker § C ker p;.

p; se factorise donc a J,TP en un morphisme qui sera noté encore par ;.
On a le diagramme commutatif :

Je Xp TP, M) 255 T,

| <

J.TP

Théoréme 12.1. Pour tout k > 0 il existe un morphisme unique de fibrés
vectoriels v, : J,TP — TJ, caractérisé par la relation

P00 - X) = (P x

ot 6 est un champ local n-projetable de P et X e I, avec y = B,(X).

Le morphisme p, jouit des propriétés suivantes :

a) p, =1d.

b) pYeTyJ,ouYel,TPet X = J,q(Y).

¢) Pourk > h>0o0naTpu,0Pr = Profnk-

d) P, est un a,-morphisme de la fibration de Lie J, TP vers la fibration de
Lie TJ, —» J; — M.

e) On pose par définition p_,: J_, TP G TJ_,.

f) Soit Y = j,z(x) e J,TP ou ¢ est une section locale de ¢ et posons
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¢ = qot. Remarquons que la donnée de r équivaut a la donnée d’un champ
de vecteurs 7’ le long de im ¢. Soit § un champ local z-projetable de P qui
prolonge 7’ au voisinage de im ¢. Dans ces conditions on a p,Y = (p,0)y ou
X = jro(x).

Soit U I’ouvert de M ou = est définie. Une variation projetable de ¢ associée
4 la variation infinitésimale  est la donnée d’une famille (différentiable) a un
paramétre (g,), |¢| < ¢, d’applications de U dans P vérifiant les propriétés sui-
vantes: ¢, = o, mog, = v, est un difféomorphisme local de M et (3/dt)(c,);_,
= ¢. Comme ¢ est une section, toute variation a un parameétre de ¢ est lo-
calement projetable. Remarquons maintenant que la donnée d’une famille a
un parametre (¢,) de transformations locales z-projetables de P tel que ¢, =1d
et [(0/39(¢;);_o] o0 = = détermine une variation projetable de ¢ associée a ¢
en posant g, = ¢,0c. Réciproquement, étant donnée une variation projetable
(0;) de ¢ associée a 7, pour tout x ¢ U il existe un voisinage ¥~ de x et une
famille & un paramétre (¢;) de transformations locales z-projetables de P tel
que ¢, = Id et ¢, = ¢, o o dans 7~ et pour ¢ petit. Dans ces conditions, le champ
de vecteurs § = (3/909)(¢;);_, est m-projetable et prolonge ' au voisinage de
im ¢. Les considérations précédentes ainsi que la définition du champ prolongé
90 montrent que p,Y est donné par la formule

peY = @/00{lix(o, o ¥ D] o Yri}ino(®)

ou (g,) est une variation projetable quelconque de ¢ associée a <.

Indiquons par VJ, le sous-fibré de TJ; formé par les vecteurs a;-verticaux.

Proposition 12.2. p,(J,VP) = VI, et la restriction 9,:J,VP — VI, est
un ay-isomorphisme de fibrations de Lie.

On utilisera encore la formule (7.1) pour vérifier 1’injectivité et on calculera
ensuite les dimensions des fibres. La restriction de p; a J,VP se calcule de
facon trés simple. En effet, soit ¥ = j,z(x) e J,VP ou r est une section locale
de 5 définie dans un ouvert U de M et posons ¢ = por. Prenons une famille
a un parametre (g,), |¢| < ¢, de sections locales de r toutes définies dans U et
tel que o, = o et ¢ = (3/00)(0,);_,- On trouve alors

ka = (a/at)(jkot(x))t=0 .

Prenons des coordonnées locales (x?) dans M, (x%, y*) dans P et (x¢, y*, Y?) dans
VP ou les Y* sont les composantes des vecteurs suivants 9/dy*. Si ¢ se lit par
(x%) — (xt, Y*(x%), Y*(x%)) alors

Y = 2 (0. Y)x)vs

la| <k

ot v¥ = (9/dyl)x et X = jyo(x). La proposition 12.2 permet de définir la trans-
formation naturelle de suites exactes de fibrations de Lie et «;-morphismes :
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Tl J T
0— 1,vP 2%, jrp B g I TM — 0

= lpk lpk lld X Bk

00— VI, TJ, > Ju XuyTM — 0

Proposition 12.3. La suite J, TP Ty « — 0 est exacte pour k > 0.
Le diagramme ci-dessus montre que la restriction

Jeq X JiTx: ker p, — ker (Id X Bs)

est un isomorphisme. Soit

JTM = ker (JkTM LN TM)

et posons
ne = [eq X JiTr|ker p,]7" .
La suite
0—>Jp Xy iTM 225 J,TP 25 T7, — 5 0
est exacte.

13. La scission canonique

Considérons la suite exacte de fibrations de Lie de base a;,, et de a; .-
morphismes

Tii Id X ;T
0 —>Jiws Xy JVP 25 Tt Xy TP =28 1o X I, TM — 0 .

Montrons que cette suite admet une scission canonique. En effet, soit
X,Y)elp, X7, W TP ol P, k+1(X) = Jq(Y) .

Ecrivons X = j,,,0(x) et Y = j,z(x). Il est possible de choisir la section ¢ de
telle sorte que ¢ = goz. Alors s =t — TooTroz est une section de VP
vérifiant pos = ¢ et par conséquent

(X, ju5(0) € Ty X5, JuVP .
On définit ainsi un «;,,-morphisme

Sk:Jk+1 XkakTP—)J]c+1 XJk]kVP .
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Pour définir S;, il a fallu remonter a J,,, car on dérive (k 4+ 1)-fois la section
o. Il est clair que Sy o J;i = 1d donc S, scinde J,i. A S, correspond une scission
unique 3, de Id X J, T telle que S; o 3, = 0. C’est le a;,, ,-morphisme suivant :
Soit

(X,Z) eJk+1 XMJkTM

et posons X = ji,,0(x) et Z = j,&(x). Le composé 7 = Tgo & est une section
de TP vérifiant gor = ¢ et par conséquent

(X, jer(x)) € Jiyy X g I TP .
II est clair que
(X, Z) = (X, jiz(x)) .
On définit de méme une scission canonique de la suite exacte

i Id X T
0 — Ty Xy VI —> Toos Xpu Tl —= "8 T Xy TM — 0 .

Si(X,v)eli, Xg, TTp et X = ji,,0(x) on pose
S:X,v) = (X, v — TjooTay(v)) .
Si (X,w)eJy,, Xy TM on pose
32X, w) = (X, Tjwow)) .

S, scinde i et 3, scinde Id X Ta,. Le diagramme suivant est exact, scindé et
commutatif dans les deux sens:

(13.1)
Tui . 1d X JTx
02T Xuy J.VP (__"_S__ Joor Xao I6 TP o2 Ty X JkTM 7220
z
:lpk - lpk - lId X B
S Se
0SS Ten X Ve 25 Jen X Tl "5 Ty Xy TM <2250
i Id X Tay,

Ce diagramme montre que
ker p, = Zy(ker Id x Bi)

et par conséquent le morphisme

Joot X RTM 255 1, TP,

image réciproque de n;, est égal a
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el ks Xy JiTM .

Restreignons maintenant le diagramme précédent aux sous-fibrations de Lie
formées par les éléments qui induisent le vecteur nul dans TM. Plus explicite-
ment, on remplace J, TP par

JUTP = {Y e I, TP|Tro f,(Y) = 0} ,

TJ, par VI, J,TM par JoTM, TM par O et J,VP ainsi que VJ, ne changent
pas. Le diagramme restreint est encore doublement commutatif, exact et scindé.
Or, on voit que dans ce cas les définitions de S, et X', sont intrinséques sur J.
On n’a plus besoin de remonter a J,,, car les dérivées d’ordre k + 1 de ¢ au
point x sont annulées par Tz(z(x)) = 0 et §(x) = O respectivement. On obtient
ainsi le diagramme doublement commutatif exact et scindé de a;-morphismes :

B jki Jeq X ]kTﬂ
02 J VP > TP —————>J Xy JsTM =0
Sk X
(13.2) :lpk lnk l

I
0—> VI, M Vi, ———> 0

11 en résulte la suite exacte

DA
00— T, Xy JOTM =5 TP 5 v, — 50

et plus généralement le
Théoréme 13.1. La suite de «,-morphismes

by
0—>Jp Xy .TM =55 7, TP X5 T1, —5 0

est exacte.

Corollaire. Pour que Y e J, TP appartienne a ker p,, il faut et il suffit que

a) Trofu(Y) =0,

b) S.(Y)=0.

Soit Y = j,z(x,) € J,TP et posons ¢ = q o r. Considérons r comme un champ
de vecteurs le long de im ¢. Pour que $,Y = 0 il faut et il suffit que z(x,) =0
et que ¢ soit tangent a ’ordre k a im ¢ au point ¢(x,). Sil’on prend un systéme
de coordonnées locales (x?, y*) de P tel que im ¢ = {y* = 0} et si I’on écrit

=3 Ad)ox' + 3 BoJoy

alors p,Y = O si et seulement si
a) A;(x) = B,(x,) =0,
b) jsz(xo) =0,
Y s’identifie a I’élément (j,o(x,), jo (T o t)(x,)) € T, X 3 JOTM.
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14. Les parties principales

Soit 5: E 25 P-"5 M une fibration de Lie et G — M un fibré vectoriel.
Nous indiquons par G ® E la fibration de Lie (P X ,, G) ® E - P — M ou le
premier terme est le produit tensoriel fibré des fibrés vectoriels P X , G et E
de base P. Comme d’habitude, on écrit T* = T*M, S*T* = puissance symé-
trique de degré k de T* et A* T* = puissance extérieure de degré k. Le
produit symétrique est noté par V.

Proposition 14.1. Pour k > 0 il existe un a,-morphisme canonique ¢, qui
rend exacte la suite de fibrations de Lie

0—>J, Xp(S*T*®E) —> LEZX 1. %, T .E—>0.

Soit
X,df, vV .- Vdfpy ®v) el Xp (S¥T* Q E)

ol X = jyo(x),y = o(x),v € E, et f; sont des fonctions définies au voisinage
de x avec f;(x) = 0. Soit = une section locale de 5 tel que t(x) = v et por = g.
Alors

(X, dfy V oo Vdfy @) = ji(fy -+ fr)(x)

Proposition 14.2. Pour tout k > 0 il existe un o;,-morphisme canonique e,
qui rend exacte la suite de fibrations de Lie

Tpx-
00— T Xp(S*T* @VP) — 25 TT, ~ 2% J, Xy, TTe s —> 0 .

On remarque tout d’abord que
ker (TJ, — TJ,_) = ket VI, — VI,_)
et on définit ¢, par le diagramme
(14.1)

Pr-1,k

0—Jp Xp(S*T* @ VP) —25 IVP 2% 1 X 5, Ju , VP —>0

lld ~ lpk =~ lpk—l

Tox-
0— T Xp (S T*Q@VP) 25 VI, 2% Jo X g VI, —>0

ou la premiére suite est donnée par la proposition 14.1. Sion pose F = f, - - - f
et v = v%9/ay* alors

X, dfi V - V dfy Q) = HZik(aaF)(x)v‘vi' ou v; = (9/0ye)x -
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Pour k£ > 1 les diagrammes suivants sont commutatifs et exacts:

(14.2)
0 0 0
, l ,
00— T, Xy (S*T*QTM) —> J;; Xy \TM — J;, Xy IS\ TM — 0
Ok Py Py
A
0'_—>Jk XP(SkT*®TP) }jkTP \Jk XJk_ljk_lTP'——)O
Sk Px Pr-1
4
0—>J, Xp (S¥T* Q@ VP) > T, > Ji Xgooit TTeey —> 0
0 0 0
(14.3)
0 0 0
Al Al 1
| | T.
| 1 1
v v v
00— T, Xy S*T*QRTM) —> J; Xy NTM —> J Xy I, TM —0
4® 7] 0 g x LTx] 15, Idxjk_lTﬂTEZk_l
v v v
0—Ji Xp (S*T*Q TP) > J'TP >Je X Jo TP —> 0
4®itls 5l 1S fk-l’TiSk—l
v 32 32
0—>J, Xp(S*T*Q VP) > J.VP > Je Xgoo  Jx VP —> 0
TI | Tl
1 1 |
¥ v v
0 0 0
ol

(X, 0 ®v) = (X, 0 ® To(v)) ,
51X, 0 ®v) = (X,0Q [v — TooTa(v)])

et X = jo(x). En outre ¢, scinde Id ® Tz et s, scinde Id ® i.

15. Forme générale du morphisme p

A T’aide du composé
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J.P X o1, TP -5 1,TP 5 TJ,

nous pouvons définir le prolongement canonique d’un champ de vecteurs quel-
conque @ de P. En effet on pose

50 x = pk(]kﬁ(y)X)
ou y = B;X. L’application
6 € 3(P) > B:8 € 1)

est évidemment un morphisme R-linéaire. C’est aussi un morphisme de R-
algébres de Lie car p,60 peut étre défini de la fagon suivante: Soit (4,) une
famille a un parametre de transformations locales définies dans un ouvert U
de P tel que

B = Id, (a/at)(¢c)t=o = 0' U.

Soit X, € 8z(U). Comme ¢, = Id, il existe un voisinage ouvert % de X, et un
e > 0 tel que pour [f] < e et X = j,o(x) € % I’application 7o ¢; 00 = 4, soit
inversible au voisinage de x. Mais alors

Ty :¢t°0'°‘1’;1

est une section locale de = définie au voisinage de ,(x). On prolonge la famille
¢, en une famille a un parametre ¢f, |¢| < ¢, de transformations locales définies
dans l’ouvert % en posant

FX) = Jrr (9 (x))
On vérifie alors que
p0| % = (3/00)(8():=0
et on démontre a I’aide du commutateur que
P10, 6']) = [D:0, 0] .

Pour k > 0, p,0 définit une dérivation de I’algébre A J¥ et, en passant a la
limite, une dérivation p, de A J*. L’application

6 € x(P) — p, € (N J*)

est un morphisme injectif de R-algebres de Lie. p, préserve la graduation et la
filtration (pour k£ > 0) de A J* et commute avec d. Le théoréme 6.2 s’étend
pour @ e x(P) lorsqu’on remplace [&, 6,] par le crochet [£, 4] dans #Z. On dé-
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finit de méme une structure de R-algébre de Lie sur Z X y(P) a I’aide d’une
forme R-bilinéaire

E: % X y(P) > &

dont la définition est analogue a celle du § 7 moyennant la précaution suivante :
Soit @ e Zy, k > 1, et

O, =2o(Id X D):J, > TP (cf. §4) .

Pour tout X e J; on prend un voisinage ouvert  de X et un champ local
& e x(Jy) tel que

(TB) o€ = O, |%

d’ou en particulier, £ = @|%. On pose
Uyx = ik

ou 5 = [&, D,0], les ¥y, x se recollent en un élément ¥, € %, et on définit
(15.1) 50,0 =7, .
On a

[Z:, x(P)] C %
pour k > 1 et

[Z_, x(P)] C £, , [Z,, x(P)] C £, .

Z_, X x(P) n’est plus stable pour le crochet. L’application 5 peut encore se
définir de la fagon suivante: Soit @ € Z%,, 6 € y(P) et (¢;) une famille & un para-
metre de transformations locales définies dans un ouvert U de P tel que

01U = (3/06)(@)s_ -

Prenons X, e 8;(U), un voisinage % de X, et ¢ > 0 comme au début du para-
graphe. Si X = jyo(x) € %, ’application inversible y», = 7o ¢, oo dépend de ¢
mais u,(X) = T\, ne dépend que de jg(x) donc de X lorsque k£ > 1. Soit ¢
le prolongement de ¢, a %. Alors

(15.2) (D, 0)(X) = —(0/0){[u(X)][D o ¢F (X1}, -

Avec ces définitions, les formules fondamentales (théoréme 7.1) ainsi que les
corollaires s’étendent pour 6 € y(P) en remplacant 6, par 4. De méme les
deux derniéres formules du § 7 s’étendent car si @ = ol € y(J) est un
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champ localement a,-projetable, alors [@, §] = [®, 4] le dernier crochet étant
celui de #£. Pour les représentations tensorielles on suppose que

p: A Qg (M) — %
est un isomorphisme et on définit
A2 (A Ra, R) X Y(P) = ARy, I
par
4R 0,0 =fR[D,0] — (r,HNRD.

A, coincide avec A, lorsque 6 est localement projetable et définit sur
(A4 ®p x(M)) X x(P) une structure de R-algébre de Lie produit semi-direct par
rapport a 4,. Le § 8 s’étend trivialement. Il est clair que toutes les considéra-
tions précédentes s’étendent aux faisceaux (§ 10). Dans ce dernier cas, la forme
générale du morphisme p est donnée par

p:x(dy) — X(N\ T*)

car y(4,) =~ J Xp TP.

Soit fe Ay, Y = jiz(x) e J,TP et ¢ = go . On définit la section fr par (fz)x
= f(ox)zx et on pose Yf = j,(fr)(x). Ceci définit une structure de A,-module
sur chaque fibre du fibré vectoriel J,TP — J, qui ne dépend que du k-jet
jx(f c0)(x) d’ol, fibre par fibre, une structure de module sur J,(P X R) avec
P X R— P— M. Comme les fibres de 2,(J; X JiTM) sont des A -sous-
modules, on obtient par passage au quotient, une structure de A;-module sur
les fibres de TJ, donc aussi une structure de 4,-module sur y(J,) qui est dif-
férente de la restriction a A4, de la structure habituelle du A ;-module %(J,).
Nous noterons cette structure par (£)f ou & € x(J;). Le morphisme

6 € x(P) — pib € (i)
est A,-linéaire pour cette nouvelle structure, i.e., p,(f6) = (p;6)f. Le morphisme
8 e y(P, M) — Bif € x(Jx)
est B-linéaire.

16. Prolongements par la source et le but

Nous étudions maintenant des prolongements de types particuliers. Soient
M et N deux variétés, P = M X N,r = z,: P — M la premiére projection et
m,: P — N la deuxie¢me projection. Considérons la fibration z. Toute fibration
est localement (au voisinage de chaque point de P) de ce type trivial. Les sec-
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tions locales de = s’identifient aux applications locales de M dans N, les k-jets
de sections s’identifient aux k-jets d’applications. Par conséquent nous avons
un diffomorphisme canonique

Jkﬂz:Jk—‘)Jk(M,N)

ou J,(M,N) est la variété des k-jets d’applications locales de M dans N.
Remarquons en plus que TP ~ TM X TN, le sous-fibré des vecteurs r-verti-
caux est VP ~ M X TN et le sous-fibré des vecteurs z-horizontaux (i.e., m,-
verticaux) est HP ~ TM X N. Prenons les fibrations de Lie

{:TP-M, 5p:VP->M, v:HP->M

de base . Comme TP ~ HP X p VP alors

J, TP ~ J.HP X, I,VP .
D’autre part,

J.HP ~ J,TM X y J,(M,N) , J WP ~ J (M, TN) .

Soit 2: TN — N la projection canonique. Alors

Jid: I (M, TN) — J,(M, N)
admet une structure canonique de fibré vectoriel, de base J,(M, N), tel que
I’application

(X, Y) e J(M,N) Xy J,TN > YX ¢ J,(M, TN)

soit un morphisme de fibrés vectoriels de base J,(M, N). De facon plus gén-
érale, étant données deux variétés M et N, nous pouvons définir le foncteur
exact (ou V indique la catégorie des fibrés vectoriels de base N)

Ie: V= Vi
qui au fibré vectoriel 1: E — N associe le fibré vectoriel J,E donné par
Jed: Jy(M,E) — J,(M,N) .
Si F = P X y E alors ’image réciproque de JE par Jyz,, i.e.,
T X gpon,my Je(M, E)

est canoniquement isomorphe au fibré vectoriel J,F — J, défini au § 11. Ici
nous n’adopterons pas la notation J, car les notations précédentes sont suf-
fisamment explicites. Ceci dit, définissons 1’isomorphisme de fibrés vectoriels
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- Ji T Ji T
J,TPp I X T b M %, To(M, TN)

qul l]kl

Jimy

J > Jy(M,N) .

On voit facilement que J,VP s’envoit sur J,(M,TN) et J,HP s’envoit sur
JeTM X 3 J,(M, N) (on remarquera que J,TM X, J.(M,TN) = (J,TM X 4
Jo(M,N)) X so.5, Jx(M, TN)). Nous définissons p;, a 1’aide du diagramme
commutatif :

J.TP P

N e

Jp——— J,
]kTﬂ' X JkTﬂ'z Jk7r2 ljkﬂz TJkkz

T

J(M,N) —> J,(M, N)

v/ Ny

J2TM X 5 J,(M, TN) — TJ.(M,N)

Indiquons par «f, g} et ph,: les projections canoniques de J,(M, N). Puisque

(Tak)oplc = (Tff)o,gk P (T,Bk)opk = ‘glc P

a0 lymy = a s ‘82:0]]07{2:77:20‘810
on voit que
P(JxTM Xy J,(M,N)) C HI(M, N)

ou HJ,(M, N) est le sous-fibré de TJ.(M,N) formé par les vecteurs aj-hori-
zontaux (i.e., Bj-verticaux) et

px(Jx(M, TN)) C VI(M, N)

ou VJ.(M, N) est le sous-fibré des vecteurs «)-verticaux. Nous allons étudier
séparément les restrictions

Pl JxTM X 3 J1 (M, N) = pi (prolongement par la source)
et

P | Jx(M, TN) = p? (prolongement par le but) .
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a) Prolongement par le but. Reprenons l’isomorphisme J, Tz X J, T,
restreint & J,VP. Il s’écrit

- T
Jvp 2 1 oa, TN)

Jkpl l]kl

J
Je 25 (M, N) .
Le diagramme définissant p;, se réduit a

Jvp — " 5y,

J k Tﬂ:gl lTJ k7o
v

Jy(M,TN) —> VI,(M,N) .

TJx, est un isomorphisme car «} o Jyw, = ay, J,Tx, est un isomorphisme et p,
est un isomorphisme (proposition 12.2) d’ou la

Proposition 16.1. P2 est un a)-isomorphisme de fibrations de Lie.

11 est facile de voir, en ramenant la situation 2 p,|J,VP et en utilisant le
calcul qui suit la proposition 12.2, que p? se calcule de la fagon suivante : Soit

Y = jyr(x) e J, (M, TN) , X = J;A(Y) = jro(x) € J,(M, N)
ol ¢ = Ao7. Alors
Y € TxJ(M,N) .

Soit (a,), |t| < ¢, une famille & un parametre d’applications locales de M dans
N, toutes définies sur le méme ouvert et telles que g, = g et (3/91)(a,);_y = 7
dans un voisinage de x. Alors

vY = (0/00)(ixo:(x)):—q -

En faisant les calculs, on trouve une expression en coordonnées locales de p?
analogue a celle trouvée pour p, |J,VP.
Reprenons maintenant le morphisme fibré

J.(M,N) X y J,TN —*> 1.(M, TN) .

Fixons un élément X e J,(M, N) et soit #, la restriction de # a la fibre au
dessus de X. On dira que X est injectif, surjectif ou bijectif si la partie linéaire
de X en est ainsi.

Proposition 16.2. Si X est un jet injectif (resp. surjectif) alors %y est sur-
jectif (resp. injectif). Si X est inversible alors $y est un isomorphisme.
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En composant # avec p2 on définit un morphisme canonique (noté encore
par py)

pio
Jy(M,N) X 5 J,TN —#> VI.M,N)

(16.1) l l

I
LMN—2 1M, .

Ce morphisme n’est ni injectif ni surjectif et son rang varie avec la fibre de
méme que celui de #. Indiquons par I7,(M, N) le sous-ensemble de J,(M, N)
formé par les jets de rang maximum (de la partie linéaire). I7,(M, N) est un
ouvert dense de J,(M, N), VJ,.(M, N)|Il.,(M,N) = VII,(M, N) et la restriction

Phod
II,(M,N) X y ;TN —— VI, (M,N)

[

II(M,N) —— II,(M,N)

jouit, en vertu de la proposition 16.2, de la propriété suivante :
Corollaire. Si dim M < (resp. >) dim N alors la restriction 9% o  est sur-
jective (resp. injective). Si dim M = dim N alors p2o # est un isomorphisme.
Rappelons que J, TN est le fibré des k-jets de champs de vecteurs locaux de
N. Si 6 est un champ local de N défini dans U, a chaque X € (8;)"'U nous
associons le vecteur

pi o $(X, 1:0(»)) = pi(jub()-X) € VxJ(M, N)

ou y = B;X. Nous obtenons de cette facon un champ de vecteurs p2d défini
dans (8;)"'U. L’application

0 — pbo

est un morphisme du pré-faisceau en R-algebres de Lie des champs locaux de
N vers le pré-faisceau des champs locaux de J.(M, N) définis sur les ouverts
Bi-saturés. En prenant la limite inductive des dérivations de Lie associ€es aux
champs p2f nous obtenons un morphisme injectif de R-algébres de Lie

P g (N) — 2(N\ J*(M, N))

A J¥*(M,N) = lim ind (A J¥(M, N), o) .

On démontre 1’analogue du théoréme 6.2 pour p° en remplagant la dernicre
condition par
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[369 p’;] IA’ =0

A" = AN J*(M,N) = lim ind ka(M,N) .

On définit les dérivations formelles pour les espaces J,(M, N) de facon entiére-
ment analogue en remplagant «; par a. Tout le chapitre I se recopie dans ce
contexte. Les difféomorphismes J,z, induisent, a la limite, un isomorphisme
des algebres A J* et A\ J*(M, N) ainsi qu'un isomorphisme des faisceaux cor-
respondants.

Prenons maintenant un champ de vecteurs 6 défini dans 1’ouvert U de N.
Soit ¢’ le champ z-vertical de P défini dans #;'U et qui se projette sur § par
Tr,. 11 résulte des définitions que

TJmy(pr6') = Pi6 .

Ceci justifie les assertions précédentes et montre, en particulier, que le mor-
phisme

6 — by

est le prolongement usuel de @ par le but: On prend le groupe local a un
paramétre (¢,) engendré par  (ou plus généralement une famille & un para-
metre dont la dérivée pour ¢ = O est §), on le prolonge a J,(M, N) en posant

P (X) = jide(BX)- X

et on le dérive par rapport a ¢ en 0. Notre discussion montre que I’aspect in-
finitésimal de ce prolongement, i.e., p%o # n’est pas régulier. Par contre

pe:J.(M,TN) — VI, (M, N)

est régulier, en fait un isomorphisme.
b) Prolongement par la source. Reprenons I’isomorphisme J,Tx X J,Tx,
restreint & J HP. 11 s’écrit

- T
7.HP 5 1.TM %, 1M, N)

(16.2) kal J(
5, — L LMN)

ol w: TM — M est la projection canonique. Le diagramme définissant pj; se
réduit a
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JHP — ™ S Hy,

(16.3) JkTﬂl?go l:nm

' :
J.TM Xy J.(M, N) —> HI, (M, N)

ou HJ, est le sous-fibré de 7J, formé par les vecteurs a;-horizontaux (i.e.,
7,0 fy-verticaux). On remarque que J,7r et TJz, sont des isomorphismes.
Indiquons par ¢ l’isomorphisme inverse de J,Tz. ¢ est défini de la fagon
suivante : Soit

Y, X)e,TM Xy J,(M,N), X =j.f(x), Y =j0(x)
et soit U ’intersection des domaines de f et 4. Posons
:yeUw— (009),f(y)) e HP =TM X N .
Alors (Y, X) = j,z(x). Identifions J, X, J,TM a J,TM X 5 Jo(M,N) par

I’isomorphisme (X, Y) — (Y, J,x,X). Alors Y, devient une application

2
JiTM X 5 1 (M, N) = I\ TP

Nk

qui scinde J,Tx|JOTP (cf. §13, a rigueur J,Tr représente 1’application
J.Tr X Ji(z,0q)). De méme ¢ scinde J, Tz |JHP. Comme

ker pi = J,Tr(ker p;)
et
ker pp = JLHP N 2y(Jy X 3 JSTM) = J . HP N 3,(JoTM X (M, N))
on voit que ker p; est le sous-fibré de J,TM X, J.(M, N) noyau de
(o — 2| TM X 5 J,(M,N) .

La dimension des fibres de ce noyau n’est pas constante. En effet, prenons un
X e J,(M, N). Pour déterminer le noyau de p: dans la fibre au dessus de X on
procéde comme suit: Soit Y = j,0(x) € JSTM, x = «},X et écrivons X = j,f(x).
On construit z: U — HP comme ci-dessus,

og:yeUw— (3, f(y) eP, 7,:ye U Ta(0)) e TP

et on prend la différence ¢ — z,: U — VP. Alors pi(Y, X) = O si et seulement
si jo(r — z)x = 0. Or, j,(r — r)x ¢ J,VP donc la derniére condition est équiv-
alente a
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0 = J;Tm,(jx(t — t)x) = jrry(x) ol 7, = (T)o0

(cf. premier diagramme de (a)). Définissons le morphisme de fibrations de Lie
de base o,

O: .TM Xy Ju(M,N) — ker by, (jx0(x), jxf(x)) — jx(Tf o 6)x

ou by: Jy(M,TN) — TN est le morphisme but. On vient de démontrer que
ker 9 = ker @. Un argument semblable démontre la

Proposition 16.3. p5(Y, X) = p2o @Y, X) pour tout (Y, X)el\TM
X 3 Jx(M, N).

En effet, I’élément (Y, X) € JoTM X 4 J,(M,N) est envoyé par (J,Tx X
J,Tr,)™ en un élément Z e JSTP. Sa composante verticale JyioSy(Z) (cf.
(13.2)), seule a donner une contribution a p;, s’identifie par J,Tr X J,Tr, a
@(Y, X) et par conséquent est appliquée par p3.

Corollaire 1. ker p; = ker @.

Remarquons maintenant que

po: ker b, — WJ, (M, N)

est un isomorphisme ou WJ (M, N) est le sous-fibré de TJ,(M, N) formé par les
vecteurs (o, X B)-verticaux. Si X e J,(M, N) est injectif alors la restriction @,
de @ a la fibre au dessus de X est aussi injective et par conséquent (5) 5 est
injectif. Si X est surjectif il en est de méme de @. Montrons que dans ce cas
(p3)x est aussi surjectif. En effet, sur la fibre

(JiTM X 3 J:(M, N))x

on a pi =plo P, donc I'image de cette fibre par pi est égale a WJ (M, N)y.
D’autre part

(Tay) o9y = Br: JxTM X 5 J:(M,N) — TM

ol B, est la projection but du premier facteur. Ceci entraine que T« (im p3)
= TM d’ou

im (pi)x = H]k(M3 N)X

car Toj(WJ,(M,N)) = 0. Ceci montre bien que (p5)x est surjectif lorsque X
est surjectif. Considérons la restriction de pi aux fibrés induits sur 1’ouvert
dense I1,(M,N), i.e.,

PE

l l

T, N —2 5 1,0, N)
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ou HJ, (M, N)|Il,(M,N) = HII,(M, N) = sous-fibré des vecteurs §;-verticaux.
Corollaire 2. Sidim M < (resp. >) dim N alors la restriction p;, est injective
(resp. surjective). Si dim M = dim N alors 95 est un isomorphisme (comparer
avec le corollaire de la proposition 16.2).
Rappelons que J, TM est le fibré des k-jets de champs de vecteurs locaux de
M. Si 6 est un tel champ défini dans I’ouvert U, nous lui associons le champ
psf défini dans (a})~'U en posant

#i0)x = p:(0(xX), X) € HI (M, N)x .
Si @ est le champ horizontal dans z'U qui se projette sur § alors
TTmy(be0’) = P26 .

L’application 6 — P36 est un morphisme du pré-faisceau en R-algebres de Lie
des champs locaux de M vers le pré-faisceau des champs locaux de J,(M, N)
définis sur les ouverts a-saturés. La limite inductive des dérivations de Lie
associées aux champs pifd donne un morphisme injectif de R-algebres de Lie

p*: (M) — x(N\ J*(M, N)) .

Tout le chapitre I se recopie dans le contexte présent du prolongement par la
source. En particulier on démontre 1’analogue du théoréme 6.2 pour p° en
remplacant la derniére condition par

[35, m”A/ - a[s,o]lA/

ou [£, 4] est le crochet de Lie dans y(M). Le champ pif est le prolongement
usuel de 6 par la source c’est-a-dire, on prend le groupe local (ou une famille
locale) & un paramétre (@,) engendré par 6, on le prolonge a J,(M, N) on posant

(16.4) $i(X) = X - [rgu(e X)]™

et on dérive par rapport a ¢ en 0. Notre discussion montre que 1’aspect infini-
tésimal de ce prolongement, i.e.,

pi: JiTM Xy J(M,N) — HJ (M, N)
n’est pas régulier.
On relie facilement pf avec p2. En effet, soit # un champ local de P qui est
projetable dans M et N, i.e., § = Tz X Tr,0. Alors
TTmy(9:0) = pi(Tz0) + P(Tx.0)

Si & est un champ local de M et # un champ local de N alors
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[pi€, b0l = 0 .

En effet, si & est le champ horizontal de P qui se projette en & et ¢ le champ
vertical qui se projette en # alors [§/, '] = O et par conséquent

[bié, b20] = TTem,[eé’, Bi6'] = TTimy(Bil€’, 0D = 0 .

Cette derniére propriété est aussi une conséquence triviale de 1’associativité de
la loi de composition des jets car celle-ci entraine la commutativité des groupes
a un parameétre prolongés par la source avec ceux prolongés par le but.
Lorsqu’on restreint toutes les considérations a I/,(M, N) avec dim M = dim N,
on passe du prolongement par la source a celui par le but et reciproquement
par l’inversion

Xell,(M,N) > X'ell,(N,M) .

17. Linéarisation d’un opérateur différentiel
Soit

nE-LspP-Tom

une fibration de Lie. Nous indiquons par E le faisceau des germes de sections
locales de 7. Alors p: E — P est un faisceau en ¢p-modules canoniquement
isomorphe au faisceau des germes de sections du fibré vectoriel P X » E de
base P. Remarquons en outre que

Op = P Xy Oy

et que

(X,Y)e P XpJE—>YXcE

est un morphisme surjectif de faisceaux en @p-modules ou J,E est le faisceau
des germes de sections de p. j: E — JE est un morphisme R-linéaire injectif.

Soit F —%> 0 —%» M une deuxiéme fibration de Lie.

Définition. Un opérateur différentiel D : E — F est dit linéaire si pour deux
sections locales quelconques s et s' de E avec pos = pos’ on a qoD(s) =
g o D(s') et D(as + bs’) = aD(s) + bD(s’) ou a,b ¢ R.

Si 'on considere E et F comme des faisceaux de base P et Q respective-
ment, alors D: E — F est linéaire si D € Homg(E, F). L’opérateur D induit,
a I’aide de p et g, un opérateur 9 : P — Q dont ’ordre est inférieur ou égal
a I’ordre de D. Si D est d’ordre < k alors

Tk+l(D):jk+lE_)Fy 120)
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est un morphisme de fibrations de Lie qui induit z;,,(9) (cf. § 2). Réciproque-
ment, tout morphisme

7 ¢
définit, a I’aide de j;, un opérateur différentiel linéaire d’ordre < k. Le com-

posé de deux opérateurs linéaires ainsi que le prolongement sont des opérateurs
linéaires. j, est un opérateur linéaire d’ordre k. A 1’aide de la suite exacte

0—>J, Xp(ST* ® E) —*>5 JE

on peut définir la partie principale d’un opérateur linéaire d’ordre < k ainsi
que les notions qui s’y rattachent.

Définition. Soit 9): P — Q un opérateur différentiel. Une linéarisation de 9
est un opérateur différentiel linéaire D: E — F qui induit 9.

Si D linéarise 9) et D’ linéarise )’ alors D’ o D linéarise 9’ o 9). En outre,
D linéarise 9V et j, linéarise j,. Soit

PP "5 M

la fibration de Lie tangente et s une section locale de £.

Théoréme. Soit 9): P — Q un opérateur différentiel d’ordre fini. 1l existe
un opérateur différentiel linéaire unique T9): T P — TQ qui linéarise 9 et qui
vérifie

TD(s) = (9/ N {[D(o; o] or}io

pour toute variation projetable (o) associée a s (cf. § 12).
On définit T9) par le composé

P& T(D) T

Tk(T@): jkTP TJkP Q .
D et TY sont de méme ordre, T(9' o D) = TD o TD, Tj,, = ]3_k°fk et

T(D?P) = p, o (TD)?®. Soit @(M) la catégorie dont les objets sont les fibrations
P-"5Metles morphismes sont les opérateurs différentiels d’ordre fini. Soit

T le foncteur qui a I’objet P associe la fibration de Lie TP et au morphisme 9
associe T9). La restriction de T a la sous-catégorie des opérateurs de degré

. . . . é .
zéro n’est autre que le foncteur qui au morphisme fibré P —— Q associe le

. . . T
morphisme de fibrations de Lie TP —¢> TQ. Remarquons finalement que la
restriction de T9) a la fibration de Lie verticale VP définit une linéarisation
verticale
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V). VP - VQ

de 9@ dont I’ordre est celui de 9. On a VI(s) = (8/dt)(Da,),_, ou (g,) est une
variation verticale associée a s.

18. Prolongement de groupoides de Lie

A Taide du morphisme p, nous allons donner une démonstration simple d’un
théoréme bien connu d’Ehresmann sur le prolongement de groupoides de Lie.
Nous rappelons ici les quelques définitions et propriétés nécessaires a 1’énoncé
du théoréme. Pour une discussion plus détaillée ainsi que des exemples, nous
renvoyons le lecteur a [9], [10], [26], [28], [34], [35] et [53].

Définition. Un groupoide différentiable est la donnée d’un ensemble G
muni d’une structure de groupoide et d’une structure différentiable vérifiant
les conditions de compatibilité suivantes :

1) L’ensemble M des unités de G est une sous-variété.

2) Les applications source et but «, 3: G — M sont différentiables et trans-
Verses.

3) L’application (X, Y) € G X G — XY ¢ G est différentiable ou G X , G
est le produit fibré de « et 8.

4) L’application X ¢ G — X' e G est différentiable.

Un groupoide de Lie est un groupoide différentiable pour lequel «: G — M
est une fibration. On remarquera que, pour tout groupoide différentiable G,
la propriété ci-dessus est toujours vérifiée pour la composante a-connexe G,
de M car « admet V’inverse a droite ¢: M — G (cf. [26]). Soit G un groupoide
de Lie. Par inversion, 8 est également une fibration et on voit que la condition
2) de la définition est conséquence de cette hypothése. En outre, M est régu-
licrement plongée car « (et ) est une rétraction. On indique par G, la fibre
de a: G — M au dessus de x. Tout X e G définit un difféomorphisme

¢x:YeG,-YXeG,

ou x = a(X) et y = B(X). Un champ de vecteurs local 4 de G est dit invariant
a droite si @ est a-vertical et T¢gy6 = ¢ pour tout X € G (chaque fois que la
relation a un sens). Si @ est invariant a droite et défini dans ’ouvert %, il
s’étend en un champ invariant a droite ¢’ défini dans ¥~ = p~'(%). En effet,
pour Ze ¥ et X € % avec f(Z) = B(X) on pose 8, = T¢,0x ou W = X~'Z.
Par restriction de ¢, § détermine un champ de vecteurs a-vertical 6, le long de
U = B(%). Réciproquement, si §, est un champ de vecteurs a-vertical défini le
long d’un ouvert U de M alors il existe un champ invariant & droite unique 6
défini dans 7'(U) et qui induit §,. On voit ainsi que les domaines de définition
naturels pour les champs invariants a droite sont les ouverts g-saturés de G.
En outre, le pré-faisceau des champs de vecteurs invariants a droite et définis
dans les ouverts p-saturés est isomorphe au pré-faisceau des sections locales du
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fibré vectoriel VG| M, restriction a M du fibré des vecteurs a-verticaux de G.
11 est clair que le crochet de champs invariants a droite est encore invariant a
droite d’ou, par transport, une structure de R-algébre de Lie sur le pré-faisceau
I, (WG|M). En passant aux germes, on obtient un faisceau en R-algébres
de Lie g de base M qui est par définition 1’algébre de Lie de G.

Soit «: G — M la fibration source. La variété J,G des k-jets de sections
locales de « admet une structure naturelle de catégorie différentiable: j,z(y)
est composable avec j,o(x) si et seulement si y = Boa(x) et on pose

LieeODlixo(x)] = jis(x)

ol 5(z) = 7(B00(2))a(z) est défini a I’aide du produit de G. Les unités de J,G
sont les jets jre(x) ou xe M et : M — G est 'inclusion donc peuvent étre
identifiées aux éléments de M. Le groupoide des éléments inversibles de J,G
est, suivant Ehresmann, le prolongement d’ordre k& du groupoide G et sera
noté G,. C’est un ouvert de J,G et, muni de la structure induite, devient un
groupoide de Lie avec M pour variété d’unités. On vérifie que G, est I’ensem-
ble des jets jia(x) tel que T,(800) est inversible. On note par g, sont algébre
de Lie.

Considérons maintenant le fibrév ectoriel J,g. Il existe une structure unique
de R-algebre de Lie sur le faisceau J,g tel que

iy, gixnl = feixlp, ) + (T &lixy — gU(TB o Pfljrp

ou p,neg, f,ge 0y et (TRo g est la dérivée de Lie de g suivant le champ
TBop.

Théoréme. g, est canoniquement isomorphe a J,g.

Pour le démontrer, considérons la fibration «: G — M et la fibration de Lie
verticale VG — G — M. Alors p,: J,VG — VI,G est un isomorphisme de
fibrés vectoriels de base J,G. Soit M’ = im j,¢ la sous-variété des unités de Gy.
Comme J,VG|M’' = J,g et VI,G|M' = VG,|M’, on obtient par restriction
I’isomorphisme de fibrés vectoriels p,: J,g — VG, |M’ qui par extension aux
germes donne 1’isomorphisme

Pit 18 — G

de faisceaux ¢y-linéaires. Reste a vérifier que p, préserve le crochet. Or, si ¢
et @ sont des champs invariants a droite de G, les prolongements p,6 et .6’
sont des champs invariants a droite de G;. Comme p.[8, ¢'] = [H:0, p.0'] on
en déduit que

PeGrle, 7D = [priegts Puiey]

ou p,peg donc p, préserve le crochet de germes holonomes. L’assertion
générale en résulte en utilisant la linéarité de



INVARIANTS DIFFERENTIELS. 1 345

et, en particulier, la relation p,(fj.z) = fps(jr2). Remarquons finalement que
I’idetification g, ~ J,g est naturelle par rapport aux foncteurs p,; et par
rapport a I’exponentielle de groupoides de Lie (cf. loc. cit.).

19. Structure affine de J,

A TI’aide des parties principales, nous allons définir la structure affine bien
connue de J,, [14], [30]. Soit 4 — M une fibration et F — M un fibré vectoriel.
Rappelons qu’une structure affine de 4 sur F est la donnée d’un morphisme
de fibrations A X , F — A tel que pour chaque x € M la restriction 4, X F,
— A est une structure d’espace affine de A, sur ’espace vectoriel F,. Prenons
maintenant la fibration J, — J,_,, kK > 1, et soit Oy, Y e J,_,, la fibre au dessus
de Y. Comme le fibré vectoriel

Je Xp (S*T*® VP)| Oy
est trivial, il en est de méme du sous-fibré
ex(Jp Xp (S T* @ VP)|Qy = TQy C TJ,, .

Chaque vecteur v € (S*T* @ VP),, y = B;_,Y, définit un champ de vecteurs v
de Qy qui engendre un groupe global a un parametre ¢,(v). On définit le
morphisme

exp &

Ji X (S*T* ® VP) —— ],
par (X, v) — ¢,(v)(X). En remarquant que
Je Xp (S*T* Q VP) =T X g,_, Ux_y Xp (S*T* ® VP)]

on vérifie que exp ¢, définit une structure affine de la fibration J, — J;_, surle
fibré vectoriel

Ty X p (S*T* @ VP)'.

En prenant des coordonnées locales, chaque fibre Qy devient un espace numé-
rique, v devient le champ constant associé & un vecteur ¢,(v) € Qy et ¢,(v)
devient la translation par te,(v).
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