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INVARIANTS DIFFERENTIELS D'UN
PSEUDOGROUPE DE LIE. I

A. KUMPERA

Dans deux memoires celebres [41], [42] Sophus Lie a esquisse une theorie
generale d'integration des equations differentielles aux derivees partielles arbi-
traires, ses methodes etant basees sur la structure du pseudogroupe des trans-
formations locales qui laissent invariante Γ equation donnee. Toute Γoeuvre de
Sophus Lie est en fait dominee par le probleme fondamental de Γ integration
des equations differentielles, [44]. Tres tot Lie s'apperςoit que la plupart des
equations pour lesquelles ont ete developpees des methodes d'integration
jouissaient en commun d'une propriete fondamentale, celle d'etre invariantes
par les operations d'un groupe ou groupe local de transformations, Γintegra-
tion de ces equations etant etroitement liee a la structure de ce groupe. C'est
a propos des equations dont la solution generale ne depend que d'un nombre
fini de parametres que Lie introduit la notion de groupe fini et continu a n
parametres, [39]. L'introduction des groupes continus infinis est motivee par
les equations dont la solution generale depend de functions arbitraires d'un
certain nombre de variables. Non seulement il unifie et generalise les diverses
methodes d'integration, [44], mais developpe ensuite, apres quinze ans de
recherches, la theorie generale d'integration qui s'appuie sur la structure des
groupes continus finis ou infinis (pseudogroupes de Lie).

Soit Φ une equation differentielle invariante par Faction d'un pseudogroupe
de transformations locales Γ (en generale non transitif) et donnons nous une
suite normale

( 1 ) Id - Γo c Λ c c Γn = Γ

de sous-pseudogroupes de Γ. Dans ces conditions, Lie ramene le probleme de
Γintegration de Φ a celui de Γintegration de n + 1 equations differentielles
auxiliaires Φt parmi lesquelles les n premieres sont invariantes par Faction des
pseudogroupes quotients Γί+1/Γi et sont automorphes, c'est-a-dire, Γintransi-
tivite de Faction du pseudogroupe est en un sens minimale. Or, Γintegration
de Γ sera accomplie par une methode recurrente en integrant de proche en
proche les equations Φ .̂ Si Φ est integrable il en est de meme de tous les Φt
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et reciproquement. Par consequent, les obstructions a Γintegrabilite de Φ se
montreront etre des obstructions a Γintegrabilite de certaines equations Φi.
Remarquons finalement que Γ integration d'une equation automorphe (e.g.,
Γequation Φt) est etroitement liee a la structure de son pseudogroupe d'opera-
teurs en effet, une telle equation est essentiellement un quotient de Γequation
differentielle definissant les transformations locales du pseudogroupe en ques-
tion.

La situation la plus interessante est celle oύ la suite (1) est une suite de
Jordan-Holder (les quotients sont simples). En eίϊet, une fois connue la classi-
fication des pseudogroupes simples (non transitifs), le probleme d'integrer Φ se
ramenera a Γetude d'un nombre fini d'equations differentielles invariantes par
des pseudogroupes connus, ces equations invariantes pouvant a leur tour etre
classifiees.

Les equations auxiliaires Φt s'obtiennent comme quotients successifs de
Γequation Φ, le passage au quotient etant realise modulo les invariants diβέr-
entiels du pseudogroupe Γ ainsi que des sous-pseudogroupes Γt qui apparaissent
dans la suite (1). Ce passage au quotient est possible grace a des proprietes de
finitude de ces invariants, ce qui leur donne une structure particulierement
interessante. La notion d'invariant differentiel attache a des objets geometriques
est tres ancienne. Pourtant, ce n'est que dans ses travaux sur les equations
differentielles invariantes par des transformations de contact, [36], que Lie est
conduit a considerer la notion plus generate et plus adequate d'invariant dif-
ferentiel attache a un pseudogroupe de transformations, notion qu'il degage en
toute sa generalite dans [38].

Pour aboutir a une telle theorie d'integration il faudra done au prealable
a) etudier la structure des invariants differentiels attaches a un pseudo-

groupe de Lie,
b) decrire, a Γaide des invariants differentiels, le procede de reduction de

Γequation Φ permettant de construire les equations auxiliaires Φi,
c) etudier la structure des pseudogroupes reels (non transitifs), en particu-

lier Γ existence de suites de Jordan-Holder et la determination des pseudo-
groupes simples,

d) etudier et classifier les equations differentielles invariantes et automor-
phes par un pseudogroupe simple.

Dans cet article nous decrivons la structure des invariants differentiels e'est-
a-dire la premiere etape ci-dessus. Quelques indications d'un debut de (b) se
trouvent dans [25]. Remarquons que Johnson [21] et Oliva [56] ont deja etudie
la reduction d'une equation differentielle Φ. Pourtant ces auteurs n'attachent
aucune importance a la structure des invariants differentiels qui semble au coeur
de la question. Des exposes classiques se trouvent egalement dans Halphen
[19], Tresse [65], Medolaghi [49], Vessiot [66], [67] et plus tard Amaldi [1].
Citons enfin les travaux de Buttin-Molino [4] et Molino [51], [52] oύ des
methodes de reduction semblables sont appliquees dans Γetude du probleme
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d'equivalence pour les presque .Γ-structures.
En ce qui concerne (c) de nombreux travaux sont parus surtout dans le cas

transitif (voir bibliographie). Contentons nous simplement a dire que Γ exist-
ence, dans le cas transitif, de suites Jordan-Holder gέnέralisέes a ete demontree
par Guillemin [15]; voir aussi [3].

Le probleme que nous traitons ici est le suivant. Etant donnee une famille
j£? de champs de vecteurs locaux sur une variete P (pseudogroupe infinitesimal)
nous voulons etudier les proprietes des integrates premieres (invariants difϊerent-
iels) des trajectoires definies par les prolongements de tous les ordres de ££ aux
varietes de jets. En general nous obtenons ainsi une infinite d'invariants dif-
erentiels independants. Moyennant des hypotheses de regularite raisonnables, il
est possible de trouver un nombre fini de ces invariants (un systeme fondamental)
de telle sorte que tous les autres invariants s'obtiennent a partir de ceux-ci par
certaines operations de derivation. Cette etude presente essentiellement deux
problemes. Le premier consiste a definir des derivations, les derivations jor-
melles, a Γaide desquelles nous pourrons obtenir de nouveax invariants dif-
ferentiels a partir d'invariants connus. Le premier chapitre est consacre a cette
question. Nous y etudions deux types de derivations a savoir les derivations
jormelles et holonomes, ces dernieres etant canoniquement associees aux pro-
longements de champs de vecteurs. Les proprietes cherchees resultent de la corn-
par aison de deux derivations, une formelle et Γautre holonome le resultat prin-
cipal nous dit que le crochet d'une derivee formelle avec une derivee holonome
est encore une derivee formelle (formules fondamentales). Le deuxieme prob-
leme consiste d'une part a reduire successivement les donnees geometriques
(forme reduite du prolongement holonome) et d'autre part a developper des
techniques auxiliaires (scission canonique) de telle sorte a pouvoir appliquer les
methodes cohomologiques de D. C. Spencer pour obtenir des proprietes de sta-
bilite asymptotique pour les noyaux des prolongements successifs de ££'. Ces
proprietes sont Γ ingredient principal dans la demonstration des theoremes de
finitude. Les questions prealables sont traitees dans le deuxieme chapitre. Dans
le chapitre III nous demontrons les deux resultats principaux: le theoreme de
stabilite asymptotique et les diverses formes du theoreme de finitude. Le dernier
chapitre est consacre a des exemples. En outre, une description plus detaillee
introduit chacun des trois premiers chapitres. Les demostrations qui se redui-
sent a des arguments classiques ou a des simples verifications sont la plupart
des fois supprimees. Le lecteur trouver a les plus fastidieuses dans [23]. Enfin
un resume assez complet de ce travail se trouve dans [25].

Pour terminer, examinons quelques exemples. Soit M une variete munie
d'un systeme de Pfaff Σ de rang localement constant. Indiquons par Δ le sys-
teme caracteristique associe a Σ (au sens de Cartan [7], [8]). Les feuilles inte-
grales de Δ sont les caracteristiques de Cauchy de Σ. Indiquons finalement par
Σ le systeme de PfafI quotient de Σ modulo les caracteristiques de Cauchy
(construction locale dans une carte feuilletante pour Δ). Les constructions ci-
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dessus sont un cas particulier du theoreme general. En effet, soit Γ le pseudo-
groupe des automorphismes locaux de Σ et Γo le sous-pseudogroupe qui laisse
invariantes les caracteristiques de Cauchy. La reduction Σ correspond au quo-
tient de Σ modulo les invariants difϊerentiels du sous-pseudogroupe ΓQ, i.e.,
on considere la suite Γod Γ. Le systeme de Pfafϊ quotient Σ est invariant par
le pseudogroupe quotient Γ/Γo qui en fait est egal a Γ ensemble de tous les
automorphismes locaux de Σ. En outre, on sait bien que toute variete integrale
V de Σ (pas forcement de dimension maximale) se releve en la variete integrale
p~\V) de Σ oύ p est la projection quotient modulo les caracteristiques de
Cauchy [7], [8], [24].

La methode classique du multiplicateur de Jacobi pour une equation lineaire

(2) ξf = Σξt-jjL = 0 ,

oύ ξ est un champ de vecteurs quelconque, consiste a chercher un multipli-
cateur de ξ c'est-a-dire une function μ tel que η = μξ soit unimodulaire (par
rapport a une forme volume donnee). Le multiplicateur etant connu, Γintegra-
tion de Γ equation (2) est equivalente a celle de ηf = 0. Or, Γintegration de
cette derniere equation, avec η unimodulaire, peut se ramener aux methodes
generales de Lie en considerant le pseudogroupe Γ de tous les automorphismes
locaux unimodulaires qui preservent le champ η ainsi que le sous-pseudogroupe
ΓQ de ceux qui, en outre, laissent invariantes les trajectoires de η. On demontre
dans ce cas que le pseudogroupe quotient Γ/Γo est simple car c'est le pseudo-
groupe unimodulaire associe a une certaine forme volume quotient. Les
methodes de Lie redonnent les methodes classiques [7], [22], [42].

Le lecteur trouvera d'autres exemples dans [7], [39], [41], [42], [50], [67] et
[68]. En particulier, dans le dernier chapitre de [41], Lie expose la theorie
generale d'integration pour les equations diίϊerentielles invariantes par certains
pseudogroupes donnes. Ainsi par exemple il etudie la theorie generale d'inte-
gration pour les equations aux derivees partielles du second ordre a une fonc-
tion inconnue z de deux variables independantes x et y admettant le pseudo-
groupe Γ des transformations locales dont Γ element generique s'ecrit

φ:X = Kx), Y = y, Z = z/f(x),

f etant une fonction arbitraire inversible. La transformation infinitesimale gen-
erique de Γ est de la forme

ξ = g(x)^-- g'(x)z-d

dx dz

oύ g est une fonction arbitraire. Le theoreme general qui se rattache a ces
donnees est le suivant: Uintέgration dΊine telle aquation se ramene a VIntegra-
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tίon successive de trois systeme diβέrentiels ordinaires.
Dans le meme ordre d'idees Medolaghi [50] etudie et classifie les equations

difϊerentielles invariantes d'ordre deux dans Γespace a trois variables x, y, z qui
admettent un pseudogroupe de transformations ponctuelles (i.e., operant dans
Γespace des variables x, y, z) ou bien abelien ou bien localement isomorphe au
pseudogroupe general de la droite R (done simple). En particulier il etudie les
equations invariantes par le pseudogroupe dont la transformation ίinie generale
s'ecrit

φ:X = f(x) , Y = yf(x) , Z = z + y(f\x)/f(x)) ,

/ etant une fonction arbitraire inversible et la transformation infinitesimale

generale s'ecrit

ξ = g(χ)JL + g\x)y± + s"(*)yA+ g\)y + s ( ) y ,
dx dy dz

oύ g est arbitraire. Cet exemple est repris plus tard par Vessiot [67].
A ce point il est interessant d'observer que les premieres recherches de Lie

portent sur les equations differentielles ordinaires invariantes par des groupes
continus finis. II obtient le resultat suivant: Un systeme d?equations diffέrentiel-
les ordinaires invariant et automorphe par Γaction d'un groupe fini et continu Γ
admettant une suite normale (1) dont les quotients successifs sont de dimension
un {done abέliens simples) sΊntegre par quadratures, [37], [47]. Les groupes
de Lie qui admettent une telle suite de Jordan-Holder ou encore ceux qui ad-
mettent une suite normale (1) a quotients abeliens sont precisement les groupes
resolubles. En outre, le theoreme ci-dessus s'etend a un systeme de Pfafϊ inte-
grable quelconque, [27]. Un corollaire du theoreme ci-dessus est le resultat
connu en mecanique sous le nom de theoreme d'integrabilite de Liouville-
Cartan permettant d'integrer un systeme Hamiltonien par quadratures une fois
connues n integrates premieres independantes: Soit M une variέtέ de dimension
2n + 1 munie d'une 2-forme fermee Ω de rang maximum et indiquons par Σ
le systeme dίffέrentiel des caractέristiques de Ω; e'est un systeme de Pfaff de
dimension 1. Si Von connait n automorphismes infinitesimaux ξt de Ω indέ-
pendants et deux a deux en involution par rapport a Ω le systeme Σ s'integre
par quadratures. Soit Γ le sous-groupe de Lie abelien, du groupe de tous les
automorphismes de β, engendre par Γalgebre de Lie abelienne [ξ19 ••-,?„].
L'equation Σ est invariante par Γ mais elle n'est pas automorphe (pour qu'elle
le soit, il faut que le groupe Γ soit engendre par 2n automorphismes infinitesi-
maux independants). Recopions la demonstration de [12, p. 265] dans sa
version duale. Le systeme de Pfafϊ P engendre par les formes πό = i(ξj)Ω (ξj
est le Xj de [12]) admet pour annulateur le champ d'elements de contact
engendre par Σ et les ξι ou encore par E, ξ 1? , ξn oύ E est le champ car-
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acteristique. Soit N une variete integrate de dimension n + 1 de P. Les champs
ξi ainsi que Γ equation Σ sont tangents a i V e t leurs restrictions ηt laissent
invariante Γ equation Ξ obtenue par restriction de Σ a N. Le groupe Γ opere
cette fois ci de faςon automorphe sur Ξ et les integrates premieres ωt \ N (suivant
les notations de [12]) ne sont autres que les formes de Maurer-Cartan corre-
spondant a la base {η19 , ηn}. On discerne tout de suite une extension du
theoreme de Liouville-Cartan oύ la condition d'involution est remplacee par
une condition plus faible. Le lecteur trouvera des theoremes du meme genre
dans [7], [27] et [39].

Remarquons finalement que la theorie des invariants differentiels se presente
desormais en tout probleme d'equivalence locale relative a un pseudogroupe
donne. L'ensemble de tous les invariants et, en particulier, un systeme fonda-
mental fini represente l'ensemble de toutes les conditions necessaires a Γequiv-
alence. C'est ainsi que les invariants trouvent leur place dans plusieurs mem-
oires de E. Cartan lorsqu'il etudie Γ equivalence locale pseudo-conforme d'hy-
persurfaces (ou families d' hyper surf aces) reelles dans les espaces complexes,
notamment dans [6]. Us jouent egalement un role central dans la determina-
tion detous les sous-pseudogroupes d'un pseudogroupe donne, [5].

Nous tenons a exprimer notre profonde reconnaissance a MM. C. Ehresmann,
J. -L. Koszul et B. Malgrange.

INDEX DES PNINCIPALES NOTATIONS

!FM: algebre des functions C°° de la variete M
GM: faisceau structural de M (germes de functions C°°)
TM = T: fibre tangent de M
TM = T_: faisceau des germes de champs de vecteurs de M
T*M = Γ* : fibre cotangent de M
Γ*M = T* : faisceau des germes de formes difϊerentielles lineaire de M
Λ Γ ^ Θ Λ ^ * : fibre en algebres exterieures
SΓ* = © SkT* : fibre en algebres symetriques
V : produit symetrique
Λ M * : algebre des formes difϊerentielles exterieures de M
Tφ = φ#: application lineaire tangente
T*φ = ιTφ = φ* : application lineaire cotangente
VP: sous-fibre des vecteurs 7r-verticaux de P (tangents aux fibres)
HP: sous-fibre des vecteurs π-horizontaux de P (lorsque P = M X N)
χM, χ P , etc.: produit fibre
π: P > M: fibration = submersion surjective
π2: P > N: projection canonique lorsque P = M X N
p: E > P: fibre vectoriel localement trivial
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η: E > P > M: fibration de Lie de base π, η = π o p

η: VP > P > M: fibration de Lie verticale

ζ : TP —?-> P - ί-> M: fibration de Lie tangente
γ %

μ: P XM TM > P > M: fibration de Lie horizontale
P : faisceau des germes de sections locales de π
JλE: faisceau P muni de sa structure differentiate canonique en tant

qu'espace etale sur M
E = JλE: faisceau des germes de sections locales de p
E(§ 17): faisceau des germes de sections locales de η
JλE: faisceau des germes de sections locales de η
Jλp: JλE > JλP: faisceau en 0JyΓmodules de base JλP
Jλ' : foncteur "jets locaux"
T(P, M): champs de vecteurs τr-projetables de P
T(P, M): germes de champs de vecteur π-projetables de P
Γ(E): sections globales de E
Γl0C(E): sections locales de E
χ(A): algebre des derivations de Γanneau A
χ(A, B): sous-algebre des elements de χ(A) qui preservent le sous-anneau B
χ(M) = χ&M) algebre des champs de vecteurs de M
χ(Λ / * ) : algebres des derivations de Λ /*
χ(^N, ^M, Φ) - derivations de ZF'N dans !?'M par rapport a φ: M > N
χ(Λ N*, Λ Aί*9 φ): derivations de Λ N* dans Λ M* par rapport a φ: M

>N
χ(P, M) = χi^p, ^M) champs de vecteurs π-projetables de P
χλ(P, M): champs de vecteurs localement π-projetables de P

JkP = Jk : &-jets des sections locales de P > M
J^P = /TO = / = lim proj (Jk9 phk): jets infinis

ocici βk> phk - projections canoniques de Jk source, but et /:-jet »->> Λ-jet
j k : P > JkP: operateur differentiel canonique d'ordre k pour la fibration

P >M~

Jk(M, N): &-Jets d e M d a n s N
a'k, βk, pf

hk: projections canoniques de Jk(M, N) source, but et A -jet »-> /ι-jet
Πk(M): groupoϊde des /:-jets inversibles de M
Πk(M, N): A -jets de rang maximum (pour la partie lineaire) de M dans N
Wk = Uicπd~ιΠk(M, N): elements de JkP, P = M X N, qui se projettent dans

Πk(M,N)paτπ2:M x N >N
Tk(P, M): λ -jets de champs locaux ττ-projetables de P

JkE: λ -jets des sections locales de la fibration de Lie η: E > P > M

Jkp: JkE > JkP: fibre vectoriel de base JkP

άk, βk, phk : projections canoniques de JkE; source, but et &-jets •-* Λ-jet
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J k EL > JJCE : operateur differentiel canonique d'ordre k pour la fibration

d e L i e ϊ ^ — > P >M
Jk' : foncteur "&-jets" pour les ίibrations P > M
Jk' : foncteur "/ -jets" pour les fibrations de Lie E > P > M

JfcP (Xjc

ak : JkE > JkP > M: fibration de Lie de base ak, extension aux &-jets
de E > P > M

J\TP: elements de JkTP qui induisent le vecteur nul dans TM (par la projec-
tion Tπ o βk)

J°kTM: elements de JkTM dont le but est nul
Ak = J^Jk: fonctions C°° de Jk

Ao = &p: fonctions C°° de P = JQ

A_λ = B = &M: fonction C°° de M
A =limind(^[Jfc,|θ*Jfc).
Λ /* : algebre des formes differentielles exterieures de Jk

AJ* =l imind(Λ J$,p$k).
Λ^/* =limind(Λ ι/ί, /ojl s

J f c).
φk, ψk, φk etc.: prolongement aux &-jets des applications φ, ψ, φt etc. de P,

M on N
τX = T(jkσ)(TxM) C TγJk oύ X = jk+1σ(x) € Jk+1 et Y = pkX.
Θk : faisceau structural de Jk (i.e., (9Jk)
Ak: JXJkΘk.
A_x = B.
A = limind (Ak,p%k).
A J*: faisceau des germes de formes differentielles exterieures de Jk

X7
χ(A): algebre des derivations de A = lim ind (Ak, p%k)
χ(A J*): algebre des derivations de Λ /* = lim ind (Λ /?, p*k)
χ(A): faisceau des germes de derivations de A = lim ind (Ak, ptk)
χ(A J*)'- faisceau des germes de derivations de /\ J* = lim ind (A Jf, p*k)
χ(A0) ~ / χ P TP: faisceau des germes de derivations de Ao

χ(A0, B) ~ J x p T(P9 M) : faisceau des germes de derivations de AQ qui pre-
servent B

Φ: variation infinitesimale de ak

h+\ Jjc+i XM TM > TJk : relevement holonome d'ordre k
φk+1 = λk+ιo(Id x Φ): Jk+ι >TJk: variation infinitesimale de pklk+1

associee a Φ
φk+ί = χk+ι o (Id X τk+ιD): Jk+1 > TJk : variation infinitesimale de pktk+ι

associee a Γ operateur differentiel D
X(ξ) = ξ' : derivee de Lie par rapport au champ de vecteurs ξ
ί(ξ): produit interieur par rapport au champ de vecteurs ξ
dφ: derivee de Lie par rapport a la variation infinitesimale Φ
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dφ: derivee formelle par rapport a la variation infinitesimale Φ element de

χ(Λ /*)

dφ = dφ\A.

dD: derivee formelle par rapport a Γoperateur differentiel D; element de

χ(Λ /*)
dD = dD I A .
iφ: produit interieur par rapport a la variation infinitesimale Φ
pkθ: prolongement canonique a Jk du champ de vecteurs θ de P
pθ: derivee holonome par rapport au champ de vecteurs θ de P element de

χ(Λ /*)
Pi =_Pι\A.
pk: JkTP > TJk : forme reduite de prolongement holonome
Pk '- Jk(Jχ X pVP) X j λ TJλ > Jλ X jkTJk : deuxieme reduction du prolonge-

ment holonome
p*kθ: prolongement par la source du champ de vecteurs θ de M
ps

k: JkTM X M Jk(M, N) > HJk(M, N): forme reduite du prolongement par
la source

p\θ: prolongement par le but du champ de vecteurs θ de N
pi: Jk(M, TN) > VJk(M, N): forme reduite du prolongement par le but
p: prolongement algebrique
M(φ): ensemble des variations infinitesimales Φ: M > TN de Γ applica-

tion φ: M > N (relevements locaux de φ par rapport a la projection

TN >Λ0
(%k = £%{ak): ensemble des variations infinitesimales de ak

dt = l imindC^fc,^) .
S)k: ensemble des operateurs diίϊerentiels d'ordre < k de P vers TM

3) = U Wk.
Q) = d(<ΰ) = dtβt) C χ(Λ / * ) : algebre des derivations formelles
9 = 3J\A,9 C χ(A).

gp = p(χ(P)) C χ(Λ / * ) : algebre des derivations holonomes
& = 0>\A,& C χ{A).
g%k : faisceau des germes de variations infinitesimales de ak

= g(9l) c χ(Λ J*): faisceau des germes de derivations formelles

= <£\A, % C χ(A).
= p(χ(A0)) C χ(Λ J*) '• faisceau des germes de derivations holonomes

f: faisceau de Lie sur P

k : faisceau de Lie sur Jk prolongement canonique de

j = / Xpif

L = L(S£) C Jλ(Jλ X P TP): faisceau de Lie reduit associe a
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Lv = Jλi o JλS(L) c Jλ(Jλ x P VP): projection verticale de L
LJC = JkL C Jk(Jλ χP TP): &-jets de sections locales de L > Jλ

Lk = Jk{L) c /A Γ P : A:-jets de sections locales de L > M
(Lv)k = JkioSk(Lk) = Jk(Ly) c Jk(Jλ χP VP): projection verticale de Lk

Δk: champ d'elements de contact de Jk defini par ££k

ΛJC-UJC : noyau de Tpk_uk : Δk > Δk_λ

Jί: faisceau de Lie sur M
Jί: faisceau de Lie sur N
Jk: faisceau des germes d'invariants diίϊerentiels d'ordre k de j£?

r\5k J Xjk *$ k

= lim ind C\$k, p%k) c A: faisceau des germes d'invariants differentiels de Jδf
= U ®fc(=^) C χ(^4): faisceau des germes de derivations formelles f̂-

admissibles
= U 9ΐfe(J2?) C 9ΐ: faisceau des germes de variations infinitesimales

^f-admissibles

[ , ] : crochet dans les algebres de Lie <D, & et 9ΐ
[ , ] : crochet dans toute algebre de derivations
[ , ] : crochet dans 31 x χ(P) et 9ΐ X χ(A0)
Ξ: 01 X χ(P) • ^ , Ξ(Φ, θ) = [Φ, ff\.
δ: operateur de ^-cohomologie de Spencer
δi: derivations formelles admissibles de Lie
dι: derivations formelles associees aux champs de vecteurs d/dx1

A = (difj): matrice jacobienne aux derivees formelles

CHAPITRE I. DERIVATIONS DANS LES ESPACES DE JETS

Nous etudions deux classes de derivations dans Γ algebre des formes dif-
ferentielles de /«,. La premiere classe, celle des derivations holonomes inter-
vient dans les definitions d'invariance et la deuxieme, celle des derivations
formelles, nous donne les operations qui permettent de remonter de faςon non
triviale un objet d'ordre H u n objet d'ordre k + 1 et constitue Γalgorithme
a Γaide duquel nous demontrerons des theoremes de ίinitude pour les invariants
differentiels. Une derivee holonome est une derivee de Lie par rapport au pro-
longement canonique d'un champ de vecteurs et une derivee formelle est une
derivee de Lie par rapport a un operateur difϊerentiel a valeurs dans les champs
de vecteurs et donne comme cas particulier la derivee formelle (ou totale) bien
connue pour les fonctions sur les espaces de jets. Ces deux classes se rassem-
blent en une algebre de Lie produit semi-direct de Γ ideal des derivations for-
melles et de la sous-algebre des derivations holonomes. Toutes les donnees
sont desormais reelles de classe C°° et de dimension finie.



INVARIANTS DIFFERENTIELS. I 299

1. Notations et rappels

Soit A une algebre associative sur un corps commutatif K. Nous indiquons
par χ(A) Γ algebre de Lie des derivations de A. L'algebre χ(A) est un module
sur le centre de A. Soit M une variete. TM indique le fibre tangent, &'M
l'algebre des functions differentiables de M et χ(M) la 2?-algebre de Lie et 3P'M-
module des champs de vecteurs deM. Si π: E-*M est une application, Γ(E)
indique Γ ensemble des sections globales de π. On a

= Γ(TM) ~

Prenons maintenant deux varietes M, N et soit

une application.
Definissons les objets suivants:
i) Soit M($) Γensemble des relevements Φ: M —> TN de φ par rapport a

TN —> N, autrement dit, Φ est une variation infinitesimale de φ. L'ensemble
M(φ) est muni d'une structure naturelle de J^^-module deduite de la structure
lineaire de TN et isomorphe a celle de Γ(M x N TN). On apelle 0t(φ) le module
des variations infinitesimales de φ.

ii) Soit φ* : ϊFN -* άFM le morphisme defini par φ*g = goφ. L'algebre
&'M est munie d'une structure naturelle de J^-module en posant gf = (φ*g)f.
Indiquons par χ(J^'N, ^M, φ) l'ensemble des derivations de 2FN dans 3FM par
rapport a cette structure de module. Un element d € χ&N, 3FM> Φ) est une
application i?-lineaire d\!FN-^!FM qui verifie d(gh) = (dg)h + g(dh).
L'ensemble χ(^N, SFM•> Φ) & une structure naturelle de J^-module deduite de
la structure d'anneau de 2FM. Soit Φ 6 &(φ) et posons (dφg)x = (Φx, dg).

Proposition 1.1. Pour tout Φ e 0t(φ) on adφ€ χ&N, ^M, Φ), et Γapplica-
tion Φ e &(φ) H-> dφ e χ(^N, ϊFM» Φ) e s t u n isomorphisme de 2FM-modules.

Soit Λ M* l'algebre des formes difϊerentielles exterieures de M. A Γaide
du morphisme 0* : Λ Λ ί * ^ Λ M*, ^* = ιTφ, on muni Λ M* d'une structure
de bi-module, a gauche et a droite, sur l'algebre Λ iV*. Indiquons par
χ(Λ A/*, Λ M*, ^) l'ensemble des derivations de Λ N* dans Λ M* par rapport
a cette structure. L'ensemble χ(Λ N*, A M*9 φ) est un module sur le centre
de Λ M*. Soit Φ e ^t{φ) et x e M. II existe un voisinage °U de x et une famille
(diίϊerentiable) a un parametre (φt) d'applications de ^ dans N tel que

La famille (^?) est une variation locale de φ engendree par Φ. Soit
On definit dφω 6 Λ M* par recollement des

= (d/dt)(φ*ω)t=0 .
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Appelons 3φω la derivee de Lie de ω suivant la variation infinitesimale Φ. Cette
derivee verifie les proprietes habituelles, a savoir:

a) dφ <= χ(Λ N*, A M*, φ) et Φ € St(φ) ^dφz χ(Λ N*9 A Λί*, φ) est un
morphisme IMineaire injectif.

b) dφo d = do dφ.
c) dφ(Ak N*) C Ak M*. Si / e Λ° N* = J F ^ alors 3 J = <Φ, d/>, (cf. ii).
d) Soit iφ\ A iV* -^ Λ M* la derivation de degre — 1 definie par

(ίΦω)x = φi[i(Φx)ωφix)] .

iφ est .F^-lineaire par rapport a Φ et iφ o ίψ = —iwo iφ. Les formules classiques
s'etendent a

dΦ = [iφ, d] , dfφ = fdφ + df A iφ ,

En outre, les proprietes (b) et (c) caracterisent les derivations de Lie de Λ N*
dans Λ M*, i.e., les derivations produites par les variations inίinitesimales de
φ. Remarquons finalement que la donnee de Φ equivaut a la donnee d'une
variation infinitesimale verticale (tangente a N) Φ du graphe

^ = I d χ φ: M-+M x N .

Pour tout x e M il existe un champ de vecteurs local ξ au voisinage de φ(x)
tel que Φ = ξ oφ (au voisinage de JC). On peut par consequent trouver des
variations locales de φ deduites de families a un parametre engendrees par ξ
et toutes les proprietes de dφ resultent trivialement de la relation

dφω = φ*[£(ξ)π$ω]

et des proprietes analogues de la derivee de Lie £(ξ) suivant le champ de
vecteurs ξ.

2. Operateurs differentiels

Soit π: P -> M une fibration (submersion surjective). On indique par JkP,
k > — 1 , la variete des /:-jets de sections locales de π; J0P = P et J_XP = M.
Les applications source ak : JkP —> M, but βk : JkP —> P et ρhk : JkP —> JhP
(k > h) sont des fibrations. Soit σ une section locale de π et indiquons par
jkσ(x) le A -jet de σ au point x. L'application jkσ est une section locale de ak.
Indiquons finalement par P le faisceau des germes de sections locales de π
a: P —> M est un espace etale sur M. Etant donnee une autre fibration ω: Q
—• M, un operateur diίϊerentiel d'ordre < k de P vers Q est un morphisme
D : P —> Q pour lequel il existe un morphisme fibre



INVARIANTS DIFFERENTIELS. I 301

τk(D):JkP->Q

verifiant D = τk(D)ojk oύ j k : P —• / f c P est Γoperateur canonique. τk(D) est

determine de faςon unique par D et, pour k! > k,

τk,(D) = τk(D)opkk, .

SiD': Q-> R est un operateur d'orde < /, alors Df o D est d'ordre < k + I.
Le prolongement d'ordre / de D est Γoperateur d'ordre < k + I

3. L'algebre de Lie S)

Soit π: P —> M une fibration. Pour abreger les notations, ecrivons

hP = h , ^jk = Ak, A = lim ind (Ak, p*k) .

A est une l?-algebre.
Le morphisme canonique Ak —> A etant injectif, on identifie Ak avec son

image. A admet une filtration croissante par les sous-algebres Ak, k > — 1, et
sera appelee Γalgebre des fonctions difϊerentiables de

/«, = lim pro] (Jk,phk) .

Pour abreger, on ecrira souvent / au lieu de J^.
Soit 3)k Γensemble des operateurs differentiels d'ordre < k de P vers TM et

3) = U S)k .

5) est muni d'une structure de /4-module deduite de la structure lineaire de
TM. Si De$)ketf e At on pose

(fD)σ = (fojισ)Dσ .

3) est filtre par la suite croissante des ^4fc-sous-modules 3)k et

At3)k <z 3)Ll.kl , 3)k + 3)ιa3)ίl,kl,

oύ [I, k] = max {/, &}. 5) est aussi muni d'une structure de 2?-algebre de Lie
deduite de celle de TM. On pose

[D, Df]σ = [Dσ, D'σ]

et on verifie aussitόt que [3)k93)ι\ c 3)ίk,ιi+i-
Soit Si\ Γensemble St{ak) des variations infinitesimales de ak (§ 1, i) et
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Le morphisme canonique 0tk —» 01 etant injectif, on identifie 0ίk a son image.
01 est un A -module filtre par la suite croissante des ^-sous-modules 0tk et

A OP (— ύP OP _1_ OP (— UP
•^J-le^ί/k — \X%k~\ > fcΛJfc "T" ^^l v — t^/[mltk']

Soit Φ e 3tk9 ψ e 3tx et σ une section locale de π. Le vecteur [Φ o /^σ, ψ o 7^]^
ne depend que de jmσ(x), m = [k, I] + 1. II en resulte une structure de R-
algebre de Lie sur 0t avec \βlk, 0t^\ C ^ m . Pour chaque D e $)k9 Γapplication
τk+t(D) e 0t est independante de /. On pose τ(D) = τk+ι(D).

Proposition 3.1. Uappication τ\ S) -^ 0t est un isomorphisme de A-
modules et R-algebres de Lie qui preserve les filiations.

Remarquons que 3)_x et 0t_x sont des sous-algebres de 3) et 01 respective-
ment et que 3)_λ ^ 9t_x = χ(M). 3) et 0t sont done des i?-algebres de Lie et
A -modules qui contiennent χ(M) comme i?-sous-algebre et /^-sous-module.
Nous verrons plus tard que, lorsque M est paracompacte, 3) et 0t sont obtenus
de χ(M) par extension de Γanneau de base A_x a A.

4. Le relevement holonome λ

Pour tout couple h < k est defini un morphisme de fibres vectoriels

par

Kiuσix), v) = T(jhσ)v .

On a λ(X,v) € TpXJh. Prenons des coordonnees locales (x1) de M, (x\yλ) de
P et soient (x\yλ

a){al<k les coordonnees locales qui s'en deduisent sur /fc, oύ
a = (a19 , am) est un multi-indice entier, \a\ = 2 α ί > m = dimM, yiO'fc^W)
= daσ

λ(x) et aα = (a/a^1, , d/dxm)a. En posant i; = vιd\dxι et X = (x\ yλ

a)
on trouve

= Σ vi(d/dxi+
l<i<m \

Σ
\a\<h

oύ \i = (0, ., at = 1, , 0). Puisque T(jhσ)x ne depend que de jh+1σ(x),
le diagramme suivant est commutatif
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/*, XMTM > TJh,
k' > A', k > h, k' > k ,

Jk χMTM

Posons λk : Jk XMTM^ TJk_λ.

5. Algebre des derivations formelles

L'ensemble Λ /* = l imind(Λ J*,p*k) est une 2?-algebre qui admet une
filtration croissante par les sous-algebres Λ /*, une graduation canonique par
les A -sous-modules

Λ*/* =limmd(ΛιJt,p*k)

et une difϊerentielle d qui preserve la filtration et qui est une derivation de degre
1 par rapport a la graduation. A = Λ° /* est une sous-algebre. Appelons Λ /*
Γ algebre des formes differentielles exterieures de /. Nous voulons representer
3) par une sons-algebre de

χ(Λ /*) = {derivations de Λ /*} .

Soit D e 2) et ω € Λ /*. Pour k suffisamment grand, D e Wk+λ et ω e Λ /? . '
Alors

(5.1) Φk+ι = ί*+ 1o(Id X τ*+ 1(D)): / t + 1 - > TJk

est une variation infinitesimale de pktk+1. Comme dΦk+1ω est independant de k,
on pose

dDω = dΦk+1ω .

Theoreme 5.1. Pour tout D e 3) on a dD eχ(Λ J*), et Γapplication
d: D € 3) *-> dD eχ(Λ /*) est un morphisme injectif de R-algebres de Lie.

Soit ω e Λ /* et h un entier tel que ω € Λ /* pour k > h. Pour toute sec-
tion locale a de π, (/fcσ)*ω est une forme differentielle locale de M qui ne
depend pas de k et sera notee (jσ)*ω.

Theoreme 5.2. La derivation dD est Γunique derivation de Λ /* caractέr-
isέe par les propriέtέs:

a) dDod = dodD,
b) dD(A) C A,
c) (jσ)*dDi = -C(Dσ)[(jσ)*f] pour toute section locale σ de π et tout f € A,
Donnons maintenant quelques proprietes de dD:
1. dD est un operateur local qui preserve la graduation de Λ /*. Si D e 3)h>

alors
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dD(A /*) c Λ Jf+1

pour k > h - 1. Si D <= ^ - χ(M) et ω <= A Jtλ = Λ Aί*, alors

= X(τ_λD)ω e A M* (derivee de Lie habituelle) ,

done dD(A M*) C Λ M*.
2. 9z)(v4) C y4, et Γ application induite

est un morphisme injectif de l?-algebres de Lie et ^4-modules. dD est Γunique
element de χ(A) caracterise par

(jσ)*SDf = £φσ)[(jσ)*n ,

cette relation etant equivalente a 3Df = ζΦte+i,dfy oύ k > h, D €<3)k+1 et
feAh. L'algebre 3) est ainsi representee comme i?-sous-algebre et y4-sous-
module de χ(A). En outre, on a les relations D = Ot=}dD = O(=}3D = Ot=}
dD\A^ = 0. L'application 3_x: ^)_ x —> χ(A) est un morphisme injectif de R-
algebres de Lie et ^4_rmodules et 5 est Γunique extension ^4-lineaire de d_λ.

3. dD est Γunique derivation de Λ /* qui commute avec d et qui coincide
avec dD sur A.

4. (jσ)*dDω = -Γ(Dσ)[0V)*(ϋ] pour toute section locale a de π et tout

5. [/£>, gD'] = fe[D, D Ί + f(dDg)D' - g ^ , / ) D oύ D, Όf e 3) et /, g eA.
6. Soit D e j£) et ω 6 Λ /*. Pour /: suffisamment grand, D 6 ^)A;+I5 ω e Λ /*

et /φfc+1ω est independant de k (§ 1, d). On pose

(D est Γunique derivation de degre — 1, pour la graduation de Λ /*, que verifie
iDdf = dDj. En outre, iD est un operateur local, ^4-lineaire par rapport a D et
verifie les relations

iD o iD, = —iD, o iD , (jσ)*iDω = i(Dσ)[(jσ)*ω]

pour ω € Λ /*. Si D € ^ ) Λ alors ^ ( Λ /?) C Λ /?+ 1 pour A > A - 1. Si Z) € ^ _ x

et ω e Λ M* alors

iDω = i(τ_λD)ω (produit interieur habituel) ,

done iD(A M*) C Λ M*. En plus, on a les formules

3D = [*'D> ^1 J 'CD.D'] = [*'D> 3 /̂] , 3 / 2 ) = fdD + df A iD ,

oύ / € A. L'application
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est un morphisme injectif d'algebres de Lie qui verifie les formules precedentes,
la derniere avec / € A_x. La derivation 3 est Γunique extension 2?-lineaire de
d_! qui verifie la derniere formule.

7. Soient (xί,yλa)\a\^k+i des coordonnees locales de Jk+1 (cf. § 4), / € Ak et
D e 3)_x tel que τ_xD = d/dx* dans la carte (JC*). Alors

3Df = df/dx* + Σ idίldyλ

a)yλ

a+li
\a\<k

dans la carte de Jk+1. On retrouve la derivee formelle (ou totale) de / par
rapport a xι.

8. En prenant 3or"1 (cf. proposition 3.1) on trouve une representation
fidele de 7?-algebres de Lie 0t—* χ(Λ /*) qui verifie les memes proprietes que 3.
On notera encore 3 o τ" 1 par 3. Si Φ e 0t et ω e Λ /*, on pose, pour /: suffisam-
ment grand,

Φic+i = ^ * + i ° ( I d X Φ)

et 3φω est la derivee de Lie

suivant la variation infinitesimale Φ Λ + 1 . On a

et

Qσ)*3φω = £[(jσ)*Φ](jσ)*ω

oύ σ est une section locale de π, /, g 6 A et Φ,Ψ e 01. On definit de meme la
derivation iφ et toutes les relations et proprietes se transcrivent. 3φω et iφω sont
des operations locales par rapport a Φ et ω.

Soit

Sf est une i?-sous-algebre de Lie de χ(Λ /*) qui admet une filtration croissante
par les l?-sous-modules Sιk. On a les relations

_! est une sous-algebre isomorphe a χ(M) et
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Q)_x I Λ M* est Γalgebre des derivations de Lie suivant les champs de vecteurs
de M. 9 est une /?-sous-algebre de Lie et un A -sous-module de χ(A) qui admet
une filtration croissante par les ^-sous-modules 9k,

9 _x est une sous-algebre et un ^^-sous-module isomorphe a χ(M) et

Appelons Qs Γalgebre des derivations jormelles de Λ /* et 9 Γalgebre des
derivations jormelles de A. L'application de restriction

dD e 3 -> dD e 9

est un isomorphisme d'algebres de Lie.

6. Algebre des derivations holonomes

Soit π: P —> M une fibration. Pour simplifier les notations, ecrivons A_λ =
B. Soit χ(P, M) la sous-algebre et 5-sous-module de χ(P) forme par les champs
de vecteurs ττ-projetables. La projection de θ e χ(P, M) sera notee ΘM. L'appli-
cation

est un morphisme 5-lineaire d'algebres de Lie. Le champ θ € χ(P, M) est
localement la derivee (pour t = 0) d'une famille locale a un parametre (φt) de
transformations π-projetables. Si φt se projette en ψt, πoφt = ψtoπ, alors ΘM

est la derivee de ( ψ j . On prolonge (φt) a P en posant σ ^ ^ o f f o ψ - 1 , ce qui
permet egalement de prolonger (φt) en une famille locale a un parametre (φ%)
de transformations de Jk qui est /3fe-projetable en (φt).

est un champ de vecteurs de Jk qui est ̂ ^-projetable sur θ. On Γappelle le
prolongement canonique d'ordre k de θ. L'application pk : χ(P, M) -^ χ(Jk) est
un morphisme d'algebres de Lie dont Γimage est contenue dans χ(Jk, Jh) pour
— \<h<k. Soit ω € Λ /*. Pour k suffisamment grand, ω € Λ /* et la
derivee de Lie X(pkθ)ω est independante de k. On pose

Theoreme 6 1. Pour tout θ e χ(P, M) on a pθ ζ χ(Λ /*) /̂ Γapplication

ϊ):χ(P,M)^χ(Λ/*)

ί wπ morphisme injectif de R-algebres de Lie.
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Theoreme 6.2. pθ est Γunique derivation de A J* caractέrisέe par les
propriέtέs:

a) pβod = dopβ,

b) pθ(A) C A,
c) p9\A0 = Λ(θ),
d) [dξ,p,]\A=dίξi9Mi\A9 feχ(M).
Donnons maintenant quelques proprietes de pθ:
1. pθ est une derivation qui preserve la graduation et la nitration de Λ /*.

pθω est une operation locale par rapport a θ et ω.
2. L'application induite

est un morphisme injectif de l?-algebres de Lie. ip̂  est Γunique element de χ(A)
verifiant

pθ\A0 = £{θ) , [dζ,pθ] = dίζ,θMl ,

o ύ f €χ(M).
3. Pour A: > — 1 , p induit les morphismes (injectifs pour k > 0) de /?-

algebres de Lie

pk : χ(P, M) -> χ(Λ /*) , fc : χ(P, M)

oύ

Si (JC% / ) est un systeme de coordonnees locales de P et (JC% yλ, yλ

a)ϊa]<k est le
systeme de coordonnees correspondant de Jk alors (avec les notations evidentes)

p^/dx* = d/dx*, ^a/ay = a/ay .

pfc n'est pas 5-lineaire pour les structures habituelles de 5-module. Au chapi-
tre II, § 15, nous introduirons une structure de y40-module sur χ(Ak) par
rapport a laquelle pk sera 5-lineaire. L'ensemble &> = im p est une i?-sous-
algebre de Lie de χ(Λ /*) appelee Γalgebre des derivations holonomes de Λ /*.
L'ensemble β? — im p = £P\A est une sous-algebre de χ(A) appelee Γalgebre
des derivations holonomes de A.

7. Les formules fondamentales

L'application
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est un morphisme ^-lineaire pour k > — 1. Si ξ, ζ e χ(Jk) sont localement ak-
projetables et η = [ξ,ζ] alors η = [f, ζ], oύ le premier crochet est celui de
χ(Jk) et le deuxieme celui de 0t. Plus generalement, si ξ € χ(Jk) est localement
βffc-projetable, ζ e χ(/z) localement <*rprojetable et m = [&, /] alors [|, ζ] 6 ^?m

et, localement,

Si ? et ζ sont projetables alors [f, ζ] = [ξM, ζ^] dans «̂ ?. Nous dirons que
χ(P, M) est transitif si pour tout y e P on a χ(P, M) y = Γ^P. Indiquons par
χM(P,M) Γimage du morphisme Θ^>ΘM. Remarquons que les proprietes
suivantes sont equivalentes:

(a) χ(P, M) est transitif,
(b) χ(P, M) est transitif en un point de chaque τr-fibre et

( c ) 1M(P> M) e s t transitif.
Si M est paracompacte, la transitivite de χ(P, M) equivaut a χM(P, M) = χ(M).

Lemme 1. Soit ξ <= χ(Jk). Si f = 0, alors [ξ, pkθ]~ = 0 pour tout θ 6 χ(P, M).
Si χ(P, M) est transitif, on a aussi la rέciproque.

Lemme 2. Soit π: P —> M wn^ fibration et Φ e 0l(π) (cf. § 1, i). Powr ίowί
y € P, f/ ejcwίe w/i voisinage % dey et un champ ξ e χ(P) tel que ( | — Φ) | °tt — 0
oύ ξ = (Tπ)oξ.

Nous allons definir une application 7?-bilineaire

J ? : « X χ ( P , M ) - > ^

de la faςon suivante: Soit (Φ, θ) e 0ί X χ(P, M). Pour /: suffisamment grand,
on a Φ e &k. Soit X e Jk, W un voisinage ouvert de Z et f e χ(Jk) tel que
(I - Φ) j ̂  = 0. Posons

En faisant ceci pour tout Z e /fc on obtient une famille (Ψk>x, Wx), X 6 Jk, oύ
{^x} recouvre Jk et

est une variation infinitesimale locale de ak. Par le lemme 1, les Ψk)X se re-
collent en un element Wk€&k. II est clair que ¥k+h = Ψk°pk,k+h car si
y € Jk+h, ρ(Y) = X, on prendra ζ e χ(Jk+h) et un voisinage ^ de Y tel que
ζ\ rΓ soit ^fc+^-projetable en ξ. II en resulte que Wk e & est independant de k
et on pose Ξ(Φ,Θ) = Ψk.

On a les proprietes suivantes:
(a) Ξ(Φ, θ) est locale par rapport a Φ et θ.
(b) Ξ(fΦ, θ) = fΞ(Φ, θ) - (p,f)Φ, ft A.
(c) Ξ(Φ, θ) = 0 pour tout Φ € ^ 0 si et seulement si θ = 0.
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(d) Si ξ € χ(/fc) est un champ localement <xfc-projetable alors

Ξ(ξ,θ) = [f,0J

(crochet de 3t). En particulier, si ξ e χ(M) alors Ξ(ξ, 0) = [ξ, ΘM] (crochet de

(e) Ξ{ξ,θ) = 0 pour tout ξ € χ(M) si et seulement si βM = 0 (θ est π-
vertical).

(f) Si χ(P, M) est transitif alors Ξ(Φ, θ) = 0 pour tout 0 e χ(P, M) si et
seulement si Φ = 0.

Deίinissons le crochet [ , ] dans 0ί x χ(P, M) par

[(Φ, β), (Φ/, 00] = ([Φ, ΦΊ + Ξ(Φ, 00 - ^(Φ', 0), [0,01) .

Proposition 7.1. Vensemble £% X χ(P, M) mwnf dβ [ , ] est une R-algebre
de Lie produit semi-direct de V ideal & et de la sous-algebre χ(P, M). En outre

[/φ,0] = / [ φ , 0 ] -(p,f)Φ

oίi f eA.

La nitration 0ίn de ^? s'etend en une nitration croissante de 0t x χ(P, M)
par les β-sous-modules 0tk X χ(P,M). Comme

on a

[ « t X χ(P, M), ^ , X %(P, M)] C ^?m x χ(P, M) , m = [k,

La propriete (d) entraίne que

\β_x X χ(P, Aί), ^ _ , X χ(P,M)-] C ^ _ , x χ(P ? M)

car si ξ, ξ' e 0t_λ alors

[(f,0)?(r,0O] = (κ,f;] + [?,0'J + [^?r],[^0Ί)

et en particulier

[f,0] = [f,^] .

9t-x X χ(P,M) est une sous-algebre et 5-sous-module de ^? X χ(P,M).
Theoreme 7.1 {jorrnules jondamentales).
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[dΦ, p$] = d [ < M ] , [iφ, p$] = J [ < M ]

oύ Φ e& et θ <=χ(P,M).
Comme les deux membres de la premiere formule sont des derivations locales

qui commutent avec d, il suffit de verifier cette formule pour les fonctions / e A,
ce qui est un calcul simple (et fastidieux, [23]). Les deux membres de la
deuxieme formule sont des anti-derivations locales. II suffit done de la verifier
pour / e A et df. Or, pour / les deux membres sont nuls et pour df on retrouve
la premiere formule calculee en /.

Comme les elements de & preservent la filtration de Λ /* et ceux de Sf la
decallent d'une unite (pour k grand) il en resulte que & ΓΊ Qs = 0. De meme

& n 9 = o.
Corollaire 1. [@, &>l c <B, et S + 0* est une sous-algebre de χ(A /*)

compose semi-direct de Videal <3 et de la sous-algebre &. De meme, 9 + £P
est une sous-algebre de χ(A) compose semi-direct de Videal 9 et de la sous-
algebre 0P.

Of + 0> ainsi que 9 + & sont filtres par les i?-sous-modules Qsk + & et
9k + & respectivement. Les composantes <3_λ + & et 9_x + & sont des sous-
algebres.

Corollaire 2. Les applications d + p: & X χ(P,M) -> Of + 0> et S + p:
& X χ(P, M) —> 9 + 0* sont des ίsomorphismes d'algebres de Lie compatibles
avec les filtrations et les decompositions en produits semi-directs.

Corollaire 3.
a) [dφ, pel IB = 0 pour tout Φ € &0 si et seulement si θ = 0.
b) [dξ, pel IB = 0 pour tout ξ e χ(M) si et seulement si ΘM = 0.
c) Si χ(P, M) est transitif alors [dφ, pθl | B = 0 pour tout θ e χ(P, M) si et

seulement si Φ = 0.
d) [ 3 / # , p,] = f[dφ, p9] - (p,f)dφ + df A [iφ, p§] - (pθdf) A iΦ.
Soient Φ19 ,Φte& tel que pour tout / il existe un champ ζ< € χiJjc^)

localement ^^(^-projetable avec Φt = ζt. En iterant la premiere formule fonda-
mentale et en remarquant que [Φ i 5 θ~\ = [Φi, θMl (le deuxieme crochet dans £%)
on trouve

PΘ ° dΦl o o dΦι = dΦl o o dΦι o pθ + [dθM, dΦl o o dΦιl .

En particulier on a pour ω <= Λ P* et ξ4 e χ(M)

(7.1) M o ^ i ° ' ° ί̂&ω — 9 ί i ° * * * ° 3e* ° -f(^) ω + t̂ Λf? 3 f l o . . . o dξklω

formule qui permet de calculer aisement Γexpression locale du champ de vec-
teurs pkθ en remarquant que yλ

a = day
λ. Voici les resultats: Soit

θ = θ1^- + P
dxι dyλ

θ1 = &{x) θλ =
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et indiquons par dt la derivee formelle suivant le champ d\dxι. Alors

fcβ = 0 + 0 # - δffl)d/dyl ,

(7 2) ^ = Pιθ + ( 3 < 9 ^ ~

M - P*-iβ + 0iχ

oύ

δl..ίr(θ) = ylθl..ίr + yljkθl.4j...ίr + + yU^.iriMj,

<1"'<I 3JC^ 3**' '

A Γaide de Γisomorphisme τ: W —> & nous pouvons definir une structure
d'algebre de Lie produit semi-direct sur 3) X χ(P,M), et tousles resultats de
ce paragraphe se transcrivent en remplaςant 01 par S).

8. Representations tensorielles

A et χ(M) sont des β-modules et $4 — A ®B χ(M) est un A -module. Definis-
sons une application l?-bilineaire (qui n'est pas 5-bilineaire) [ , ] : i χ i ^ i
par

U®ξ,g®ζl =fe®K,Cl + /(9rf) ® C - g©c/) ® f

Proposition 8 1 A muni de [ , ] ^5ί une R-algebre de Lie.
Pour k > — 1 indiquons par J / Λ Γ image du morphisme y4fc-lineaire

ik ®Iά:Ak®B χ(M) -> A ®B χ(M)

oύ zfc : Ak —> A est Γinclusion. L'application z_x 0 Id s'identifie a Γapplication
canonique

χ(M) ^A®B χ(M)

qui est injective car χ(M) est localement libre, done s/_λ ~ χ(M). L'algebre
s/ est filtree par la suite croissante des ^^-sous-modules s/k et si = U s^k.
On a les relations s/k + s/ι C s^ιkΛV Aks^x c ^ [ f c , Z ] , [j/ f c, J / J c j / [ f c ) ί ] + 1

et [ J / _ 1 5 ^f_J C J / _ ! . J / _ ! est une sous-algebre et 5-sous-module isomorphe
a χ(M). Si M est paracompacte, ik (x) Id est injectif pour tout k car χ(M) est
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projectif done plat. Dans ce cas on identifie Ak (x)5 χ(M) avec s/k.
Definissons ensuite Γ application 2?-lineaire μ: s/ —» 0t par μ(f (g) f) = fξ.
Proposition 8.2. Vapplication μ est un morphisme Λ-lίnέaίre d'algebre de

Lie compatible avec les filtrations. La restriction μ: s/_λ —» ̂ - x est Γidentite
de χ(M). 5/ M est paracompacte alors μ est un ίsomorphίsme et stf est un A-
module projectif de type fini.

Corollaire Si M est paracompacte les A-modules &, 3) et Θ sont projectifs
de type fini. Des systeme finis de gέnέrateurs se trouvent dans χ(M) = 0t_λ ~
3)., ~ 9_x.

Definissons Γ application i?-bilineaire (qui n'est pas 5-bilineaire)

A: si X χ(P, M) -> s/

par

Λ(f®ξ,θ) = f®[ξ,θM] - (p9f)®ξ .

On a les proprietes:

a) Λ(fZ, θ) = fΛ(Z, θ) - (p,f)Z, ftAetZε^.
b) Si ΘM = 0, alors Λ(f <g> ξ,θ) = - (p,f) ® ξ.
c) Si ξ β χ(M) ~ s/_l9 alors Λ(ξ, θ) = [ξ, ΘM].

On definit le crochet [ , ] dans s/ X χ(P, M) par

[(Z, θ), (Z', ^ ) ] - ([Z, Z1 + ^(Z, ̂ ) - A(Z'9 θ), [θ, ff\) .

Proposition 8.3. Vensemble <srf x χ(P, M) muni de [ , ] esί wnβ R-algebre
de Lie produit semi-direct de Γideal s/ et de la sous-algebre χ(P, M). En outre,

\jZ,ff\ =/[Z,0] -(pθf)Z,

La filtration <$/k induit une filtration croissante de s/ X χ(P, M) par les 5-
sous-modules s/k X χ(P,M). On a

[ ^ X χ(ΛAί), ^ X χ(P,M)] c ^ m X χ(P,M) ,

o ύ m = [Λ, /] + 1 et [ j/ f c , χ(P, M)] C ^ f c . L a composante j / _ x X χ(P, M) c^
χ(M) X χ(P, M) est une sous-algebre car

Proposition 8.4. Vapplication μ x Id : ^ X χ(P, M) -> & x χ(P, M) e5/
WAI morphisme B-lineaire d'algebres de Lie compatible avec les filtrations et
les decompositions en produits semi-directs. Sa restriction aux composantes de
degrέ —1 des filtrations est Γidentite de χ(M) x χ(P,M). Si M est paracom-
pacte, μ x Id est un isomorphisme.
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Pour Z 6 s£ on pose dz = dμ{Z) et iz = ίμ{Z). On a

[fZ, gW] = fg[Z, W] + f(dzg)W - g(dwf)Z ,

oύ /, g e A et Z, W <= s/.

9. Extension aux champs localement projetables

Soit χλ(P,M) la sous-algebre de χ(P) formee par les champs de vecteurs
localement ττ-projetables. Soit Bo le sous-anneau de AQ forme par les fonctions
qui coincident localement avec des fonctions de B. Alors χλ(P,M) est un l?0-
sous-module de χ(P). Le lecteur aura sans doute remarque que dans les defini-
tions de pθ et Ξ on utilise a peine la projectabilite locale de θ e χ(P, M). On
pourra done etendre tous les resultats des paragraphes precedents en remplaςant
χ(P, M) par χλ(P, M). Dans ce contexte, ΘM sera alors remplace par θ = Tπ o θ,
et [ξ, ΘM] sera remplace par le crochet [ξ,θ] dans 0t lorsque ξeχ(M). Le
crochet [ξ, θ] est localement egal a [ξ, ΘM] ce dernier n'ayant qu'un sens local.
Si θ est projetable, alors [ξ, θ] = [ξ, ΘM]. Dans le theoreme 6.2, par exemple,
on doit remplacer d) par

dθ ldξ9p9]\A = dLeft\A .

II va de soi que p_xθ n'a plus de sens et que nous perdons la stabilite de 0ί_x

X χλ(P, M) pour le crochet [ , ] . En efϊet

US, β), (S', θ')-\ = ([f, ξ'] + [£, §*] + [θ, S'], ίθ, P]) e @Q X χλ(P, M) .

On indiquera encore par &> Γ image du morphisme

p:χλ(P,M)->χ(ΛJ*) .

Pour etendre Γ application Λ du § 8, nous allons supposer que

est un isomorphisme (ceci etant le cas notamment, lorsque M est paracom-
pacte). Mais alors

A ®B χ(M) ~ A ®Ao 0t,

et on definit

Λι: A ®Ao 0t, x χa(P, M)->A ®Ao <M0

par

,θ) = /(g)[Φ,fl] - (p,f)®Φ,
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oύ le crochet est celui de 0ί X χλ(P, M). L'application Ax coincide avec A lorsque
θ est projetable et definit une structure d'algebre de Lie produit semi-direct sur
j / x χλ(P,M). L'application

μ X Id: j * X χλ(P,M) — gt x χ,(P,M)

est un morphisme #0-lineaire d'algebres de Lie. Lorsque M est paracompacte
c'est un isomorphisme.

10. Extension aux faisceaux de /

Les hypotheses sur lesquelles repose la theorie de Lie ne sont, en general,
valables que localement d'oύ le besoin d'etendre le calcul des paragraphes
precedents aux faisceaux. Pour ceci considerons / = lim proj (Jk, ρhk) muni de
sa topologie canonique. C'est la moins fine des topologies qui rendent toutes les
projections J^>Jk continues. Une base d'ouverts pour cette topologie est definie
dela faςon suivante: on prend toutes les families (^k)k^-i oύ les ^k sont des
ouverts de Jk tels que

i) ®h = phk%k pour h < k, et
ii) il existe k0 (dependant de la famille) tel que, pour k> ko,Wk est sature

par rapport a pk_uk,
et on considere tous les sous-ensembles °U = lim proj ΰUk c /.

Soit % un tel ouvert, Ak{fl£) Γalgebre des functions differentiates de <%k9

A °Ut Γalgebre des formes differentielles exterieures de ̂ k et 3tk{$£) le Ak(<tί)-
module des variations infinitesimales Φ: °ttk —> TM de ak \ ϋUk. Posons

A{%) = lim ind Ak<S) , Λ ^ * = lim ind Λ °Ut , Stiflί) = lim ind 3lk(<%)

et soit χλ(W0, ^_ x ) Γalgebre des champs de vecteurs de ^ 0 qui sont localement
7r-projetables. On peut definir les derivations formelles et holonomes de
χ(Λ ^ * ) ainsi que le crochet [ , ] et tous les resultats des paragraphes prece-
dents se transcrivent. Si Ψ* est un deuxieme ouvert tel que "Γ C °U, les deriva-
tions et les crochets definis dans Ψ* ne sont autres que les restrictions de ceux
definis dans %.. En particulier, Γalgorithme dans °U est la restriction de
Γalgorithme global.

Ce que nous ferons dans la suite est un passage evident aux germes. Ce
contexte etant le plus adequat pour les besoins du chapitre III, nous presen-
terons, a titre de reference, un aperςu complet des resultats. La notion de
faisceau est synonyme de celle d'espace etale. Remarquons aussi que ce qui
sera dit pour / se recopie de faςon identique pour tout ouvert °U de /.

Soit Φk le faisceau structural de Jk, k > — 1 (faisceau des germes de fonctions
differentiables), et posons Ak = J XJk&k (faisceau image reciproque de Φk par
qk: J —• Jk). Chaque Ak est un faisceau en i?-algebres associatives de base /.
Les applications ρfk s'.etendent en des morphismes injectifs
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Phk '' Ah —> Ak

de faisceaux structures et (Ak, p*) est une famille inductive.

A = limind (Ak, p*)

est un faisceau en j?-algebres associatives de base /. A sera appele le faisceau
structural de /. En identiίiant Ak a son image par Γapplication canonique, Ak

devient un faisceau en sous-algebres de A. Les Ak constituent une filtration
croissante de A avec A = U Ak. Cette filtration induit une filtration croissante
sur chaque fibre de A par les fibres des Ak. On ecrit A_λ = B. Soit °U un ouvert
de / et A{%) Γalgebre definie precedemment. Si "Γ est un ouvert de / et
"Γ C °U alors la limite inductive des applications de restriction Ak{%) —• Ak{i^)
donne une loi de restriction A<$1) —• A(i^) notee / i-> f\ rΓ qui est transitive.
On en deduit que la famille {A(^)} est un pre-faisceau en algebres de base /
dont le faisceau associe est canoniquement isomorphe a A. Chaque sous-
faisceau Ak est canoniquement isomorphe au faisceau associe au sous-pre-
faisceau {Ak(<%)}.

L'analogue de Λ /* se construit en imitant la construction de A. Pour
k > — 1, on pose Λ /* = faisceau des germes de formes differentielles ex-
terieures de Jk, /\ Jf = / X Jk A Jt et

Λ/* = l i m i n d ( Λ / ? ^ * )

/\ 7* est un faisceau en 7?-algebres anti-commutatives et en ^-modules de base
/. Le faisceau /\ J* est filtre par les ^4fe-modules et Z?-algebres /\ Jf et gradue
par les ^(-modules

A1 J* = lim ind (/ x Jk ΛιJ*, p*) .

On a en particulier A = /\°J*. La differentielle exterieure d s'etend a /\ Jf en
une derivation homogene de degre 1 par rapport a la graduation et qui preserve
la filtration. {Λ ^*} est un pre-faisceau en algebres de base / dont le faisceau
associe est canoniquement isomorphe a /\ /*. Les sous-f aisceaux definissant la
graduation et la filtration de Λ ^* s'obtiennent egalement a Γaide de sous-
pre-faisceaux de {Λ ^*}. La differentielle exterieure s'obtient ainsi comme une
limite inductive.

Soit D une derivation de l'algebre A(%). Si / 6 A(<%) et j\ir = 0, alors
Df\rΓ = 0. On en deduit que les derivations de A{%) sont des operations
locales par rapport aux ouverts de / d'oύ une loi de restriction

lorsque tfl'Dψ'. La famille {χ(A(^))} est un pre-faisceau en i?-algebres de Lie
et {^4(^)}-modules de base /. Le faisceau associe sera note χ(A) et appele le
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faisceau des germes de derivations de A. χ(A) est un faisceau en 2?-algebres de
Lie et ^4-modules. On definit de faςon analogue les faisceaux en i?-algebres
de Lie χ(/\ / * ) , χ(/\ J%) et χ(Ak). Le premier est aussi un ^-module et les
deux derniers sont des ^-modules. Comme Ak est Γimage reciproque du
faisceau structural de la variete Jk, on demontre que

a) la fibre en X e J de χ(Ak) est canoniquement isomorphe a Γalgέbre des
derivations de la fibre de Ak en X, i.e., χ(Ak(X)) done

χ(Ak) = U χ(Ak(X)) ,
XS.J

b) χ(Ak) ~JχJk χ(Θk) ~J χJkTJket

c) χ(Ak) est canoniquement isomorphe au faisceau des germes de deriva-
tions de Ak au sens des faisceaux (i.e., germes de derivations locales Ak —> Ak).

On a des identifications analogues pour χ(/\ Jf) oύ b) est remplace par

Remarquons que ces identifications tombent en defaut pour les faisceaux χ(A)
et χ(/\ / * ) . Nous allons maintenant definir des sous-faisceaux de derivations.

Pour chaque k > — 1, posons £%k = faisceau des germes de relevement de
ak dans TM, ΐdk = J X Jk &k et

3t = lim ind (ΐdk, p*) .

9ΐ est un faisceau en ^4-modules de base / qui est filtre par la suite croissante
des Λ-sous-modules % et 81 = U dtk. Le crochet de 3t (cf. § 3) s'etend a SI
et definit une structure de faisceau en 2?-algebres de Lie qui verifie, par rapport
a la filtration, les proprietes suivantes:

a) [8t*,S»J C 8 ί c t i ί ] + 1 ,
b) 9ΐ_! est stable par le crochet et, muni du crochet induit, s'identifie a

J X M TM en tant que 2?-module et i?-algebre de Lie.
Le faisceau TM etant isomorphe a χ(ΘM) on trouve que SR.j ^ χ(B). La

famille {£%(%)} est un pre-faisceau en /?-algebres de Lie et {^4(^)}-modules de
base / pour la loi de restriction 0t(°ll) -> 0t(Y*), limite inductive des restric-
tions

Le faisceau associe est une i?-algebre de Lie et un ^4-module isomorphe a 9ΐ.
La derivee formelle dφω etant une operation locale par rapport a Φ et ω (cf. § 5,
(8)) s'etend en une operation de 9ΐ dans /\ J*. On en deduit un morphisme
injectif

de faisceaux en i?-algebres de Lie. Chaque dφ, Φ £ 9ΐ, est un germe de deriva-
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tion de /\ J* qui preserve la graduation, decale la filtration d'une unite pour
k assez grand et commute avec d. La restriction 9: 9ΐ —> χ(A) est un morphisme
injectif de i?-algebres de Lie et ^-modules. On definit de meme le germe de
derivation homogene (de degre —1) iφ, Φ e 9ΐ, de /\ J* et toutes les formules
du § 5 se transcrivent au niveau des germes. Les operations dφ et iφ ainsi que
les formules pertinentes peuvent etre obtenues comme limites inductives d'ope-
rations correspondantes de ^ ( ^ ) dans Λ ^* .

Indiquons par 2) l'image 3(81) et soit % = 3(9ΐ) = S \A. Le faisceau 2) est
un sous-faisceau en 2?-algebres de Lie de χ(Λ /*), et φ est en plus un 4̂-sous-
module de χ(A). S est filtre par la suite croissante des /?-sous-modules S)fc =

? et % est filtre par la suite croissante des ^-sous-modules

© (resp. ©) est appele le faisceau des germes de derivations formelles de /\ /*
(resp. A). On a les relations

©Λ(Λ /?) c Λ /ί Pour * < A ,

S Λ (Λ 4*) C Λ /f+i Pour Λ > Λ - 1

[2>_1? S . J C ®_x ,

et le crochet induit sur SD_! est celui de χ(B). En plus,

£>_!# C B , S ^ Λ M ^ C Λ

SU IB = χ(B) , S)_x I Λ M*

S)* = {9 € S) 19(5) C ^ Λ } .

Des relations analogues sont valables pour %.
Nous etudions ensuite les derivations holonomes. Soit π: P —• M une fibra-

tion et indiquons par T(P9 M) le faisceau, de base P, des germes de champs
locaux πvprojetables. T(P, M) est un faisceau en i?-algebres de Lie et P X MΘ_X-
modules. Remarquons que χ(P, M) est canoniquement isomorphe a Γalgebre
χ(AQ, B) des derivations de Ao qui laissent invariant B. De meme, T(P, M) est
canoniquement isomorphe au faisceau χ((PQ, Θ_λ) des germes de derivations de
d)0 ( = φp) qui laissent invariant Θ_λ (= 0^). Le faisceau image reciproque
/ X p T(P, M) est isomorphe a χ(AQ, B) en tant que faisceau en l?-algebres de
Lie et β-modules. Chaque element (X, θ) € J X P T(P, M) determine une suite
de germes de champs de vecteurs pkθ aux points XkεJk, k > — 1, et la limite
inductive des derivees de Lie X{^kθ)ω, (X,ω) e A ^ definit un germe de
derivation pff de Λ ^* (° n confond θ avec (X, θ)). On obtient ainsi un mor-
phisme injectif de faisceaux en i?-algebres de Lie



318 A. KUMPERA

pθ est Γunique germe de derivation de /\ /* caracterise par:
a) pθod = dopθ,

b) pθ(A) c A,

d) [dv p,]\A = dί€t§m I i4 oύ (ξ, θ) e χ(B) X j χ(A0, B) et θ \ B e Z(B) cor-
respond a <V

Chaque pθ est un germe de derivation qui preserve la graduation et la filtra-
tion de /\ /*. p induit, par restriction et pour & > 0, les morphismes injectifs
de l?-algebres de Lie

χ(Λ /?) , P*: χ(4,, 5) - χ(Ak) .

La projectabilite des prolongements se traduit par

%θ € χ(Λ /?, Λ /?) , M 6 Z(^fc5 Ah)

pour tout Λ < k. La restriction

pθ = pθ\A ,

est un morphisme injectif de i?-algebres de Lie. pθ est Γunique germe de deri-
vation de χ(A) verifiant

Remarquons que le morphisme p ainsi que toutes les proprietes ci-dessus peuvent
etre obtenues par passage a la limite inductive de la situation locale

Indiquons toujours par Sβ Γimage de χ(̂ 40? B) par p et soit % = ?β \ A Γimage
de p. Le faisceau ?̂ est un sous-faisceau en i?-algebres de Lie de χ(A),

$\A0 = χ(A0,B), φ | Λ ^ * = -C(x(A0,B))9 %\B = χ(B) .

On appelle 3̂ et ^ les faisceaux des germes de derivations holonomes.
On etend de meme Γ application /?-bilineaire

d'oύ le crochet [ , ] definissant une structure de i?-algebre de Lie, produit
semi-direct de Γideal 9ΐ et de la sous-algebre χ(A0, B). Les applications
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et 3 + p sont des isomorphismes d'algebres de Lie, compatibles avec les fil-
trations et les decompositions en produits semi-directs. Les formules fonda-
mentales (extension du theoreme 7.1) en sont un cas particulier. Les formules
du corollaire 3, § 7, ainsi que les formules recurrentes a la fin du § 7 s'etendent
aux faisceaux.

La representation tensorielle est donnee par A ®B χ{B). Ce faisceau est un
^4-module et une i?-algebre de Lie. Remarquons que

Ak®Bχ(B)->A(g)Bχ(B)

est injectif car χ(B) est localement libre sur B done plat. On identifie Ak ®Bχ(B)
a son image. L'application (Γanalogue de) ^4-lineaire μ (proposition 8.2) est
un isomorphisme d'algebres de Lie, compatible avec les nitrations. On definit
de meme l'application A et par consequent, une structure de i?-algebre de Lie
sur le jB-module

A®Bχ(B) Xjχ(A0,B) ,

produit semi-direct de Γideal A ®Bχ(B) et de la sous-algebre χ(A0, B). L'appli-
cation μ X Id (Proposition 8.4) est un isomorphisme ZMineaire d'algebres de
Lie, compatible avec les filtrations et les produits semi-directs.

Remarquons finalement que A ®B χ(B), 9ΐ et % = S) | A sont des faisceaux
en ,4-modules localement libres de rang egal a dim M. On trouve des bases
locales dans les composantes de degre —1 pour la filtration (i.e., χ(B)).

CHAPITRE II. FORME REDUITE DU PROLONGEMENT

HOLONOME

Au chapitre 1 nous avons defini le morphisme pk qui a un champ de vecteurs
θ de P (localement projetable) associe le champ de vecteurs pkθ de Jk. Soit
X € Jk et v le vecteur de TxJk induit par pkθ. Comme pk est local par rapport
a θ il est clair que v ne depend que du germe de θ au point βk(X) mais cette
donnee est encore visiblement surabondante. Dans ce chapitre nous cherchons
les donnees minima pour que le vecteur v soit determine ce qui mettra en
evidence un morphisme de fibrations de Lie a savoir, la forme reduite du pro-
longement holonome qui joue un role central dans Γetude des invariants dif-
ferentiels. A la fin du chapitre, nous en donnons deux applications tres simples,
Γune dans la linearisation des operateurs difϊerentiels et Γautre dans le prolon-
gement de groupoϊdes de Lie.

11. Fibrations de Lie

Soit TΓ: P -» M une fibration et p: E —• P un fibre vectoriel reel localement
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trivial. L'application η: E —» M, η = πop, est une fibration dont la fibre au
dessus de x e M est egale au fibre vectoriel E\ π~\x) induit par E sur la fibre
π~\x). Une fibration de Lie de base π est la donnee d'un tel couple (π,p).
Par abus de langage, η sera aussi appelee une fibration de Lie de base π, bien
que la fibration η ne determine pas le fibre vectoriel p. Lorsqu'aucune confu-
sion n'est a craindre, la fibration de Lie E —> P —• M sera indiquee simplement

par E. Soit μ: F > Q > N une fibration de Lie de base ω. Un morphisme

de η vers μ (plus exactement de (π, p) vers (ω, q)) est la donnee d'une applica-
Φ

tion Zs > F fibree par rapport a (p, q) et (27, μ) et lineaire sur chaque p-fibre.
Autrement dit, un tel morphisme est la donnee d'un triplet d'applications
(φ, Ψ, ζ) qui rend le diagramme

. ϊ
M—>N

commutatif et tel que (φ, ψ) est un morphisme de fibres vectoriels. La categorie
ainsi obtenue est trop large pour les resultats qu'on envisage d'obtenir et sera
restreinte de la fagon suivante: Pour chaque variete M on considere la sous-
categorie ^(M) formee par les fibrations de Lie au dessus de M et les M-
morphismes (ζ = Id). Sauf indication contraire, M sera desormais une variete
fixee et la categorie en question sera ^(M). Lorsque π = ω et ψ = Id on dira
que φ est un 7r-morρhisme. Comme les morphismes de fibrations de Lie sont
tout simplement des morphismes de fibres vectoriels verifiant des conditions de
compatibilite avec les fibrations de base, la notion de suite exacte de tels
morphismes est evidente. On peut de meme etendre aux fibrations de Lie les
operations habituelles pour les fibres vectoriels. Signalons finalement que tout
fibre vectoriel F —> M est une fibration de Lie F —> M —> M de base Id. Si
π: P —•> M est une fibration alors P χM F —> P —> M est une fibration de Lie
de base π et p X M F —> F est un morphisme strict. Tout M-morphisme F —> G
de fibres vectories s'etend en un ^-morphisme F χ ^ F - ^ P χ ^ G d e fibrations
de Lie.

Soit η: E > P > M une fibration de Lie. On indique comme d'habi-
tude par JkP (ou simplement Jk) la variete des &-jets de sections de π9 par JkE
le fibre vectoriel, de base P, des λ -jets de sections de p et par JkE la variete
des &-jets de sections locales de η = πop. On indique aussi par άk, βk et phk

les projections canoniques associees a JkE.
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Proposition 11.1. // existe une structure unique de fibre vectoriel locale-

merit trivial (C°° reel) sur Jkp: JkE —» JkP tel que Γapplication

(X, Y) εJkP X p JkE J U YX e JkE

soit un morphisme de fibres vectoriels de base JkP (XY est la composition de
jets).

II en resulte que

f JkP j rt ajc w
άk : JkE > JkP > M

est une fibration de Lie de base ak et que Γapplication # est un αrfc-morphisme.
Tout morphisme φ: E —> F de fibrations de Lie se prolonge en un morphisme
Jkφ: JkE —> JkF de fibrations de Lie ou plus exactement, si φ est donne par le
couple (φ,ψ) alors Jkφ est donne par le couple (Jkφ,Jkψ) qui rend le dia-
gramme suivant commutatif:

hE ±U JkF

JkP

<Xk\

Y

M > M

Le foncteur covariant Jk : ^(M) —• ^(M) est exact et applique une fibration de
Lie de base π: P —> M en une fibration de Lie de base ak : JkP —> M. Si φ est
un 7r-morphisme alors Jkφ est un α:fe-morphisme. On a J0E = E et on pose par
definition / ^ E = fibre nul de M = M. Les applications άk, βk et ^^^ sont des
morphismes surjectifs de fibrations de Lie. Soient E-+P-^MetF^>Q—>M
deux fibrations de Lie tt E χM F —> P x ^ β - ^ M leur produit fibre. Alors

Jk(E XMF)= JkE XMJkF-+ JkP XMJkQ-^M .

Si P = β on definit aussi le produit fibre strict E χPF —> P —> M. Dans ce
cas

Jk(E XPF) = JkE χJkP JkF -> / t P -> M .

Le foncteur /fc commute avec les deux produits fibres. La suite 0 —> £" x P F —>

E xa-F est exacte. Soient d'autre part π:P - > M u n e fibration, G-^R — -̂> TV
une fibration de Lie, ψ : P —> ,R un morphisme (i.e., compatible avec (π, ω)) et
ζ: M -> N Γapplication induite par ψ. L'image reciproque de G par ψ est la
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fibration de LieP XRG-*P-+M. L'applicationP XRG —>G est unmorphisme
strict de fibrations de Lie et verifie la propriete universelle habituelle. Les fib-
rations E χM F et E χP F ne sont autres que les images reciproques de
EχF-*PχQ-*MχM par les morphismes PχMQ-^PχQetP-+
P X P respectivement. Si ζ est un difϊeomorphisme local alors

Jk(PχRG) = JkP XJkBJkG

c'est-a-dire, Jk(P XRG) est Γimage reciproque par Jkψ: JkP —> JkR de la fib-
ration JkG -* JkR —• N. En particulier, si F —> M est un fibre vectoriel alors
P̂ XM F -^ P —> M est Γimage reciproque de F par TΓ et

On peut aussi definir des images reciproques par rapport a des applications
ζ : M —> iV mais ceci n'interviendra pas dans la suite.

Examinons maintenant un exemple. Soit TP le fibre tangent a P, VP le sous-
fibre des vecteurs τr-verticaux (i.e., tangents aux τr-fibres) et TM le fibre tangent
a M. La suite exacte

donne lieu a la suite exacte de fibrations de Lie de base π et de ^-morphismes

q x Tπ

oxx η = πop,ζ = πoq et μ = πor. Έn appliquant le foncteur Jk onobtient la

suite exacte de fibrations de Lie de base ak et de ak-morphismes:

0 > JkVP -^ί> JkTP h q X JkTl Jk XMJJCTM > 0

I JkP hq I hr
Y

\<Xk \ak \<*k

Y Y

M M M
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12. Forme reduite du prolongement holonome

Soit θ un champ de vecteurs π-projetable defini dans Γouyert U de P. Pour
simpliίier les notations on indique par pkθ (au lieu de pkθ) le champ prolonge
qui est defini dans Γouvert βk\U) de Jk. On voit facilement que le vecteur
(pkθ)Z9 X e Jk, ne depend que de jkθ(y), y = βk(X)9 car la derivee par rapport
a t commute avec les derivees par rapport aux xι (coordonnees locales de M).
Indiquons par Tk(P, M) le sous-fibre vectoriel de JkTP forme par les &-jets de
champs locaux π-projetables de P. La remarque precedente montre qu'il ex-
iste un morphisme canonique de fibres vectoriels de base Jk (note encore par
P*)

(X, hθ(y)) β Jk X P Tk(P, M) ^ > {pkθ)x e TJk

oύ βk(X) = y. La reduction ainsi obtenue n'est pas encore bonne car le vecteur
(pkθ)Σ depend en fait de moins que du jet jkθ(y). Pour eίϊectuer une deuxieme
reduction, considerons le morphisme surjectif de fibres vectoriels de base Jk

(X, Y)εJkXP Tk(P, M)-LYXZ JkTP .

A Γaide de la formule (7.1) on demontre la
Proposition 12.1. ker # c ker pk.
pk se factorise done a JkTP en un morphisme qui sera note encore par pk.

On a le diagramme commutatif:

hTP

Thέoreme 12.1. Pour tout k > 0 ίl existe un morphisme unique de fibres
vectoriels pk: JkTP —> TJk caractέrisέ par la relation

oύ θ est un champ local π-projetable de P et X € Jk avec y = βk(X).
Le morphisme pk jouit des proprietes suivantes:
a) p0 = Id.
b) pkY e TxJk oύ 7 e / ,TP et X = /^(Y) .
c) Pour /: > h > 0 on a Tphk o pfc == pΛ o ̂ f c .

d) pfc est un α^-morphisme de la fibration de Lie JkTP vers la fibration de

Lie TJk -+ Jk -> M.
e) On pose par definition p_x: J_x TP Q TJ_λ.
f) Soit Y = jkτ(x) 6 JkTP oύ τ est μne section locale de ζ et posons
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a = qo r. Remarquons que la donnee de τ equivaut a la donnee d'un champ
de vecteurs τf le long de im σ. Soit θ un champ local τr-projetable de P qui
prolonge τf au voisinage de im σ. Dans ces conditions on a foY = (pkθ)x oύ

Soit U Γouvert de M oύ τ est definie. Une variation projetable de σ associee
a la variation infinitesimale τ est la donnee d'une famille (differentiable) a un
parametre (σt), \t\ < ε, d'applications de U dans P verifiant les proprietes sui-
vantes: σ0 = σ, πoσt = ψt est un diffeomorphisme local de M et (d/dt)(σt)t=0

= τ. Comme σ est une section, toute variation a un parametre de σ est lo-
calement projetable. Remarquons maintenant que la donnee d'une famille a
un parametre (φt) de transformations locales ττ-ρrojetables de P tel que φ0 = Id
et [(d/dt)(φt)t=Q]oσ = τ determine une variation projetable de σ associee a τ
en posant σt — φtoσ. Reciproquement, etant donnee une variation projetable
(σt) de σ associee a τ, pour tout x e U il existe un voisinage Ψ* de x et une
famille a un parametre (φt) de transformations locales π-projetables de P tel
que φ0 = Idttσt = φtoσ dans "T et pour t petit. Dans ces conditions, le champ
de vecteurs θ = (d/dt)(φt)t=0 est π-projetable et prolonge τr au voisinage de
im a. Les considerations precedentes ainsi que la definition du champ prolonge
$kθ montrent que $kY est donne par la formule

oύ (σt) est une variation projetable quelconque de σ associee a τ.
Indiquons par VJk le sous-fibre de TJk forme par les vecteurs α^-verticaux.
Proposition 12.2. pk(JkVP) = VJk et la restriction pk: JkVP -> VJk est

un ak-isomorphisme de fibrations de Lie.
On utilisera encore la formule (7.1) pour verifier Γinjectivite et on calculera

ensuite les dimensions des fibres. La restriction de pk a JkVP se calcule de
faςon tres simple. En efϊet, soit Y = jkτ(x) e JkVP oύ τ est une section locale
de η definie dans un ouvert U de M et posons σ = p o τ. Prenons une famille
a un parametre (σt), \t\ < ε, de sections locales de π toutes definies dans U et
tel que σ0 = σ et τ — (d/dt)(σt)t=0. On trouve alors

pkY = (d/dt)(jkσt(x))t=0 .

Prenons des coordonnees locales (xι) dans M, (x\ yλ) dans P et (x\ yλ, Yλ) dans

VP oύ les Yλ sont les composantes des vecteurs suivants d/dy*. Si τ se lit par

^ ( Λ * ) ) alors

pkY = Σ O.Y'XΦΊ
\a\<k

oύ va

λ = (d/dyλ

a)x et X = jkσ(x). La proposition 12.2 permet de definir la trans-
formation naturelle de suites exactes de fibrations de Lie et arfe-morphismes:
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0
Y

VJk
TJk

IdX/3*

Jk XMTM

Proposition 12.3. La suite JkTP — % TJk —> 0 est exacte pour k > 0.
Le diagramme ci-dessus montre que la restriction

hQ. X

est un isomorphisme. Soit

: ker pk -+ ker (Id X βk)

et posons

La suite

est exacte.

J°kTM = ker (jkTM

nk = [Jkq X

Jk XMJ°kTM ^ > JkTP

13. La scission canonique

Considerons la suite exacte de fibrations de Lie de base ak+ι et de ak+1-
morphismes

0 Jk+ι
XjJkTP

k+ι XMJkTM 0 .

Montrons que cette suite admet une scission canonique. En efϊet, soit

(X, Y) 6 Jk+1 χJk JkTP oύ pktk+1(X) = Jkq(Y) .

Ecrivons X = jk+ισ(x) et Y = /fcr(x). II est possible de choisir la section τ de
telle sorte que σ = qoz. Alors s = τ — Tσo Γ ^ O T est une section de F P
verifiant pos = σ eί par consequent

On definit ainsi un

k+1 XjJkVP
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Pour definir Sk il a fallu remonter a 7 f c + 1 car on derive (k + l)-fois la section
σ. II est clair que Sk o Jkί = Id done Sk scinde Jkί. A Sfc correspond une scission
unique Σk de Id X JkTπ telle que SkoΣk = 0. C'est le αrfc+1-morphisme suivant:
Soit

(X,Z)eJk+1χMJkTM

et posons X = jk+1σ(x) et Z = /*£(*). Le compose τ — Tσof est une section
de TP verifiant q o τ = σ et par consequent

(X,jkτ(x))eJk+ι XjJkTP .

II est clair que

On defϊnit de meme une scission canonique de la suite exacte

o — > Jk+1 xJk vjk - U jk+1 xJk τjk

 UxTa% Jk+1 X M T M — > o .

Si (X, v) e Jk+1 XJk TJk et X = jk+ισ(x) on pose

Sk(X,v) = (X,v - TjkσoTak(v)) .

Si (X, w) e Jk+1 X M TM on pose

Sk scinde / et Σk scinde Id X Tak. Le diagramme suivant est exact, scinde et
commutatif dans les deux sens:

(13.1)

Id X JkTπ

<. >Jk+1 xM

Id X
I ^* I ^k I

- H \U

^ Sjc • Σic *

OtlZ^Jk+1XjkVJk tlZΪ Jk+1 XJkTJk + yjk+ι XMTM tZ
i Id X Tak

Ce diagramme montre que

ker pk = l ^ k e r Id x βk)

et par consequent le morphisme

Λ+i XMJlTM-^>Jk+1 XJkJkTP ,

image reciproque de wΛ, est egal a
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Σk\Jk+ί XMJ°kTM .

Restreignons maintenant le diagramme precedent aux sous-fibrations de Lie
formees par les elements qui induisent le vecteur nul dans TM. Plus explicite-
ment, on remplace JkTP par

J\TP = {Y € JkTP I Tπ o βk(Y) = 0} ,

TJk par VJk, JkTM par J°kTM, TM par 0 et JkVP ainsi que VJk ne changent
pas. Le diagramme restreint est encore doublement commutatif, exact et scinde.
Or, on voit que dans ce cas les definitions de Sk et Σk sont intrinseques sur Jk.
On n'a plus besoin de remonter a Jk+1 car les derivees d'ordre k + 1 de σ au
point x sont annulees par Tπ(τ(x)) — 0 et ξ(x) = 0 respectivement. On obtient
ainsi le diagramme doublement commutatif exact et scinde de afc-morphismes:

hi hq X hTπ
0 ίΓΓί hVP τ^- JITP + > /* XMJITM τizt 0

Σ(13.2)

0 > VJk ^ > VJk > 0

II en resulte la suite exacte

0 >Jk XMJITM ^ > JITP - ^

e t p l u s g e n e r a l e m e n t l e
Theoreme 13.1. La suite de ak-morphismes

0 > Jk XMJITM - ^ > JkTP - ^ > TJk > 0

est exacte.
Corollaire. Pour que Y e JkTP appartίenne a ker pk ίl faut et il suffit que
a) Tπoβk(Y) = 0,
b) Sk(Y) = 0.
Soit Y = jkτ(x0) 6 JkTP et posons σ = q o τ. Considerons τ comme un champ

de vecteurs le long de im σ. Pour que pkY = 0 il faut et il suffit que Γ(JC0) = 0
et que τ soit tangent a Γordre H i m α a u point σ(x0). Si Γon prend un systeme
de coordonnees locales (x\ yλ) de P tel que im σ = {̂ ^ = 0} et si Γon ecrit

τ - Σ Aid/dx* + Σ Bλd/dyλ ,
ί λ

alors pfcY = 0 si et seulement si
a) Aiix,) = Bλ(x0) = 0,
b) jkBλ(x0) = 0,

Y s ' i d e n t i f i e a Γ e l e m e n t (jkσ(x0), jk(Tπ o Γ ) ( J C 0 ) ) eJkXM J°kTM.
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14. Les parties principales

Soit η: E > P > M une ίibration de Lie et G —> M un fibre vectoriel.
Nous indiquons par G (x) E la fibration de Lie (P X ^ G) ® E —» P —» M oύ le
premier terme est le produit tensoriel fibre des fibres vectoriels P χM G et E
de base P. Comme d'habitude, on ecrit T* = T*M, S^T* = puissance syme-
trique de degre έ de T* et Λ ^ T * = puissance exterieure de degre k. Le
produit symetrique est note par V .

Proposition 14.1. Pour k>0il exίste un ak-morphίsme canonique εk qui
rend exacte la suite de fibrations de Lie

0 >hXP (SkT* ®E)-^-> JkE ^^> Jk χJk_t Jk_xE > 0 .

Soit

(X,dh V ••• V dfk®v)eJk χP(SkT*®E)

oύ X = jkσ(x), y = σ(x), v e Ey et ft sont des fonctions definies au voisinage
d e x avec j^x) = 0. Soit τ une section locale de η tel que τ{x) — vt\.poτ = σ.
Alors

εk(X, dUW . - . V djk®v)= Uϋi - hτ)(x) .

Proposition 14.2. Powr tout k>0il exίste un ak-morphisme canonique εk

qui rend exacte la suite de fibrations de Lie

0 >hXP (SkT* (8) VP) - ^ TJk - ^ ± 4 Jk XJk_x TJk_λ > 0 .

On remarque tout d'abord que

ker (77, -> TJk_λ) = ker (VJk - VJk_x)

et on definit εk par le diagramme

(14.1)

0 >Jk

o
oύ la premiere suite est donnee par la proposition 14.1. Si on pose F = fλ fk

et v = v2d/dyλ alors

εk(X, dfxy . - . V dfk®v)= Σ (daF)(x)vλva

λ oύ va

λ = (d/dyt)* .
\a\=k
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Pour k > 1 les diagrammes suivants sont commutatifs et exacts:

(14.2)

0 0 0

I 1 i
0 > Jk χM(SkT* ® TM) > Jk XMJITM

{" lΣ-
0 > Jk XP (S*Γ* (x) TP)

\sk Pfc Pfc-i
ψ Y Ύ

0 0 0

(14.3)

0 0 0

Id (X) Γπt I σk Jkq X yfê Trt | Σk Id X

5. 7 w (CkT* fi?\ TP\ >w ΪQTT* ^ 7 \s 1
" Ίc ^^> J 3 V*^ ••• ^ ^ / ' ^ j -fad. L ^ t/ ̂ . /\ jfr_Λ J

Idίgiitjί* Λitjί* ^-1'ti

/^P >h XJt J

ίi

ou

, ω (8) v) = (ΛΓ, ω (8) Tσ(v)) ,

, ω ® v) = (X, ω (8) [v - Tσ o Γτr('i )])

et X = ]kσ{x). En outre σfc scinde Id (8) Tπ et sfc scinde Id (g) /.

15. Forme gέnerale du morphisme p

A Γaide du compose

I I
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JkP X P JkTP - ί-> JkTP —i> 77*

nous pouvons definir le prolongement canonique d'un champ de vecteurs quel-
conque θ de P. En efϊet on pose

oύ y = jSjfcZ. L'application

est evidemment un morphisme /?-lineaire. C'est aussi un morphisme de R-
algebres de Lie car pkθ peut etre deίini de la faςon suivante: Soit (φt) une
famille a un parametre de transformations locales definies dans un ouvert U
de P tel que

Soit Xo € βk\U). Comme φ0 = Id, il existe un voisinage ouvert ^ deXo et un
ε > 0 tel que pour \t\ < ε et X = jkσ(x) β fyί l'application πoφtoσ = ψ£ soit
inversible au voisinage de x. Mais alors

est une section locale de π definie au voisinage de ψt(x). On prolonge la famille
φt en une famille a un parametre φ\, \t\ < ε, de transformations locales definies
dans Γouvert % en posant

φ\(X) = jkτt(ψt(x)) .

On verifie alors que

M l * = 0/30(^-0

et on demontre a Γaide du commutateur que

Pour k > 0, pfc^ definit une derivation de Γalgebre Λ /* et, en passant a la
limite, une derivation pθ de Λ /*. L'application

est un morphisme injectif de 7?-algebres de Lie. pθ preserve la graduation et la
filtration (pour k > 0) de Λ /* et commute avec d. Le theoreme 6.2 s'etend
pour θ e χ(P) lorsqu'on remplace [ξ, ΘM] par le crochet [ξ, θ] dans 0ί. On de-
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finit de meme une structure de 2?-algebre de Lie sur &t x χ(P) a Γaide d'une
forme l?-bilineaire

Ξ: 0t X χ(P) -> 0t

dont la definition est analogue a celle du § 7 moyennant la precaution suivante:
S o i t Φ s ^ , k > 1, et

φx = λo (Id X Φ): /fc -> ΓP (cf. § 4) .

Pour tout X e Jk on prend un voisinage ouvert f de Z et un champ local
ζ e χ(/fc) tel que

d'oύ en particulier, | = Φ \ °ll. On pose

oύ 2y = [f, pfc^], les ?ΓΛ#X se recollent en un element Ψk € £%k et on definit

(15.1)

On a

pour /: > 1 et

^ , [ « 0 , χ(P)] C ^ .

«̂ _i X χ(P) n'est plus stable pour le crochet. L'application Ξ peut encore se
definir de la faςon suivante: Soit Φ e &k, θ e χ(P) et (^ί) une famille a un para-
metre de transformations locales definies dans un ouvert U de P tel que

Prenons Xo € βkKU), un voisinage ^ de Xo et ε > 0 comme au debut du para-
graphe. Si X = jkσ(x) e %, l'application inversible ψt = π o φt o σ depend de σ
mais ut(X) = Txψt ne depend que de /^W done de X lorsque k>\. Soit -φ%
le prolongement de φt a ΰU. Alors

(15.2) £T(Φ, ̂ )(Z) = -(d/dt){[ut(X)]->[Φ o

Avec ces definitions, les formules fondamentales (theoreme 7.1) ainsi que les
corollaires s'etendent pour θ e χ(P) en remplaςant ^^ par θ. De meme les
deux dernieres formules du § 7 s'etendent car si Φ = ζ oύ ζ e χί/^) est un
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champ localement α^-projetable, alors [Φ, θ~] = [Φ, θ] le dernier crochet etant
celui de &. Pour les representations tensorielles on suppose que

est un isomorphisme et on definit

Λ2: (A ®Λl 9tx) X χ(P) -* A ®Λl 0ίx

par

Λ2(f ®Φ,θ)=f® [Φ, 0] - (pθf) <g> Φ .

Λ2 coincide avec Λ1 lorsque θ est localement projetable et definit sur
(A ®B χ(M)) X χ(P) une structure de i?-algebre de Lie produit semi-direct par
rapport a Λ2. Le § 8 s'etend trivialement. II est clair que toutes les considera-
tions precedentes s'etendent aux faisceaux (§ 10). Dans ce dernier cas, la forme
generale du morphisme p est donnee par

Soit / € Ao, Y = jkτ(x) z JkTP et σ = q o τ. On definit la section fτ par (fτ)x
= f(σx)τx et on pose Yf = jk(fτ)(x). Ceci definit une structure de y40-module
sur chaque fibre du fibre vectoriel JkTP —• Jk qui ne depend que du &-jet
ikϋ °o){x) d'oύ, fibre par fibre, une structure de module sur Jk(P x R) avec
P X R->P-+M. Comme les fibres de Σk(Jk χMJ°kTM) sont des ^0-sous-
modules, on obtient par passage au quotient, une structure de y40-module sur
les fibres de TJk done aussi une structure de y40-module sur χ(Jk) qui est dif-
ferente de la restriction a Ao de la structure habituelle du y4fc-module χ(Jk).
Nous noterons cette structure par (?)/ oύ ξ e χ(Jk). Le morphisme

θ z χiP) ^ pkθ e χ(Jk)

est v40-lineaire pour cette nouvelle structure, i.e., pk(fθ) = (pkθ)f. Le morphisme

est 5-lineaire.

16. Prolongements par la source et le but

Nous etudions maintenant des prolongements de types particuliers. Soient
M et N deux varietes, P = M X N, π = πλ: P -*M la premiere projection et
π2: P —• N la deuxieme projection. Considerons la fibration π. Toute fibration
est localement (au voisinage de chaque point de P) de ce type trivial. Les sec-
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tions locales de π s'identifient aux applications locales de M dans N, les &-jets
de sections s'identifient aux &-jets d'applications. Par consequent nous avons
un difϊeomorphisme canonique

Jkπ2:Jk^Jk(M,N)

oύ Jk(M,N) est la variete des &-jets d'applications locales de M dans N.
Remarquons en plus que TP ~ TM x TN, le sous-fibre des vecteurs π-verti-
caux est VP ~ M X TN et le sous-fibre des vecteurs ττ-horizontaux (i.e., π2-
verticaux) est HP ~ TM x N. Prenons les fibrations de Lie

ζ:TP-^M , η.VP^M , V.HP-+M

de base π. Comme TP ~ HP XPVP alors

JkTP~JkHPXjJkVP.

D'autre part,

JkHP - JkTM x M Jk(M, N) , JkVP ~ Jk(M, TN) .

Soit λ: TN —• N la projection canonique. Alors

Jkλ:Jk(M,TN)-+h(M,N)

admet une structure canonique de fibre vectoriel, de base Jk(M, N), tel que
Γ application

(X, Y) 6 Jk(M, N) X N JkTN h-^-> YZ e Jfc(M, ΓΛO

soit un morphisme de fibres vectoriels de base Jk(M, N). De faςon plus gen-
erale, etant donnees deux varietes M et N, nous pouvons definir le foncteur
exact (oύ VN indique la categorie des fibres vectoriels de base N)

qui au fibre vectoriel λ\ E —> N associe le fibre vectoriel JkE donne par

Jkλ:Jk(M,E)-+Jk(M,N) .

Si F = P χN E alors Γimage reciproque de JkE par 7fcτr2, i.e.,

est canoniquement isomorphe au fibre vectoriel JkF -> Jk defini au §11. Ici
nous n'adopterons pas la notation Jk car les notations precedentes sont suf-
fisamment explicites. Ceci dit, definissons Γisomorphisme de fibres vectoriels
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hq

h

> JkTMχMJk(M,TN)

I"
• Λ(M,N) .

On voit facilement que JkVP s'envoit sur Jk(M, TN) et JkHP s'envoit sur
JkTM XMJk(M,N) (on remarquera que JkTM χMJk(M, TN) = (JkTM χM

Jk(M,N)) Xjk{M,N)h(M,TN)). Nous definissons pk a Γaide du diagramme
commutatif:

J\TP Pk

JkTπ X JkTπ2

JkTMχMJk(M,TN)-

TJkπ2

Indiquons par a^, βfk et ̂ f c les projections canoniques de Jk(M,N). Puisque

(Tak) o pk = ( Γ π ) o βk ,

on voit que

Jkπ2 = π2 o βk

XMJk(M,N)) C HJk(M,N)

oύ HJk(M,N) est le sous-fibre de TJk(M,N) forme par les vecteurs α^-hori-
zontaux (i.e., /3 -̂verticaux) et

oύ VJk(M, N) est le sous-fibre des vecteurs α^-verticaux. Nous allons etudier
separement les restrictions

JkTM x M Jk(M, N) = ps

k (prolongement par la source)

et

pk\Jk(M, TN) — pi (prolongement par le but) .
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a) Prolongement par le but. Reprenons Γisomorphisme JkTπ X JkTπ2

restreint a JkVP. II s'ecrit

j k

Le diagramme definissant pk se reduit a

j.yp

TJkπ2 est un isomorphisme car akojkπ2 = ak, JkTπ2 est un isomorphisme et pk

est un isomorphisme (proposition 12.2) d'oύ la
Proposition 16.1. pi est un ak-isomorphisme de fibratίons de Lie.
II est facile de voir, en ramenant la situation a pk\JkVP et en utilisant le

calcul qui suit la proposition 12.2, que pb

k se calcule de la faςon suivante: Soit

Y = jkτ(x) e Jk(M, TN) , X = hλ(Y) = jkσ(x) e Jk(M, N)

oύ σ = λoτ. Alors

Soit (σt), \t\ < ε, une famille a un parametre d'applications locales de M dans
N, toutes definies sur le meme ouvert et telles que σ0 = a et (d/dt)(σt)t=Q = τ
dans un voisinage de x. Alors

plY = (d/dt)(jkσt(x))M .

En faisant les calculs, on trouve une expression en coordonnees locales de p\
analogue a celle trouvee pour pk\JkVP.

Reprenons maintenant le morphisme fibre

Jk(M, N)XN JkTN Λ+ Jk(M, TN) .

Fixons un element X € Jk(M, N) et soit %x la restriction de # a la fibre au
dessus de X. On dira que X est injectif, surjectif ou bijectif si la partie lineaire
de X en est ainsi.

Proposition 16.2. Si X est un jet injectif (resp. surjectif) alors %x est sur-
jectif (resp. injectif). Si X est inversible alors %x est un isomorphisme.
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En composant # avec p\ on definit un morphisme canonique (note encore
Par pΐ)

(16.1)

Jk(M, N)XN JkTN > VJk(M, N)

I M I
Jk(M,N) >Jk(M,N).

Ce morphisme n'est ni injectif ni surjectif et son rang varie avec la fibre de
meme que celui de #. Indiquons par Πk(M,N) le sous-ensemble de Jk(M,N)
forme par les jets de rang maximum (de la partie lineaire). Πk(M,N) est un
ouvert dense de Jk(M, N), VJk(M, N) | Πk(M, N) = VΠk(M, N) et la restriction

Πk(M, N)χN JkTN ^ ί > VJk(M, N)

I
Πk(M,N) > Πk(M,N)

jouit, en vertu de la proposition 16.2, de la propriete suivante:
Corollaire. Si dim M < (resp. > ) dim N alors la restriction p\ o \ est sur-

jective (resp. injective). Si dim M = dim Λf alors plo$ est un isomorphisme.
Rappelons que JkTN est le fibre des &-jets de champs de vecteurs locaux de

N. Si θ est un champ local de N defini dans U, a chaque X e (βk)~ιU nous
associons le vecteur

Pi°#(^?hθ(y)) = Pl(j*θ(y).X) € VxJk(M,N)

oύ y = βkX. Nous obtenons de cette faςon un champ de vecteurs p\θ defini
dans (β'k)~ιU. L'application

est un morphisme du pre-f aisceau en i?-algebres de Lie des champs locaux de
N vers le pre-faisceau des champs locaux de Jk(M, N) definis sur les ouverts
^-satures. En prenant la limite inductive des derivations de Lie associees aux
champs p\θ nous obtenons un morphisme injectif de /?-algebres de Lie

oύ

Λ /*(M, N) = lim ind (Λ /*(M, ΛO, p$k)

On demontre Γanalogue du theoreme 6.2 pour pb en remplaςant la derniere
condition par
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oύ

A' = Λ°/*(Af,Λ0 = li

On definit les derivations formelles pour les espaces Jk(M, N) de faςon entiere-
ment analogue en remplaςant ak par ak. Tout le chapitre I se recopie dans ce
contexte. Les difϊeomorphismes Jkπ2 induisent, a la limite, un isomorphisme
des algebres Λ /* et Λ /*(M, N) ainsi qu'un isomorphisme des faisceaux cor-
respondants.

Prenons maintenant un champ de vecteurs θ defini dans Γouvert U de N.
Soit θf le champ π-vertical de P defini dans π^U et qui se projette sur θ par
Tπ2. II resulte des definitions que

Ceci justifie les assertions precedentes et montre, en particulier, que le mor-
phisme

est le prolongement usuel de θ par le but: On prend le groupe local a un
parametre (φt) engendre par θ (ou plus generalement une famille a un para-
metre dont la derivee pour t = 0 est θ), on le prolonge a Jk(M, N) en posant

et on le derive par rapport a t en 0. Notre discussion montre que Γ aspect in-
finitesimal de ce prolongement, i.e., p£o jf n'est pas regulier. Par contre

p*: Jk(M,TN)->VJk(M,N)

est regulier, en fait un isomorphisme.
b) Prolongement par la source. Reprenons Γisomorphisme JkTπ X JkTπ2

restreint a JkHP. II s'ecrit

JkHP -=-> JkTM x M Jk{M, N)

(16.2) jkj I

oύ ω: TM —* M est la projection canonique. Le diagramme definissant p'k se

reduit a
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r rip P* rjj

Jktlr > tiJ k

(16.3) JkTπ\\φ JΓ/Λ

X,

oύ HJk est le sous-fibre de TJk forme par les vecteurs ^fc-horizontaux (i.e.,
τr2°βjrverticaux). On remarque que JkTπ et TJkπ2 sont des isomorphismes.
Indiquons par ψ Γisomorphisme inverse de JkTπ. φ est defini de la faςon
suivante: Soit

(Y, X) e JkTM x M Jk(M, N), X = UW , Y =

et soit £/ Γ intersection des domaines de / et θ. Posons

τ:yeU^ (θ(y),f(y)) 6 HP = TM X N .

Alors ρ ( Γ , Z ) = /fcτ(Λ:). Identiίions /fc χMJkTM a Z^ΓM XMJk(M,N) par
Γisomorphisme (Z, Y) «-• (Y, Jkπ2X). Alors ^^ devient une application

TJΓAf XM Jk(M, N) i z i> /j»ΓP

qui scinde JkTπ\JkTP (cf. §13, a rigueur /fcΓ7r represente Γapplication
JkTπ X Jk(π2oq)). De meme ?̂ scinde JkTπ\JkHP. Comme

ker ps

k =

et

kerp fc = / , H P ΓΊ Σk(Jk XMJ°kTM) = JkHP Π J f c (/ίΓM XMJk(M,N))

on voit que ker pj est le sous-fibre de J°kTM x M Jk(M, N) noyau de

(φ-Σk)\JlTAiχMJk(M,N).

La dimension des fibres de ce noyau n'est pas constante. En effet, prenons un
X € Jk(M, N). Pour determiner le noyau de ps

k dans la fibre au dessus de X on
procede comme suit: Soit Y = jkθ(x) e J°kTM, x = akX et ecrivons X = jkf(x).
On construit τ : U —> HP comme ci-dessus,

σ : y 6 £/ ̂  (y,/(y)) € P , Γ l : y e U ̂  Tσ(0(y)) e TP

et on prend la difference τ — τx: U -* F P . Alors ϊ)J(y, Z) = 0 si et seulement
si /Ά;(r — r^* = 0. Or, /fc(r — τjx e JkVP done la derniere condition est equiv-
alente a
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0 = JkTπ2(jk(τ — τλ)x) = jkτ2(x) oύ τ2 = (Tf) o θ

(cf. premier diagramme de (a)). Deίinissons le morphisme de fibrations de Lie
de base ak

Φ: J°kTM x M Jk(M, N) -> ker bk , (jkθ(x), jkf(x)) .-> jk(Tf o 0)x

oύ bk: / fc(M, 7W) —> TN est le morphisme but. On vient de demontrer que
ker pi = ker Φ. Un argument semblable demontre la

Proposition 16.3. β(Y, Z) = p\ o φ(Y, Z) powr ίowί (Y, Z) € PJM
XMJk(M,N).

En efϊet, Γelement (Y9X) eJ°kTM χMJk(M,N) est envoye par (JkTπ X
JkTπ2)~ι en un element ZζJ\TP. Sa composante verticale JkioSk(Z) (cf.
(13.2)), seule a donner une contribution a j)fc, s'identifie par / fcΓπ X /fcΓ7r2 a
Φ(Y, X) et par consequent est appliquee par pb

k.
Corollaire 1. ker p'k = ker Φ.
Remarquons maintenant que

pϊ: ker bk -> W/fc(M, ΛO

est un isomorphisme oύ WJk(M, N) est le sous-fibre de TJk(M, N) forme par les
vecteurs (ak X β'J-verticaux. Si Z 6 /Λ(M, N) est injectif alors la restriction Φx

de Φ a la fibre au dessus de Z est aussi injective et par consequent (ps

k)x est
injectif. Si Z est surjectif il en est de meme de Φx. Montrons que dans ce cas
(Pΐ)χ e s t a u s s i surjectif. En effet, sur la fibre

(J°kTMχMJk(M,N))x

on a ps

k =pb

koφx done Γimage de cette fibre par ps

k est egale a WJk(M,N)x.
D'autre part

(TcQ o K - ^ : hTM X M Jk(M, N) -* TM

oύ βk est la projection but du premier facteur. Ceci entraine que Tak(im ps

k)
= TM d'oύ

im(ps

k)x = HJk(M,N)x

car Tak(WJk(M,N)) = 0. Ceci montre bien que (ps

k)x est surjectif lorsque Z
est surjectif. Considerons la restriction de ps

k aux fibres induits sur Γouvert
dense Πk(M,N), i.e.,

JkTMχM Πk(M, N) i HJk(M, N)

i i
Πk(M, N) ϊ • Πk(M, N)
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oύ HJk(M, N) I Πk(M, N) = HΠk(M, N) = sous-fibre des vecteurs ^-verticaux.
Corollaire 2. Si dim M < (resp. > ) dim N alors la restriction p*k est injective

(resp. surjective). Si dimM = dim N alors ps

k est un isomorphisme (comparer
avec le corollaire de la proposition 16.2).

Rappelons que JkTM est le fibre des &-jets de champs de vecteurs locaux de
M. Si θ est un tel champ defini dans Γouvert U, nous lui associons le champ
$kθ defini dans (a'k)~λU en posant

X),X) e HJk(M,N)z .

Si θ' est le champ horizontal dans π~ιU qui se projette sur θ alors

TJkπ2($kθ') = ps

kθ .

L'application θ «-> $s

kθ est un morphisme du pre-faisceau en i?-algebres de Lie
des champs locaux de M vers le pre-faisceau des champs locaux de Jk(M, N)
definis sur les ouverts α^-satures. La limite inductive des derivations de Lie
associees aux champs ps

kθ donne un morphisme injectif de i?-algebres de Lie

Tout le chapitre I se recopie dans le contexte present du prolongement par la
source. En particulier on demontre Γanalogue du theoreme 6.2 pour ps en
remplaςant la derniere condition par

oύ [ξ, θ] est le crochet de Lie dans χ(M). Le champ $*kθ est le prolongement
usuel de θ par la source c'est-a-dire, on prend le groupe local (ou une famille
locale) a un parametre (φt) engendre par θ, on le prolonge a Jk(M, N) on posant

(16.4) φϊ(X)=X [hφt(a'kX)]-1

et on derive par rapport a t en 0. Notre discussion montre que Γ aspect infini-
tesimal de ce prolongement, i.e.,

pi: JkTM X M Jk(M, N) -> HJk(M, N)

n'est pas regulier.
On relie facilement fjj avec p\. En eίϊet, soit θ un champ local de P qui est

projetable dans M et N, i.e., θ = Tπθ X Tπ2θ. Alors

TJkπ2(pkβ) = ps

k(Tπθ) + $l(Tπ2θ) .

Si ξ est un champ local de M et θ un champ local de N alors
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En effet, si ξ' est le champ horizontal de P qui se projette en ξ et ff le champ
vertical qui se projette en ff alors [ξ', ff] = 0 et par consequent

Cette derniere propriete est aussi une consequence triviale de Γassociativite de
la loi de composition des jets car celle-ci entraίne la commutativite des groupes
a un parametre prolonges par la source avec ceux prolonges par le but.
Lorsqu'on restreint toutes les considerations a Πk(M, N) avec dim M = dim N,
on passe du prolongement par la source a celui par le but et reciproquement
par Γ inversion

X € Πk(M, N) -> X~ι e Πk(N, M) .

17. Linearisation d'un operateur differentiel

Soit

une fibration de Lie. Nous indiquons par E le faisceau des germes de sections
locales de η. Alors p: E —> P_ est un faisceau en 0p-modules canoniquement
isomorphe au faisceau des germes de sections du fibre vectoriel P χ P £ d e
base P. Remarquons en outre que

et que

(X, Y)ePχPJλE h -̂> YX € E

est un morphisme surjectif de faisceaux en d^-modules oύ JλE est le faisceau
des germes de sections de p. Jk : E —»JkE est un morphisme /?-lineaire injectif.

q a)

Soit F > Q > M une deuxieme fibration de Lie.
Definition. Un operateur differentiel D: E —> F est dit lineaire si pour deux

sections locales quelconques s et s' de E avec pos = posf on a qoD(s) =
ί o D M et D(αs + fo/) = aD(s) + bD{s') oύ α, b e /?.

Si Γon considere £ et F comme des faisceaux de base P et Q respective-
ment, alors D: E -^ F est lineaire si D € Hom Λ (ii, F) . L'operateur D induit,
a Γaide de p et q, un operateur <D: P_—> Q dont l'ordre est inferieur ou egal
a l'ordre de D. Si D est d'ordre < /: alors
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est un morphisme de ίibrations de Lie qui induit τk + ι(3)) (cf. § 2). Reciproque-
ment, tout morphisme

definit, a Γaide de Jk, un operateur differentiel lineaire d'ordre < k. Le com-
pose de deux operateurs lineaires ainsi que le prolongement sont des operateurs
lineaires. j k est un operateur lineaire d'ordre k. A Γaide de la suite exacte

0 > Jk XP(SkT* (x) E) - ^ JkE

on peut definir la partie principale d'un operateur lineaire d'ordre < k ainsi
que les notions qui s'y rattachent.

Definition. Soit 3): P_ —> Q un operateur differentiel. Une linearisation de 3)
est un operateur differentiel lineaire D: E-+ F qui induit 3).

Si D linearise 3) et D/ linearise 3)f alors Df oD linearise 3)' oQ). En outre,
Dω linearise 3)a) et j k linearise j k . Soit

ζ : TP - ^ > P - % M

la fibration de Lie tangente et s une section locale de ζ.
Theoreme. Soit 3): E_-*Qun operateur differentiel d'ordre fini. II existe

un operateur differentiel lineaire unique T3): TP -> TQ qui linearise 3) et qui
verifie

T3)(s) = (d/dt){[3)(σt o ψ-1)] o ψ j ί = 0

pour toute variation projetable (σt) associέe a s (cf. § 12).
On definit T3) par le compose

τk(T3)): JkTP - ^ > TJkP
 Tτk{g)\ TQ .

3) et T3) sont de meme ordre, T{3)Ό3)) = T3)Ό T3), Tjk = p^ojk et

T(3>a)) = ϊho (T3))a). Soit Φ(M) la categorie dont les objets sont les fibrations

P > M et les morphismes sont les operateurs differentiels d'ordre fini. Soit
T le foncteur qui a Γobjet P associe la fibration de Lie TP et au morphisme 3)
associe T3). La restriction de T a la sous-categorie des operateurs de degre

zero n'est autre que le foncteur qui au morphisme fibre P > Q associe le
Tφ

morphisme de fibrations de Lie TP > TQ. Remarquons finalement que la
restriction de T3) a la fibration de Lie verticale VP definit une linearisation
verticale
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yg) yp _> VQ

de 3) dont Γordre est celui de £). On a KΦO) = (d/dt)(ίDσt)t=0 oύ (σf) est une
variation verticale associee a s.

18. Prolongement de groupoϊdes de Lie

A Γaide du morphisme pk nous allons donner une demonstration simple d'un
theoreme bien connu dΈhresmann sur le prolongement de groupoϊdes de Lie.
Nous rappelons ici les quelques definitions et proprietes necessaires a Γenonce
du theoreme. Pour une discussion plus detaillee ainsi que des exemples, nous
renvoyons le lecteur a [9], [10], [26], [28], [34], [35] et [53].

Definition. Un groupoϊde differentiable est la donnee d'un ensemble G
muni d'une structure de groupoϊde et d'une structure differentiable verifiant
les conditions de compatibilite suivantes:

1) L'ensemble M des unites de G est une sous-variete.
2) Les applications source et but a,β: G—+M sont differentiables et trans-

verses.
3) L'application (X, Y) € G x M G - > X Y β G est differentiable ou GχMG

est le produit fibre de a et β.
4) L'application X € G -+ X1 z G est differentiable.
Un groupoϊde de Lie est un groupoϊde differentiable pour lequel a: G —> M

est une fibration. On remarquera que, pour tout groupoϊde differentiable G,
la propriete ci-dessus est toujours verifiee pour la composante αr-connexe Go

de M car a admet Γinverse a droite t:M-+G (cf. [26]). Soit G un groupoϊde
de Lie. Par inversion, β est egalement une fibration et on voit que la condition
2) de la definition est consequence de cette hypothese. En outre, M est regu-
lierement plongee car a (et β) est une retraction. On indique par Gx la fibre
d e α G ^ M a u dessus de x. Tout Z e G definit un diffeomorphisme

oύ x = a(X) et v = β(X). Un champ de vecteurs local θ de G est dit invariant
a droite si θ est a-vertical et Tφxθ = θ pour tout X € G (chaque fois que la
relation a un sens). Si θ est invariant a droite et defini dans Γouvert <2f, il
s'etend en un champ invariant a droite ff defini dans ψ' = β~\β%). En effet,
pour Z 6 ir et X e °U avec β(Z) = β(X) on pose ffz = Tφwθx oύ W = XιZ.
Par restriction de θ', θ determine un champ de vecteurs #-vertical θ0 le long de
U = β(<%). Reciproquement, si θ0 est un champ de vecteurs a-vertical defini le
long d'un ouvert U de M alors il existe un champ invariant a droite unique θ
defini dans β~\U) et qui induit θ0. On voit ainsi que les domaines de definition
naturels pour les champs invariants a droite sont les ouverts β-satures de G.
En outre, le pre-faisceau des champs de vecteurs invariants a droite et definis
(Jans les ouverts /3-satures est isomorphe au pre-faisceau des sections locales du
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fibre vectoriel VG\M, restriction a M du fibre des vecteurs α:-verticaux de G.
II est clair que le crochet de champs invariants a droite est encore invariant a
droite d'oύ, par transport, une structure de /?-algebre de Lie sur le pre-faisceau
Γιoc(VG\M). En passant aux germes, on obtient un faisceau en i?-algebres
de Lie g de base M qui est par definition Γalgebre de Lie de G.

Soit a: G —» M la fibration source. La variete JkG des &-jets de sections
locales de a admet une structure naturelle de categorie differentiable: jkτ(y)
est composable avec jkσ(x) si et seulement si y = β o σ(x) et on pose

[jkτ(y)][jkσ(x)] = jks(x)

oύ s(z) = τ(β o σ(z))σ(z) est defini a Γaide du produit de G. Les unites de/ f cG
sont les jets jkc(x) oύ x e M et c: M —> G est Γinclusion done peuvent etre
identifiees aux elements de M. Le groupoϊde des elements inversibles de JkG
est, suivant Ehresmann, le prolongement d'ordre k du groupoϊde G et sera
note Gk. C'est un ouvert de JkG et, muni de la structure induite, devient un
groupoϊde de Lie avec M pour variete d'unites. On verifie que Gk est Γensem-
ble des jets jkσ(x) tel que Tx(β o σ) est inversible. On note par qk sont algebre
de Lie.

Considerons maintenant le fibrev ectoriel Jk$. II existe une structure unique
de l?-algebre de Lie sur le faisceau J^q tel que

Uhμ,8hyl = fghlμ,η\ + f[(Tβ o μ)g\jkη - g[(Tβoη)f]jkμ

oύ μ, ϊ] e g, /, g e ΘM et (Tβ o μ)g est la derivee de Lie de g suivant le champ
Tβoμ.

Theoreme gfc est canoniquement isomorphe a Jk$.
Pour le demontrer, considerons la fibration a: G —> M et la fibration de Lie

verticale VG -> G -+ M. Alors pfe : JkVG —> F/^G est un isomorphisme de
fibres vectoriels de base JkG. Soit M' = im jke la sous-variete des unites de Gk.
Comme JkVG\Mf = /fcg et F/^GIM 7 = VGk\M', on obtient par restriction
Γisomorphisme de fibres vectoriels pk : Jkq -> FG f c | Mf qui par extension aux
germes donne Γisomorphisme

de faisceaux ίP^-lineaires. Reste a verifier que pk preserve le crochet. Or, si θ
et ff sont des champs invariants a droite de G, les prolongements pkθ et $kθ'
sont des champs invariants a droite de Gk. Comme pk[θ,θ'] = [£*#> £>&#'] on
en deduit que

oύ μ,η £ Q done pfc preserve le crochet de germes holonomes. L'assertion
generate en resulte en utilisant la linearite de
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pk : JkVG -> VJkG

et, en particulier, la relation pk(fjkμ) = ίhXίkμ)- Remarquons finalement que
Γidetiίication $k ~ /^g est naturelle par rapport aux foncteurs phk et par
rapport a Γexponentielle de groupoϊdes de Lie (cf. loc. cit.).

19. Structure affine de Jk

A Γaide des parties principales, nous allons definir la structure affine bien
connue de Jk, [14], [30]. Soit A —> M une fibration et F —• M un fibre vectoriel.
Rappelons qu'une structure affine de A sur F est la donnee d'un morphisme
de fibrations A χM F —> A tel que pour chaque x € M la restriction Ax x Fx

-* Ax est une structure d'espace affine de Ax sur Γespace vectoriel Fx. Prenons
maintenant la fibration Jk ~+ Jk_l9 k> 1, et soit Qγ, Y e Jk_19 la fibre au dessus
de Y. Comme le fibre vectoriel

Jk XP(S«T*®VP)\QY

est trivial, il en est de meme du sous-fibre

ek(Jk X P (5fcΓ* (x) VP)) I Qγ = TQY C TJk .

Chaque vecteur v e (SfcT* ® VP)y, y = /3fe_1Γ, definit un champ de vecteurs v
de Q r qui engendre un groupe global a un parametre φt(v). On definit le
morphisme

par (X, v) -+ φ^vXX). En remarquant que

Jk χ P (S*Γ* ® FP) = /* XJft_x [/*_, X

on verifie que exp εk definit une structure affine de la fibration Jk —> Jk_ι sur le
fibre vectoriel

En prenant des coordonnees locales, chaque fibre Qγ devient un espace nume-
rique, v devient le champ constant associe a un vecteur εk(v) e Qγ et φt(v)
devient la translation par tεk(v).
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