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SUR QUELQUES PROPRIETES DES G-STRUCTURES

P. MOLINO

Introduction

Le developpement, a partir des travaux fondamentaux de Spencer (voir [12]
et [13]), de la theorie des deformations et des systemes differentiels sur les
varietes, les resultats recents de Bott (voir [4]), les travaux de Chern (voir [5]),
Guillemin-Sternberg (voir [7]), Singer-Sternberg (voir [11]) et d'autres, laissent
esperer aujourd'hui pour la theorie des G-structures de nouvelles extensions.
Le but du present travail est d'avancer quelques idees et des resultats partiels
dans cette direction.

Voici Γessentiel du contenu des differents chapitres:
Chapitre I. Structures transitives, structures subordonnees. Sur une variete

V donnee on etudie la famille des structures (locales ou globales) formellement
equivalentes a une G-structure transitive "modele". On montre que ces struc-
tures "admissibles" correspondent aux sections du fibre des G-structures sur V
qui sont solutions d'un "systeme differentiel fondamental" relatif a la classe de
G-structures admissibles consideree.

Plus generalement, on se restreint pour traiter le probleme precedent au cas
des G-structures subordonnees a une //-structure donnee (avec G C //).
L'existence (locale) de structures admissibles subordonnees impose un certain
nombre (fini) de conditions, portant sur les tenseurs de structure successifs de
la //-structure. Si ces conditions sont verifiees, les G-structures cherchees sont
definies par les sections du fibre des G-structures subordonnees a la //-structure
qui sont solutions du systeme differentiel induit par le systeme fondamental.

On montre que le systeme differentiel fondamental peut etre interprete a
Γaide des equations classiques de Maurer-Cartan.

Sur Γespace fibre des G-structures (respectivement des G-structures sub-
ordonnees a une //-structure donnee) on definit un pseudogroupe de Lie
transitif de transformations projetables sur V, dont les elements echangent entre
elles les G-structures de la classe de G-structures admissibles consideree. Le
pseudogroupe sera dit "pseudogroupe des deformations simultanees" (respec-
tivement "des deformations simultanees reduites").

Chapitre II. Sous-structures de codimension finie. Le theoreme demontre
dans ce chapitre est le suivant: Si E(V,H) est une //-structure transitive,
admettant localement (au voisinage de chaque point) une G-structure admis-
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sible subordonnee, et si la structure subordonnee est de codimension finie dans
E(V, H) (du point de vue des algebres formelles), alors E admet une G-structure
admissible globale subordonnee (en supposant V simplement connexe).

Ce theoreme, qui admet un analogue pour le cas des structures presque
admissibles, peut encore s'enoncer: si Γ est un pseudogroupe de Lie transitif
sur V, tout sous-pseudogroupe de Lie transitif local γ de Γ de codimension
finie s'etend en un sous-pseudogroupe de Lie transitif global f ay ant meme
algebre de Lie que γ. Ceci generalise un resultat classique relatif aux groupes
de Lie.

On en deduit des theoremes d'existence de structures subordonnees a une
structure donnee. En particulier on retrouve un resultat demon tre directement
dans [2] pour les structures plates ou formellement plates.

Chapitre III. G-structures et classes caracteristiques. L'etude du tenseur de
structure d'ordre 2 d'une G-structure fournit dans certains cas des renseigne-
ments sur les classes caracteristiques de la G-structure.

En particulier, pour les structures plates (ou simplement 2-ρlates) on obtient
des resultats deja signales dans [10]. Par exemple, on obtient ainsi les theoremes
de Bott relatifs aux obstructions a Γintegrabilite de champs d'elements de
contact reel ou complexe (voir [4]).

Plus generalement, on definit la notion de G-structure "lisse", en prenant
comme modeles des structures transitives invariantes a gauche sur un groupe
de Lie, avec pour G un groupe d'automorphismes de Γalgebre de Lie. On
demontre que les structures lisses (ou simplement 2-lisses) ont les memes
proprietes, en ce qui concerne les classes caracteristiques, que les structures
plates.

Chapitre IV. Geometrie intrinseque des G-structures. On generalise de
maniere naturelle la geometrie riemannienne en definissant, pour toute G-
structure, un champ d'elements "canonique" qui jouera le role de la connexion
de Levi-Civita. Celle-ci est Γunique connexion sans torsion sur une 0(n)-
structure. Le champ d'elements canonique sera le sous-espace engendre en
chaque point par la reunion des elements de contact horizontaux associes au
premier prolongement de la structure. Pour Γetude detaillee de ce champ
canonique, on pourra se referer a N. Boyom [3].

En general le champ d'elements canonique n'est pas invariant a droite—On
notera que c'est le cas si la structure est 1-plate—Ce cas generalise directement
la geometrie riemannienne. La courbure intriseque de la G-structure sera la
courbure du champ d'elements canonique. Elle generalise la courbure d'une
structure riemannienne.

Chapitre V. Classification des G-structures homotopes. On a deja donne
dans [9] la construction d'un espace universel pour les G-structures. C'est un
G-fibre principal S^G, G), muni d'une forme fondamentale θ0 a valeurs dans
Rn, qui permet d'obtenir toute G-structure sur une variete arbitraire V a Γaide
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d'une immersion de V dans &G, transverse au champ d'elements de contact
defini par θ0.

En ameliorant legerement cette construction, on peut faire en sorte que &G

soit un classifiant pour les G-structures homotopes en le sens suivant: deux G-
structures sur V induites par les immersions transverses f19 f2: V —> StQ seront
homotopes si et seulement si il existe une homotopie d'immersions transverses
reliant fλ et f2.

I. STRUCTURES TRANSITIVES. STRUCTURES SUBORDONNEES

Dans tout ce qui suit, differentiable signifiera C°° V sera une variete differ-
entiable de dimension n, G un sous-groupe de Lie ferme de GL(n, R).

On se limitera en general a Γetude des structures d'ordre 1, mais on pourrait
sans difficultes generaliser aux structures d'ordre superieur.

I.I. Systeme differentiel fondamental

a) Soit Vo une variete differentiable de dimension n munie d'une G-structure
"modele" eo(Vo,G), transitive.

R(V, GL(n, R)) etant Γespace des reperes lineaires de V, soit FG = R/G le
fibre des G-structures sur V. Une G-structure est definie par une section de ce
fibre. Notons es(V, G) la G-structure associee a la section s: V —> FG.

L'equivalence locale entre es et e0 suppose Γegalite des tenseurs de structure
(en fait, il sera inutile de verifier cette egalite au dela de Pordre de stabilite k0

de Palgebre de Lie g de G pour la cohomologie de Spencer). Si cette egalite
est verifiee, es est formellement equivalente a e0.

Pour simplifier la terminologie, on dira que es est une G-structure admissible
(respectivement presque admissible) si es est equivalente (resp. formellement
equivalente) a la structure modele e0.

Lemme 1.1.1. Les tenseurs de structure jusqu'ά Vordre k de es en un point
ne dέpendent que du jet d'ordre k de s au point correspondant.

La demonstration est evidente pour k = 1. On remarque par ailleurs que le
jet d'ordre k de s determine le jet d'ordre k — 1 de la section associee au
premier prolongement de es. D'oύ le resultat.

Ceci etant, les &-jets de sections de FG qui determinent des tenseurs de
structure jusqu'a Pordre k egaux a ceux de la G-structure modele eQ forment
un sous-fibre F*άm du fibre FG des λ-jets de sections de FG.

F*dm definit sur le fibre FG -> V un systeme differentiel (non lineaire) d'ordre
k qui sera dit "systeme differentiel d'ordre k pour les G-structures admissibles".
Pour k > kQ on obtiendra le systeme differentiel fondamental pour les G-struc-
tures admissibles sur V. On aura:
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Proposition 1.1.2. Les G-structures presque admissibles sur V sont dέfinies
par les sections du fibre FG —> V qui sont solutions du systeme differentiel
fondamental.

Remarques. a) si e0 est une G-structure de type elliptique, les G-structures
presque admissibles seront admissibles, done les solutions du systeme differ-
entiel fondamental determineront les G-structures admissibles sur V.

Exemple n = 2m, G = GL(πι, C), considere comme sous-groupe de
GL(2m,R), Vo = Cm, e0 etant la structure analytique complexe standard sur
C m . II vient alors:

Les structures analytiques complexes sur V correspondent aux solutions
globales du systeme differentiel fondamental (d'ordre 1) sur le fibre des struc-
tures presque complexes FGL(M>C) —» V.

b) Le resultat precedent met en evidence la difference de nature entre les
deux problemes: 1-existence d'une G-structure sur V; 2-existence d'une G-
structure admissible sur V, par exemple d'une structure plate. La solution de
1 depend de Γexistence d'une section du fibre FG —>F; celle du second
probleme de Γexistence d'une solution globale du systeme differentiel fonda-
mental sur le meme fibre.

c) On remarquera qu'il existe toujours des G-structures locales admissibles
sur V. Done Γexistence de solutions locales du systeme differentiel fondamental
est toujours assuree.

d) Λttribuons a la variέtέ modele Vo un point base ω. Soit R(k)(V, GL™)
le k^me prolongement de R, e'est-a-dire le fibre des reperes d'ordre k + 1 de
V. On peut encore considerer Ra) comme Γespace des (k + l)-jets en ω de
diffeomorphismes locaux de Vo dans V.

Si φk+1 = jl+ίφ est un element de R(k\ φ transporte la G-structure modele
eo(VQ, G) en une G-structure locale admissible sur V dont le jet d'ordre k en
φ(ω) ne depend que de φk+ι. Le jet d'ordre k en φ(ω) de la structure transportee
peut etre done considere comme un jet de G-structures admissible, element de
Fk

dm. Reciproquement, tout jet de G structure admissible peut etre obtenu de
cette maniere. On definit ainsi une fibration: R(-k)-^ Fk

dm, qui est principale et
admet pour groupe structural le groupe de Lie G ( fc), kiiime prolongement de G,
forme des (k + l)-jets en ω, de but ω, d'automorphismes de la G-structure
modele. G(fe) est un sous-groupe de Lie ferme de GL(k). On obtient done:

Proposition 1.1.3. Le systeme differentiel a Γordre k pour les G-structures
admissibles est le quotient de R(k) par G ( f e ), soit:

De plus, si Von munit Rm de sa forme fondamentale θ(k), R(k) —> Fk

dm rέalise
le prolongement simultanέ de toutes les G-structures {locales ou globales)
presque admissibles sur V, en le sens suivant:

Proposition I.l 4 Si s est une section de FG solution de F*ύm(k > k0),
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sk _ jks ιa section correspondante de FG a valeurs dans F*άm, le kikme prolonge-
ment de la G-structure presque admissible associee es est induίt par Γ applica-
tion sk a partir du fibre R(k) —> F* d m muni de sa forme fondamentale θa) soit:

Ceci resulte directement de la definition des prolongements d'une G-structure
appliquee au cas particulier de structures presque transitives.

Remarque. Dans [9] on a donne une methode generate de construction
simultanee des prolongements de toutes les G-structures (locales ou globales)
sur V. La proposition precedente est une simplification dans le cas des G-
structures presque admissibles. On notera que dans ce cas (contrairement au
cas general) les prolongements successifs sont des fibres principaux sur la
variete V.

1.2. Structures subordonnees

a) Donnons-nous maintenant sur V une //-structure E(V, H) oύ H est un
sous-groupe de Lie de GL(n, R) contenant G. On va s'interesser aux G-struc-
tures admissibles subordonnees a cette //-structure. L'existence locale de telles
structures subordonnees impose a la //-structure E des conditions que nous
allons d'abord etudier.

Exemples. 1. Si G = [e] et si la structure modele e0 est une structure
euclidienne (parallelisme integrable), Γexistence locale de G-structures admis-
sibles subordonnees a E signifie la platitude de E. Les conditions d'existence
locale dans ce cas sont les conditions etudiees par Guillemin dans [6].

2. Si H = GL(n,R) on retrouve la situation etudiee au paragraphe pre-
cedent, oύ les conditions d'existence locale de G-structures admissibles sub-
ordonnees sont, on Γa vu, naturellement verifiees quelle que soit la structure
modele.

Remarque. Dans Γexemple 1 precedent, Γexistence de G-structures admis-
sibles (locales) subordonnees a E entraίne necessairement la transitivite de la
//-structure. Mais en general il n'en est pas ainsi. Autrement dit, le fait pour
une //-structure d'admettre une sous-structure transitive n'entraίne pas que la
//-structure elle-meme soit transitive.

b) Considέrons Γespace des G-structures subordonnees hE: F(E)Q = E/G.
C'est un sous-fibre de Γespace FG des G-structures sur V. Les jets d'ordre k
de sections de FG definissant des G-structures presque admissibles subordonnees
a E seront des elements de: F*ύm Π JkFiE)G.

Definition 1.2.1. La //-structure E est dite presque admissible (pour la G-
structure modele consideree e0) si FJdm Π JkFiE)G est un sousfibre de JkFiE)G

(ou, ce qui revient au meme, de F*άm) pour tout entier k.
En fait, on a:
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Lemme 1.2.2. Si la projection de Fk

άm Π JkF(E)G est, pour tout k, la variete
V toute entiere, alors la H-structure E est presque admissible.

En efϊet, la demonstration se ramene immediatement au point suivant:
montrer Γexistence de sections locales a valeurs dans Fk

άm Π JkF{E)G. Ou encore
montrer que cet espace est une sous-variete de JkFiE)G. Sous cette derniere
forme, la propriete resulte de la remarque suivante: si Γon construit, suivant la
methode exposee dans [9] les prolongements simultanes des G-structures sub-
ordonnees a E, on obtiendra a Γordre k un fibre:

P«βE->J«Fma

sur lequel est defini le tenseur ήfι de structure d'ordre k — 1. L'ensemble des
points oύ ce tenseur est egal a celui de la G-structure modele forme une sous-
variete de P%E projetable pour la fibration sur PF(E)G (en fait c'est une reunion
de fibres) d'oύ le resultat.

De ce lemme resulte une caracterisation des //-structures presque admissi-
bles: si EQ est la //-structure sur Vo qui admet comme sous-structure la structure
modele eQ, considerons en un point quelconque de Vo (par exemple au point
base ώ) l'ensemble Tk des valeurs prises au dessus de ce point par le kikme

tenseur de structure de Eo. T
k ne depend visiblement pas du point choisi, et on

obtient:

Theoreme 1.2.3. E est presque admissible si et seulement si pour tout k le
£ieme fenseur de structure de E est a valeur dans Tk.

En efϊet, dire que la projection de F£d m Π JkF[E)G est la variete V toute
entiere c'est dire qu'en chaque point de V il existe un &-jet de G-structure ad-
missible subordonnee a E. Mais cette condition equivaut a Γexistence d'un
difϊeomorphisme local etablissant en ce point un contact a Γordre k entre E et
la structure (sur V) obtenue par transport de Eo. D'oύ le resultat.

II existe un rang fini kx (dependant de G et H) a partir duquel la condition
exprimee au theoreme precedent est automatiquement verifiee (si elle Test
jusqu'a ce rang). Ceci resulte de la theorie generale des systemes difϊerentiels
(non lineaires). En efϊet, appelons systeme differentίel a Vordre k pour les G-
structures admissibles subordonnees le systeme defini par:

= ^adrn Π

sur le fibre FiE)G-^>V. On sait que si Fk

E)Άάm est un sous-fibre de JkF(E)G pour
toutes les valeurs de k jusqu'a un rang assez grand kl9 alors il en est de meme
ensuite.

Ceci etant, supposons cette condition de regularite verifiee, i.e., E presque
admissible, alors le systeme difϊerentiel F%E)Λάm sera dit systeme differentiel
jondamental rέduit a partir du rang sup (kQ, kj.

c) Le fait pour la H-structure E d'etre presque admissible ne garantit
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nullement Γexistence locale de G-structures presque admissibles subordonnees.
Si E est presque admissible, le systeme fundamental reduit admettra par

construction, au-dessus de chaque point de V, des solutions formelles (jets
infinis de structures admissibles subordonnees). Mais plusieurs problemes sub-
sisteront:

—probleme de Γexistence de solutions locales du systeme fondamental reduit,
c'est-a-dire de G-structures locales presque admissibles subordonnees.

—probleme de Γexistence de solutions locales admissibles (par exemple, si
toute G-structure presque admissible est admissible, comme dans le cas des
structures de type elliptique, ce second probleme s'identifiera au premier).

Au chapitre II on etudiera un cas oύ le premier probleme admet automatique-
ment une solution globale: c'est le cas oύ V est simplement connexe, et le
systeme differentiel fondamental reduit de type fini.

1.3. Systeme fondamental (reduit) et equations de Maurer-Cartan

a) On conserve les notations du paragraphe precedent, en supposant de plus
la //-structure E(V, H) presque transitive et presque admissible (c'est en parti-
culier le cas si H = GL(n,R)). Dans ces conditions, la //-structure E0(V0,H)
sera elle-meme presque transitive.

Le kikme prolongement Ea) de E pourra etre defini comme Γespace des
(k + l)-jets en ω de diffeomorphismes locaux φQ de Vo dans V qui etablissent
au point φ(ω) un contact d'ordre k entre E et la //-structure transportee φ%E0.

goo _, y e s t u n e fibration principale dont le groupe structural H(k) est le
groupe des (k + l)-jets en ω de diffeomorphismes locaux de source et but ω
qui respectent Eo a Γordre k.

Si φk+1 = jk+1φ e E{k\ le &-jet en φ(ω) de G-structure admissible defini par
transport a partir de la structure modele e0 est un element de Fk

E){iύm. Recipro-
quement, tout element de F%E)&dm peut etre defini de cette maniere. On obtient
done une fibration:

qui est principale de groupe structural G(k).
Si Γon munit E(k) de sa forme fondamentale θa), cet espace realise le

prolongement simultane a Γordre k de toutes les G-structures presque admis-
sibles subordonnees, soit:

Proposition 1.3.1. 5/ s est une section de F{E)G solution du systeme differ-
entiel fondamental reduit, sk = jks la section correspondante de Fk

E)Siάm, la G-
structure presque admissible subordonnee es definie par s admet pour kikme

prolongement:
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Proposition qui generalise de maniere evidente la proposition 1.1.4.
b) Prέcisons Vέtude des formes fondamentales, en suivant Guillemin-

Sternberg (voir [7]) pour la definition de ces formes.
Pour tout entier k, on notera Vk Γespace vectoriel des &-jets formels en ω

d'automorphismes infinitesimaux de la G-structure modele e0. De meme Wk

designera Γespace des / -jets formels en ω d'automorphismes infinitesimaux de
E° .

Si vk est un vecteur tangent a Ea) en φk+1 = jk+1φ, vk~1 = πl_i(vk) sa pro-
jection sur E{k~ι\ φ1 induit un contact d'ordre 1 entre Ea~l) au point φk = jkφ
et E^k~l) en un point au-dessus de ω. Done ψι definira une application lineaire:
Tφle&

k~l) -> Wk ne dependant que de jk+ψ = (φk+ιyι.
(φk+1)-ι[vk~ι] sera done un Λ -jet formel d'automorphisme infinitesimal en ω

de Eo. On poser a alors:

On definira:
Definition 1.3.2. On appelle sous-espace admissible de E{k) au point <pk+1

le sous-espace de Γespace tangent en ce point determine par:

II est clair, d'apres la proposition 1.3.1, que Γespace tangent au kiέme pro-
longement d'une G-structure presque admissible subordonnee a E est en chaque
point contenu dans le sous-espace admissible. On en deduit:

Proposition 1.3.3. Pour la fibration E{k) -^-> F * S ) a d m le sous-espace admis-
sible en chaque point de E{k) est Vimage rέciproque de sa projection sur Fk

E)3iύm.
Considerons alors le diagramme commutatif de fibrations:

Soient φκ ζ E{K\ φκ — πk_ι{φ ), y = p (ψ ), y — P (^ /•

3;* definit au point yk~ι de F ^ )

1

a d m un sous-espace hk

yς
λ horizontal pour la

fibration Fk

EfΆάm -+ V. Soit Hyk = [Vk-ιY~1}(hk

k

ι). Hyk sera, suivant la termi-
nologie introduite dans [9], sous-espace canonique au point yk.

On a:
Proposition 1.3.4. La projection du sous-espace admissible au point φk+ι

de Em est le sous-espace canonique au point yk = pk(φk+1) de Fk

E)Siάm.
En effet, <pk+1 definit un isomorphisme de Tψk(E{k-l)) sur Wk: c'est

Γisomorphisme θfk\x defini par la forme fondamentale. Par cet isomorphisme,
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(pk-iyiQjk-i^ correspond a Vk, d'oύ le resultat compte tenu la commutativite
du diagramme precedent.

c) A Γaide de Vetude qui vient d'etre faite, on peut interpreter le systeme
differentiel fondamental reduit comme traduisant les equations de Maurer-
Cartan (au sujet de ces equations pour un pseudogroupe de Lie, voir Guillemin
&Sternberg [7]).

Sur Em on definira la forme fondamentale admissible θ($m comme la 1-forme
a valeurs dans Vk partiellement definie en tout point <pk+1 par restriction de
θffi+i au sous-espace admissible T$miφk+1.

Soit p: Vk —> Vk_x la projection naturelle. Sur Vk se trouve naturellement
defini (a partir du crochet des automorphismes infinitesimaux de e0) un crochet
a valeurs dans Vk_λ.

On peut done, en chaque point de Ea\ definir sur le sous-espace admissible,
la 2-forme:

Les 1-jets de sections de Fk

E)&άm -> V appartenant a FkJ^άm correspondront
aux elements de contact horizontaux pour cette fibration sur lesquels s'annulera
la 2-forme precedente. En efϊet, sur une section admissible, les equations de
Maurer-Cartan se traduisent par la nullite de cette 2-forme. Reciproquement,
la nullite de cette 2-forme sur Γespace tangent en un point yk a une section de
F*E)&άm—*V signifie qu'en ce point la G-structure correspondante estformelle-
ment equivalente avec e0 jusqu'a Γordre k + 1. On a done:

Theoreme 1.3.5. Les aquations de Maurer-Cartan:

sur E(k) definissent en projection sur Fk

E)&dm le systeme differentiel
r(ί;)adin —̂ J Γ (£)adm

Exemple. Le systeme differentiel fondamental pour les structures complexes
sur FGL{Ίϊl>C) (voir paragraphe I.I.a) ci-dessus) est defini par la nullite de la 2-
forme de torsion du systeme de Pfaff complexe determine sur FGL{m>C) par

1.4. Pseudogroupe des deformations simultanees

a) Considerons d'abord sur le fibre FG —> V le systeme differentiel fonda-
mental pour les G-structures admissibles, Fk

dm (k > k0). On appellera pseudo-
groupe des deformations simultanees de G-structures admissibles le pseudo-
groupe 2 ^ des diffeomorphismes locaux de FG qui respectent a la fois la fibra-
tion FCτ —> V et le systeme differentiel fondamental.

Le pseudogroupe des diffeomorphismes locaux ^ 0 de V se releve sur FG en
un sous-pseudogroupe @s

o

im de ̂ fj^. En fait, si ^ ^ designe le pseudogroupe
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des deformations simultanees verticales, i.e., se projetant sur V en Γidentite,
on a la suite exacte de pseudogroupes:

et le relevement ^ 0 —^> @fm definit une scission de cette suite exacte. Par
suite, toute deformation simultanee φ peut se mettre de faςon unique sous la
forme

sίmφ = φυoφ0 avec <pυ e ^ X et φQ € 3>s
o

II vient <p0 = γ(β(φ)), ce qui determine aussi φυ.
^ϊdm e s t u n pseudogroupe de Lie transitίf sur F G . La transitivite resulte du

fait que 2*%^ contient &0

[m qui est luimeme transitif.
La terminologie est justifiee par:
Proposition 1.4.1. Toute transformation locale φ <= ^f^ transforme une

section locale de FG correspondant a une G-structure presque admissible en une
autre section locale ay ant la meme propriέtέ.

Ceci est evident par definition meme de 2*^. Deux deformations simul-
tanees φ et φ' seront dites έquivalentes si il existe ψ0 € <2>fm avec φ' — φoψ0.

II est clair que toute deformation simultanee φ sera equivalente a une defor-
mation simultanee verticale unique φΌ = φo [γiβiφ))]'1.

La proposition 1.4.1 montre que les families a un parametre de deformations
simultanees induisent sur les structures presque admissibles des families a un
parametre de deformations (usuelles).

On se posera de maniere naturelle le probleme suivant: reciproquement toute
famille a un parametre de deformations d'une G-structure admissible donnee
peut-elle etre prolongee en une famille a un parametre de deformations simul-
tanees? Onpourra essayer d'aborder cette question en etudiant les deformations
simultanees infinitesimales (etude esquissee au b)).

Le pseudogroupe ^ X , se prolonge pour tout k en un pseudogroupe de Lie
transitif @^k) de transformations de F£dm, qui invarie la fibration F£d m —> Ff^
et le systeme differentiel d'ordre 1 F*£J C JΨ*dm.

b) Une deformation infinitesimale simultanee (pour les G-structures admis-
sibles) sera un ^ j^-champ de vecteurs X sur FG. Un tel champ sera naturelle-
ment projetable sur V. II se relevera en Xk sur Ffdm.

Xk laissera invariant sur F^d m le champ le sous-espaces canoniques et le
systeme differentiel d'ordre 1, F*Ji C PFldm.

Si Xo est la projection de X sur V, Xo le relevement de Xo sur FG, X — Xo

est une deformation infinitesimale simultanee verticaleφoui la fibration FG—>V.
On peut a X essayer de faire correspondre une classe de formes tensorielles

jouant le role du cocycle global associe a une deformation infinitesimale (usuelle)
dans la cohomologie de Spencer (voir Γarticle cite de Guillemin & Sternberg).
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Pour cela on relevera Xk de maniere arbitraire dans R(k) en un champ de
vecteurs Xk invariant a droite pour la ίibration principale Ra) —> Fk

άm.
Ceci etant, on definira a partir de la forme fondamentale θ(k) la forme de

deformation infinitesimale

Ωχk = &χkθ
m .

Pour un X donne, la forme precedente est definie modulo une 1-forme
arbitraire du type £?φm oύ v est un champ de vecteurs vertical invariant a
droite sur R(k) -> F£d m.

On verifiera sans difficultes que, si es est une G-structure admissible definie
par une section s de FG —> V, la deformation infinitesimale de es induite par X
admet pour cocycle associe (au sens de Guillemin-Sternberg) le cocycle induit
par la classe de formes {Ωχk} au-dessus de la section sk = jks de Fk

άm —> V.
La version infinitesimale du probleme souleve au a) est: tout cocycle de

deformation infinitesimale de es est-il induit par la classe de formes {Ωχk} pour
une deformation infinitesimale simultanee XΊ

c) La thέorie des deformations sίmultanέes esquissee jusqu'ici peut sans
difficultes s'etendre au cas des G-structures admissibles subordonnees a une
if-structure presque admissible donnee.

Reprenant les notations du paragraphe 1.3, on pourra definir le pseudo-
groupe de Lie ^ ξ ^ a d m des deformations simultanees rέduites comme le pseudo-
groupe de Lie transitif des difϊeomorphismes locaux de F{E)G projetables sur
V qui invarient le systeme differentiel fondamental reduit. Un element de ce
pseudogroupe echangera entre elles les G-structures (locales) presque admis-
sibles subordonnees.

De meme, si X est une deformation infinitesimale simultanee reduite, se rele-
vant en Xk sur Fk

iE)&άm et en Xk invariant a droite sur E(k) —> F ^ ) a d m , on definira
les formes de deformation infinitesimale simultanee reduite comme la classe de
formes:

Ωχk = &χkθm pour tous les relevements Xk de Xk.

II. SOUS-STRUCTURES DE CODIMENSION FINIE

II.l Le theoreme d'existence

a) On se place dans les conditions du paragraphe 1.3: E est supposee
presque admissible et presque transitive, Eo elle-meme etant alors presque transi-
tive.

Definition Π.l . l . Si la dimension de H(k) /G(k) est bornee superieurement
pour k e N, on dit que la G-structure modele est de codimension finie dans Eo.

On peut encore exprimer cette propriete en termes d'algebres formelles: Eo



500 p. MOLINO

et e0 etant toutes deux presque transitives, on peut leur associer des algebres
formelles, respectivement L et 1/ que Γon pourra definir comme les algebres
de Lie de jets infinis d'automorphismes infinitesimaux formels de ces structures
au point base ω. Ceci etant, e0 est de codimension finie dans Eo si et seulement
si la sous-algebre de Lie U de L est de codimension finie dans L.

Supposons V simplement connexe. On va alors etablir le theoreme general
d'existence:

Theoreme II.1.2. E etant presque admissible et presque transitive et e0 de
codimension finie dans EQ, il existe sur V une G-structure presque admissible
subordonnέe a E.

Autrement dit, sous les hypotheses faites, le systeme differentiel fondamental
reduit admet une solution globale.

La demonstration se decompose en deux etapes:
Lemme II.1.3. Si eQ est de codimension finie dans Eo, alors le systeme

fondamental reduit est de type fini, c'est-ά-dire quΊl existe un ordre I a partir
duquel la projection F ^ ^ —> Fk

E)Άdm est un diffeomorphisme.
En effet, st e0 est de codimension finie dans E09 il existe un ordre / a partir

duquel la codimension de G(fc) dans H(k) est stable. A partir de cet ordre la
projection:

sera un diffeomorphisme. Comme la fibre de F ^ ) a d m -> V est Hik)/Gα\ le
lemme en resulte.

La seconde partie de la demonstration se ramene a un lemme elementaire de
la theorie des systemes differentiels (non lineaires):

Lemme II.1.4. Si V est simplement connexe et Ffm&dm de type fini et for-
mellement integrαble, αlors ce systeme diβέrentiel est completement intέgrαble
et αdmet des solutions glob ales.

Soit en effet k > sup (k0, kx, /). La projection:

pk+l pk
Γ (E)adm ~* Γ (E)adm

est alors un diffeomorphisme. Done pour tout point yk e F ^ ) a d m il existe en ce
point un 1-jet unique de section de Fk

E)Άdm —> V appartenant a Ff^^m. La
famille de 1-jets de sections ainsi obtenue definit un systeme de Pfaff transverse
a la fibration F\E)9Λm -* V. De plus ce systeme de Pfaff est completement
integrable car Fk^&dm est par hypothese un systeme differentiel d'ordre 1 for-
mellement integrable sur F ^ ) a d m . Par chaque yk dans F ^ ) a d m passera done une
variete integrale maximale. De plus, le systeme de Pfaff etant transverse a la
fibration F ^ ) a d m —> V, et V etant simplement connexe, une variete integrale
maximale sera une section du fibre et definira une solution globale du systeme
differentiel fondamental reduit, ce qui demontre le lemme et le theoreme.
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Si V n'est pas supposee simplement connexe, une variete integrate maximale
du systeme de Pfaff precedent determinera en general un revetement de V muni
d'une G-structure presque admissible.

Remarque. On peut sans difficultes etendre le theoreme precedent au cas
de structures d'ordre superieur.

b) Donnons des exemples oύ le theoreme II. 1.2 fournit des resultats sur
Γexistence globale de structures subordonnees.

Exemple 1. Soit E(V, H) une //-structure formellement plate de type fini.
On sait (voir Guillemin [6]) qu'une telle structure est plate. Mais de plus le
theoreme precedent indique que dans ce cas, si V est simplement connexe,
E(V, H) admet un parallelisme integrable subordonne.

Si V n'est pas simplement connexe, E(V, H) admet un sous-fibre a fibre dis-
crete correspondant a un parallelisme integrable sur un revetement de V.

Exemple 2. (resultat demontre directement par Albert-Molino dans [2]),
generalise le precedent.

Soit E(V, H) une //-structure formellement plate, h etant Γalgebre de Lie de
H, h(lc) le k^me prolongement de cette algebre de Lie, ha) est un sous-espace
de h (x) Sk(Rn*). Soit p la contraction naturelle:

p: ha) (x) Sk(Rn) -> h .

L'image de p est un ideal hkdeh. Ceci etant on definit suivant Singer-Sternberg
(article cite) Γideal infini de h comme: h^ = Π fc hk.

Le theoreme II. 1.2 permet alors d'affirmer que, si V est simplement connexe,
E(V, H) admet une sous-structure e(V, G) formellement plate oύ le groupe G
a pour algebre de Lie Γideal infini h^ de h. En fait, la condition "V simple-
ment connexe" est ici superflue Γalgebre de Lie de G ne dependant que de la
composante connexe par arcs de Γidentite dans G.

On remarquera que h^ est la plus petite sous-algebre de Lie de h qui soit
codimension finie en le sens suivant: il existe un ordre a partir duquel ses
prolongements coincident avec ceux de h.

Exemple 3 (Cas general). Dans tous les cas, pour utiliser le theoreme
precedent, on sera amene, etant donnee une algebre de Lie transitive filtree L
a chercher les sous-algebres transitives de codimension finie de L.

C'est ce qui a en fait ete realise dans Γexemple 2, oύ L etait Γalgebre plate:

L = Rn Θ h Θ /*(1) Θ Θ ha) Θ .

Dans ce cas la plus petite sous-algebre transitive de codimension finie plate est:

L̂  = Rn e K e /e e... e /e Θ .

Plus generalement, L etant une sous-algebre de Lie transitive quelconque de
Γalgebre des derivations formelles sur Rn, soit L Γalgebre plate ay ant la meme
graduee associee:
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L = Rn®h®hι® ... ®hkφ ... .

Soit hi = Γ) k p(hk (g) Sk(Rn)), et posons:

£„ = Rn 0 λ£ Θ Λ£(1) Θ Θ ^ ( / k ) Θ - .

Alors pour toute sous-algebre de Lie transitive LI de codimension finie dans L,
on a: LI ZD L^.

Ce qui montre que la graduee associee a V est comprise entre la graduee
associee a L et celle associee aL M . II en resulte en particulier que si hi = h,
le theoreme II. 1.2 ne donne rien, L n'ayant pas d'autre sous-algebre de Lie
transitive de codimension finie qu'elle meme.

Exemple 4. Soient ^ un gronpe de Lie de dimension n, E0(&9 H) une G-
structure presque transitive invariante a gauche sur &. Eo admet done un paral-
lelisme subordonne invariant a gauche, qui sera pris comme structure modele
e0 (G = {*}).

Soit E(V, H) une ^-structure presque admissible, e'est-a-dire formellement
equivalente a Eo.

Si Γalgebre de Lie h de H est de type fini et V simplement connexe, le
theoreme II. 1.2 donne:

E admet une section globale definissant une algebre de Lie de champs de
vecteurs simplement transitive sur V et isomorphe a Γalgebre de Lie g de &.

On peut considerer cet exemple comme une generalisation de Γ exemple 1.
Au chapitre III on etudiera des G-structures d'un type analogue (G-structures
lisses).

II.2. Structures subordonnees transitives

Ce que nous avons dit au paragraphe precedent a trait aux structures presque
transitives. Pour obtenir des resultats d'existence de G-structures admissibles
subordonnees, on sera amene a faire des hypotheses plus restrictives.

a) Traitons d'abord le cas des structures d'ordre 1. On supposera que
E0(V0, H) est une structure transitive, eo(Vo, G) une sous-structure transitive de
codimension finie. Soit E(V, H) une //-structure admissible, e'est-a-dire locale-
ment equivalente a Eo. E admet alors necessairement des G-structures admis-
sibles locales subordonnees. On va etablir:

Theoreme IL2.1. Sous les hypotheses faίtes, si V est simplement connexe,
E admet une G-structure admissible subordonnέe.

En efϊet, on est dans les hypotheses du theoreme II. 1.2. Reprenant les nota-
tions utilisees dans la demonstration de ce theoreme, on voit que par tout point
de Z^adm, yk, passe une section globale unique sk de F\E)Άάm -> V qui est le jet
d'ordre k d'une solution globale du systeme difϊerentieί fondamental reduit.
Mais par ailleurs, E etant localement equivalente a Eo, par yk passe une section
locale σk correspondant a une G-structure locale admissible. II en resulte sk=σk
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et par suite toute solution du systeme fondamental reduit definit une G-struc-
ture admissible. C'est dire que toute G-structure presque admissible sub-
ordonnee est admissible, et le theoreme II.2.1 resulte alors du theoreme II. 1.2.
C.Q.F.D.

Dans le cas oύ V n'est pas simplement connexe, on aura une G-structure
admissible sur un revetement de V.

b) En έtendant le rέsultat prέcέdent au cas des Γ-structures d'ordre super-
ieur, on en deduit pour les pseudogroupes de Lie transitifs:

Theoreme II.2.2. Si Γ est un pseudogroupe de Lie transitif sur V, γ un
sous-pseudogroupe de Lie local de Γ localement transitif et de codimension finie
dans Γ, alors il existe un sous-pseudogroupe de Lie global γ de Γ ayant meme
algebre de Lie que γ.

Ce resultat ne suppose bien entendu pas que V soit simplement connexe. Si
de plus V est simplement connexe, on peut enoncer sous les memes hypotheses
"il existe un sous-pseudogroupe de Lie global (unique) f de Γ prolongeant γ".

c) Reprenons Γexemple 2 traite au paragraphe precedent. Si E est une H-
structure plate, on pourra appliquer le theoreme II.2.1 il vient:

Toute //-structure plate admet une G-structure plate subordonnee, G ayant
pour algebre de Lie Γideal infini de Γ algebre de Lie de H.

II.3. Deformations simultanees reduites en codimension finie

a) Reprenons les notations du paragraphe I.4.c) en codimension finie.
E(V, H) sera done une //-structure presque transitive et presque admissible,
F(E)G —> V le fibre des G-structures subordonnees, F^E)Λάm (pour k assez grand)
le systeme diίϊerentiel fondamental reduit. L'hypothese de codimension finie se
traduira par le fait que Fk

{^Άάm —> F ^ ) a d m est un diίϊeomorphisme.

^(^adm e s t l e pseudogroupe de Lie des transformations locales de F{E)G

projetables sur V et qui laissent invariant le systeme fondamental reduit. Le
£ieme p rolongement ^f^m sera le pseudogroupe de Lie des transformations
locales de F * £ ) a d m projetables sur V et qui laissent invariant le systeme difϊer-
entiel (d'ordre 1) F^^ C PF\E)9Δm. Ce systeme differentiel est completment
integrable et definit sur F\E)wΛm - > F u n feuilletage transverse a la fibration.
^ ( K m sera done le pseudogroupe de Lie des transformations locales de Fk

iE)&άm

qui laissent invariants a la fois la fibration et le feuilletage transverse.
Si de plus V est simplement connexe, les feuilles du feuilletage sont des sec-

tions globales de F ^ ) a d m et par suite les transformations de ^f^m seront
projetables sur une fibre arbitraire de Fk

E)&άm —> V. Si Γon identifie cette fibre
a la fibre-type H(k) /Ga), on en deduit immediatement:

Theoreme 11.3.1. Le pseudogroupe de Lie ̂ f^m est forme de toutes les
transformations locales de Fk

E)Sidm projetables a la fois sur V et sur Ha) /G ( f c ).
En particulier le pseudogroupe yrfw$$m des deformations simultanees reduites
verticales sΊdentifte (a localisation pres) au pseudogroupe DiS {Ha) jGm) de
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tous les dίβέomorphismes de la fibre-type de Fk

E)Siύm, qui έchange entre elles les
feuilles du feuilletage.

b) Dans ce cas il est facile de verifier que si e(V, G) est une G-structure
admissible subordonnee, toute famille a un parametre de deformation de e qui
reste dans la famille des structures subordonnees est induite par une famille a
un parametre de deformations simultanees reduites: il suffit de definir une
famille a un parametre de transformations de Hm /G(k) connaissant son action
sur un point de cet espace ce qui est toujours possible.

III. G-STRUCTURES ET CLASSES CARACTERISTIQUES

Les classes caracteristiques etudiees dans ce chapitre sont les classes a coef-
ficients reels, definies a partir de la courbure d'une connexion.

III.l. Methode generate

a) Pour έtudier dans le cadre le plus general les classes caracteristiques des
G-structures en liaison avec leurs prolongements et plus particulierement leur
tenseur de structure d'ordre 2, on utilisera les definitions des prolongements
d'une G-structure de Singer-Sternberg (voir [11]).

Soient done R(V, GLn) Γespace des reperes lineaires de V, E(V, G) une G-
structure, Eω(E, G(1)) et£ ( 2 ) (E ( 1 ) , G(2)) les prolongements de E d'ordre respec-
tivement 1 et 2.

Pour z2 € E(2) de projections z1 sur Eω, z sur E et x sur V, z2 definit en z un
1-jet de systeme de Pfaίϊ transverse a la projection, ou encore un 1-jet de 1-
forme ω a valeurs dans Γalgebre de Lie g de G. A ce 1-jet correspond une
courbure bien definie β a d m(z2), bien qu'en general z2 ne soit pas le 1-jet d'une
connexion (qui doit etre invariante a droite). Ainsi se trouve definie une appli-
cation :

Definition III.l. l. La fonction β a d m sera dite courbure admissible sur E{2\
L'image de £?adm sera dite espace des courbures admissibles de la G-structure
E et notee β a d m ( £ J ).

Exemple. Si la G-structure E est presque transitive, son tenseur de struc-
ture d'ordre 2 est constant. Done le tenseur obtenu a partir des courbures
admissibles (considerees comme fonction sur E{2)) par passage au quotient dans
Γespace du tenseur de structure d'ordre 2 est constant. Soit g(1) le premier
prolongement de Γalgebre de Lie g de G. On note:

d: gω ® Rn* -> g (x) Λ\Rn*)



PROPRIETES DES G-STRUCTURES 505

Γantisymetrisation naturelle (cobord dans la cohomologie de Spencer de g).
Dans ces conditions deux courbures admissibles se deduisent Γune de Γautre
par un element de d(gω (x) Rn*). Notons qu'en fait le demonstration precedente
utilise seulement le fait que le tenseur de structure d'ordre 2 est constant, la
presque transitivite n'intervenant que par cette propriete. Soit:

Proposition III.1.2. Si le tenseur de structure d'ordre 2 de la G-structure
E(V, G) est constant, Γespace des courbures admissibles est de la forme:

b) Pour que Γetude du tenseur de structure d'ordre 2 fournisse des
renseignements sur les classes caracteristiques de E(V,G), il faut qu'il existe
une connexion sur E correspondant a une section de Eω —> E, ou encore que
la structure Ea) —> E soit invariante par les translations a droite de G sur E (cf.
Albert [1]).

Definition III.1.3. E(V, G) est dite G-structure a connexion admissible si
la structure Eω —» E est invariante par les translations a droite de G sur E.

Ceci etant, on sait que les classes caracteristiques a coefficients reels de
E(V, G) peuvent etre obtenues de la maniere suivante a partir d'une connexion
ω sur E de courbure Ω:

On considere sur Γalgebre de Lie g de G les formes p-lineaires symetriques
a valeurs reelles invariantes par adj G. Soit a une telle forme. En substituant
la courbure Ω aux p arguments de a on obtient une 2p-forme reelle (le produit
etant remplace par le produit exterieur) a(Ω) sur E(V, G) fermee et projetable
sur V. La classe de cohomologie sur V de la forme projetee ne depend pas de la
connexion choisie et est par definition la casse caracteristique correspondante a

a dc E(V,G): χa(E) e H*v(V,R).
Soit πa: g <g) Λ\Rn*) -> Λ2p(Rn*) 1'application qui a une 2-forme Ω sur Rn a

valeurs dans g fait correspondre la 2/?-forme reelle a(Ω).
On a:
Theoreme III. 1.4. Si La G-structure E(V, G) est a connexion admissible et

si a est une forme p-lineaire symέtrique sur g invariante par adj G telle que πa

s'annule sur Γespace des courbures admissibles de E, alors χa(E) = 0.
En eίfet, E etant a connexion admissible, on aura snr E une connexion ω

dont la courbure Ω appartiendra partout a Γespace des courbures admissibles.
a(Ω) sera alors nul, d'oύ le resultat.

Les paragraphes suivants seront consacres a Γetude de quelques cas parti-

culiers oύ ce theoreme fournit des indications precises.

III.2. Cas des structures plates (ou simplement 2-plates). Theoremes de Bott

Les resultats de ce paragraphe ont pour Γessentiel ete indiques dans [10].
a) Soit E(V, G) une G-structure 2-plate, c'est-a-dire ayant en chaque point
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un contact d'ordre 2 avec une G-structure plate. Dans ce cas E(V, G) est a
connexion sans torsion. De plus le tenseur d'ordre 2 de la structure est con-
stant, done on peut appliquer la proposition III. 1.2 et par suite:

Mais en fait la 2-ρlatitude entraίne qu'en chaque point on a une courbure
admissible nulle, d'oύ

En appliquant alors le theoreme III. 1.4 on obtient:
Theoreme IM.2.1. Soίt E(V, G) une G-structure 2-plate. a etant une forme

p-linέaire symέtrique sur g invariante par adj G, si:

πaod: 8™ <g> Rn* -+ Λ2*(Rn*)

est identiquement nulle, alors la classe caractέristίque χa(E) est nulle.
Ce theoreme s' applique bien entendu en particulier au cas des structures

plates ou formellement plates.
b) Prenons pour G le sous-groupe de GL(n, R) forme des matrices de la

forme:

P Q

4- q = n . :
L 0 j X \}q

Une G-structure est alors un systeme de Pfaff definissant sur V un champ
d'elements de contact de dimension p. Une telle structure est plate des qu'elle
est 1-plate (Theoreme de Frobenius) Le theoreme III.2.1 fournira done des
propriete des classes caracteristiques pour les structures plates, e'est-a-dire pour
les champs d'elements de contact integrables.

Soient

/ , / , * = 1,2, . . , p ; a,β,r = P + l , - - , n m , a,b,c = 1, - ,n .

β € gω ® Rn* s'ecrit β — βa®Θa (avec la convention de sommation des indices
d'Einstein) oύ: βa 6 ^(1), soit:

U •Paβ

oύ βij, βίβ et jS;̂  sont des 1-formes reelles. De plus, par definition de g(1), βb

ac

doit etre symetrique en c et d done en particulier:
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βlβί — 0 — βa

aίβ .

En appliquant Γantisymetrisation d on en deduit que si Ω e d(gω ® R71*),

Ω = [ΩlCidθ
c Aθd] ,

alors ΩβtiJ = 0 quelquesoient a, β, i, j .
Done la 2-forme Ωa

β verifie:

Ωa

β = 0 (modulo 00 .

Or les classes de Pontrjagin reelles Pont1 (β), oύ Q est le fibre quotient du
fibre tangent a V par le sous-fibre tangent aux elements de contact, sont des
classes caracteristiques de la G-structure, definies a partir des formes [Ωa

β]. La
propriete demontree entraίne que pour / > 2q toute forme a /-symetrique sur
Γalgebre des matrices [Aa

β] s'annulera en substituant la courbure [Ωβ] a ses
difϊerents arguments. Soit:

Theoreme III.2.2 (Bott, voir [4]). Si Q est le fibre vectoriel quotient du
fibre tangent a V par le sous-fibre associέ a un systeme de Pfaff ίntegrable de
codimension q, Γanneau de Pontrjagin reel de Q s'annule en dimension > 2 # .

c) On peut de faςon analogue deduire du theoreme III.2.1 le theoreme de
Bott relatif aux systemes de Pfafϊ complexes (voir [4]). En fait // n'est nulle-
ment besoin de sup poser la variέtέ V elle-meme munie d'une structure com-
plexe:

On se donnera sur V, de dimension n = 2q + p un systeme de Pfaff com-
plexe integrable de rang (complexe) q, done de codimension 2q. C'est une G-
structure plate, oύ G est le groupe des matrices inversibles de la forme:

P

-'A

0

2q
s Λ

D

B

-C i

C

Posons

<*, β> T = P + 1> > P + Q. i,j,k= I , ,p

a* = a + q, β* = β + q , r * = γ + q .

Si β € g(1) ® Rn\ β = βa (g) θa on obtient comme dans le cas precedent des
proprietes sur les βb

acd:

Da Qa Oα* Qa* Γ\

Paβi — RaβH — Raβi — RaβH — u 5
Da D«* Ωa* flα Oα

Paβr — Paβ*r — Paγβ* — ~Paγ*β* ~ ~ Paβ*γ* ?

et de meme:
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βa Qa* Qa* Qa Qa

Paβ*7 — ~Paβγ — ~Parβ — Rar*β ~ Paβγ*

Soit alors Ω <= d(gω <g) Rn*), Ω = (Ωb

acd θc A θd). Posons:

Ωa

β = Ωa

β + V=ΪΩa

β* .

On aura, compte tenu des relations precedentes:

Ωa

β = 0 (modulo θ* - V ^

Or les classes de Chern reelles Chι (Q) du fibre complexe defini par le sys-
teme de Pfaff sont des classes caracteristiques de la G-structure, definies a
partir des formes (β£). Elles seront done nulles en dimension reelle >2q. Soit:

Theoreme III.2.3. Si Q est le fibre vectoriel complexe defini sur V par un
systeme de Pfaff complexe ίntέgrable de codimension (reelle) 2q, Γanneau de
Chern reel de Q s'annule en dimension >2q.

III.3. Cas des G-structures lisses

On se propose de generaliser de maniere naturelle les cas particuliers traites
au paragraphe precedent. On notera pour cela que les proprietes des G-struc-
tures plates qui ont ete utilisees sont essentiellement les suivantes:

1. elles sont a connexion admissible,
2. leur tenseur de structure d'ordre 2 est constant,
3. admettre en un point une courbure admissible nulle [ou plus generale-

ment appartenant a d(g(1) (8) Rn*)].
C'est Γ etude de ces trois conditions qui amene a definir le type de structures

que nous allons decrire.
a) Soit & un groupe de Lie de dimension n, qui nous servira de variete

modele. On notera g Γalgebre de Lie de ^ . Soit G un groupe d'automorphismes
linέaires de Γalgebre de Lie g respectant le crochet.

En transportant par les translations a grauche de ^ une famille de reperes
de Γalgebre de Lie g se deduisant Γun de Γautre par une operation de G, on
deίinit sur ^ une G-structure invariante a gauche Eo(&, G) qui nous servira de
structure modele.

Lemme HI.3.1. Eo(&, G) est une G-structure transitive.
En efϊet, G s'etend en un groupe local d'automorphismes du groupe de Lie

<g. Ce groupe local et ^ (operant sur lui-meme par translations a gauche)
engendrent un pseudogroupe de Lie transitif sur Eo.

Definition III.3.2. La G-structure Eo(&, G) est dite G-structure lisse modele
sur ^ de groupe G. Toute G-structure E(V, G) localement equivalente a Eo

sera dite G-structure lisse de type (&,G).
II est clair que les G-structures lisses ainsi definies generalised les structures

plates.
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Έxemple Prenons pour G la representation adjointe de ^ dans son algebre
de Lie: G — adj ^ . On obtiendra ainsi une structure lisse particuliere qui sera
dite de type adjoint. Toute G-structure lisse localement equivalente a celle-ci
sera dite G-structure lisse de type adjoint.

Plus generalement, si G C adj Ή, on obtiendra des G-structures lisses de type
intέrieur.

b) Etudions Valgebre formelle d'un pseudogroupe de Lie lisse c'est-a-dire
localement equivalent au pseudogroupe des automorphismes d'une G-structure
lisse modele.

Soient g et g les algebres de Lie respectives de ^ et G.
L'algebre tronquee a Γordre 2 est une algebre de Lie usuelle:

L/L2 = g®g,

oύ le crochet est defini sur g et g par le crochet usuel des algebres de Lie, et
oύ le crochet de A e g et u e g est A(ύ). On verifie que Γidentite de Jacobi
resulte alors du fait que g est une algebre de Lie d'endomorphismes de g
respectant le crochet.

Soit μ 6 Rn ® Λ2Rn* la 2-forme qui definit le crochet dans g.
Calculons le tenseur τ2 de structure d'ordre 2 d'une G-structure lisse modele.

On a une section du premier prolongement de la structure, E^ —• EQ definie par
la connexion sans courbure associee au parallelisme invariant a gauche. Si a
Γaide de cette section on calcule τ2, on verifie immediatement que ce tenseur
ne diίϊere du tenseur τ2

0 de structure d'ordre 2 d'une G-structure plate que par
sa composante sur Rn (x) A2Rn*, qui est precisement la 2-forme μ. Soit:

Proposition III.3.3. Si E(V, G) est lisse, son tenseur de structure d'ordre
2 verifie:

T2 = τl + μ,

ou μς.Rn® A\Rn*) est la forme qui definit le crochet dans Γalgebre de Lie du
modele.

On pose alors:
Definition III.3.4. Une G-structure E(V, G) est dite 2-lisse si son tenseur

de structure d'ordre 2 ne difϊere du tenseur d'ordre 2 de la G-structure plate
que par un element de Rn ® A\Rn*).

On notera que si E(V, G) est 2-lisse, ceci n'implique enrien Γexistence d'une
G-structure lisse modele avec laquelle E(V, G) aurait un contact d'ordre 2 en
tout point: en fait, les hypotheses n'entrainent nullement que τ2 — τ2

0 definisse
sur Rn une structure d'algebre de Lie.

c) On obtient pour les classes caractέristiques des G-structures lisses (ou
plus generalement 2-lisses) les memes proprietes que pour les structures plates.
En effet:

Lemme IΠ.3.5. Si E(V, G) est 2-lisse, alors:
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1. elle est a connexion admissible,
2. son tenseur de structure dΌrdre 2 est constant,
3. Γespace de ses courbures admissibles est d(gω (x) R71*).
La verification est immediate.
On peut alors utiliser le theoreme general III. 1.4 et il vient (avec les nota-

tions de ce theoreme):
Theoreme III.3.6. Si E(V, G) est 2-lisse et si a est une forme p-lineaire

symέtrique sur g invariante par adj G telle que Vapplication:

πaod: gω (x) Rn* -> Λ2p(RnΊ

soίt identiquement nulle, alors la classe caracteristique χa(E) est nulle.
Ce resultat generalise le theoreme III.2.1 comme la 2-lissite generalise la 2-

platitude.
Exemple. Si Γon revient sur Γexemple des champs d'elements de contact

et du theoreme de Bott, on voit que les champs d'elements de contact 2-lisses
possederont les memes proprietes, en ce qui concerne les classes caracteris-
tiques, que celles obtenues par Bott dans le cas integrable.

Remarque. En ce qui concerne les structures lisses (ou formellement lisses)
de type fini, en fait on a un theoreme de reduction analogue a celui enonce au
chapitre II pour les structures plates. C'est dire que dans ce cas toutes les
classes caracteristiques a coefficients reels sont automatiquement nulles.

IV. GEOMETRIE INTRINSEQUE DES G-STRUCTURES

IV. 1. Champs connexes de structures

a) Dans tout ce paragraphe, E(V, G) sera une G-structure donnee sur V,
H un sous-groupe de Lie ferme de G, F{E)H le fibre E/H des ^-structures sub-
ordonnees a E.

Definition IV.l. Un champ connexe de ^-structures adapte a E(V, G) est
un champ d'elements de contact sur le fibre F(E)H —> V supplementaires des
sous-espaces verticaux.

Autrement dit, la donnee d'un tel champ est equivalente a celle d'une sec-
tion du fibre:

des 1-jets de sections de F{E)H —» V.
II est clair que toute connexion lineaire adaptee a la G-structure E(V, G)

definit par projection un champ connexe de structures. Reciproquement, si un
champ connexe de //-structures peut etre defini de cette maniere, il sera dit a
connexion admissible.
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Soit m un champ connexe de //-structures, adapte a E. On notera my Γele-
ment horizontal defini par m en un point y e F{E)H. Au champ m on peut faire
correspondre son image reciproque m sur E(V, G), champ d'elements de con-
tact dont en chaque point Γintersection avec le sous-espace vertical correspond
a la sous-algebre de Lie h de g. m sera dit champ d'elements de contact sur
E(V, G) associe a m.

S'il existe une section s de FiE)H —> V horizontale pour m, on dit que m
admet une //-structure adpatee, qui sera es(V,H). Bien entendu, reciproque-
ment, tout //-structure subordonnee a E, e(V, H) definit une section s et il ex-
iste une infinite de champs connexes de structures admettant e pour structure
adaptee.

b) En un sens evident, la notion de champ connexe de //-structures gen-
eralise celle de connexion infinitesimale adaptee a E(V, G): une telle connexion
sera un champ connexe de {e}- structures a connexion admissible adapte a E.

On peut generaliser aux champs connexes de //-structures les notions de tor-
sion, courbure, transport parallele.

Sur le //-fibre principal:

muni de sa forme fondamentale θ, la donnee du champ m permet de definir un
tenseur de structure, a valeurs dans:

Rn®Λ2(Rn*)jd(h®Rn*) .

Ce tenseur sera obtenu, par projection dans cet espace, de la torsion d'un sous-
espace horizontal de E "adapte" a m, c'est-a-dire se projetant sur Γelement de
m au point correspondant de F{E)H.

On pourra appeler ce tenseur de structure torsion du champ m.
Par ailleurs, au champ d'elements de contact m on peut associer une 1-forme

ωm sur E a valeurs dans g/h: si vz est un vecteur tangent a E en z, on peut
d'une infinite de faςons decomposer:

avec vzm e mz et vZΌ vertical. vzv definit un element u(vzv) de Γalgebre de Lie
g. La projection de u(vzv) sur g/h ne depend que de vz et de m et sera par
definition ωm(vz).

Ceci etant, on definira la courbure du champ m comme la 2-forme Ωm sur
E a valeurs dans g/h:

ΩJvz, wz) = dωm(vzm, wzm) .

Comme vzm et wzm sont definis modulo un vecteur vertical pour la fibration
E —> F(E)H, et que dωm(uz, u'z) = 0 si uz est vertical pour cette fibration et
u'z € mz, la 2-forme Ωm est bien definie.
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Enfin, si yQ est un point de F(E)H de projection x0 sur V et si xoxλ est un
chemin de V, le champ connexe de structures m definit au-dessus de xQxx un
transport de la fibre de F(E)H en x0 sur la fibre en xλ. Ce transport de Γespace
des //-structures subordonnees a E sera dit transport structural parallele suivant
le champ m.

On peut egalement, en generalisant la terminologie des connexions, appeler
nappe d'holonomie de m en y0 Γensemble des points de F{E)H qui peuvent etre
atteints a partir de y0 par un chemin horizontal par rapport a m. Vespace
d'holonomie de m en yQ sera Γintersection de la nappe d'holonomie en ce point
et de la fibre correspondante.

Si par exemple m admet une section s horizontale, cette section sera une
nappe d'holonomie de m, et en chaque point de cette section Γespace d'holo-
nomie de m sera reduit a un point. On notera que ceci implique la nullite de
la courbure sur cette section.

IV.2. Champ canonique sur une G-structure

En ce qui concerne Γ etude detaillee du champ canonique que Γon va intro-
duire, on pourra se referer a N. Boyom (voir [3]).

a) On salt que toute ^{restructure a un tenseur de structure d'ordre 1 nul,
et qu'il existe sur une telle structure une connexion unique sans torsion, la
connexion de Levi-Civita, dont les proprietes caracterisent la structure.

Pour generaliser cette situation, on rappelle que, pour definir suivant Singer-
Sternberg (article cite) les prolongements des G-structures on est amene a
choisir, g etant Γalgebre de Lie de G, un supplemental c€ de d(g (x) Rn*) dans
Rn (8) Λ2(Rn*). Ceci etant, sur une G-structure E(V9 G), les sous-espaces hori-
zontaux "admissibles" seront ceux dont la torsion appartient a ^ .

On posera alors:
Definition IV.2.1. Le champ d'elements canonique Mo sur E(V, G) sera

defini en chaque point z € E par le sous-espace MOz engendre par la reunion
des sous-espaces horizontaux admissibles. Moz sera Γelement de contact canon-
ique de E en z.

On verifie immediatement que la partie verticale de MQz correspond a Γideal
deg:

h = ft = ^ ( 1 ) ® Rn) .

Exemples. 1. G = 0(ή), gω = 0 done h = 0 et le champ canonique Mo

est la connexion de Levi-Civita.
2. n = 2m, G = GL(m,C).
Dans ce cas gt = g et par suite MQZ est en chaque point Γespace tangent tout

entier.
b) Les princίpaux problemes qui se posent au sujet du champ d'elements

canonique sont:
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1. est-il invariant a droite?
2. admet-il une variete integrate?

Pour Γetude de ces problemes, voir le travail cite de N. Boyom.

On va se contenter ici de relier cette notion a celle de champ connexe de
structures definie au paragraphe precedent. Pour cela on sera amene a faire une
hypothese supplementaire: on supposera que le sous-groupe de Lie connexe H
de G defini par Γideal h — g1 de g est ferme dans G. Ceci etant, on peut se
poser la question:

3. le champ canonique est-il le champ d'elements de contact sur E associe
a un champ connexe de H-structures autrement dit, Mo est-il projetable sur
F(E)H en un champ ra0?

Supposons cette condition realisee. Elle revient a supposer que Mo est invar-
iant par les translations a droite definies par H dans E. On pose alors:

Definition IV.2.2. mQ est dit champ connexe de H-structures canonique sur
E(V, G). Sa courbure est dite courbure intrinseque de E.

Cette courbire intrinseque generalisera de faςon naturelle la courbure
riemannienne dans le cas G — 0(ή).

On a:
Proposition IV.2.3. m0 est Γunique champ connexe de H-structures sur E

dont la torsion soit le tenseur de structure de la G-structure.

Notons ici la particularite de la situation: h etant un ideal de g, F{E)H —> V
est un G/H-fibrέ principal. On a en fait:

Proposition IV.2.4. Si E(V, G) est a connexion admissible, m0 est une
connexion infinitesimale sur F{E)H et la courbure intrinseque de E est Vintage
rέciproque de la courbure de m0 par la projection E —> FiE)H.

c) Si la structure consideree n'est pas 1-plate, la definition du champ Mo

depend de Γarbitraire du choix du supplementaire ^ de d(g (x) Rn*) dans
Rn®Λ2(Rn*).

C'est seulement dans le cas d'une G-structure 1-plate (premier tenseur de
structure nul) que le champ Mo est vraiment "canonique". Notons que Γon
est alors dans les conditions d'application de la proposition IV.2.4. L'etude
de la connexion infinitesimale m0 generalise alors directement la geometrie
riemannienne, c'est-a-dire Γetude de la connexion de Levi-Civita sur une 0(ή)-
structure.

d) En ce qui concerne la courbure intrinseque, on peut donner un resultat
simple en partant de Γexemple des structures plates:

Si E(V, G) est plate, son champ canonique est completement integrable et
sa courbure intrinseque identiquement nulle. En efϊet, les coordonnees locales
definissent des sections locales de E horizontales pour le champ d'elements
canonique. En fait, ce resultat est etroitement lie au theoreme II. 1.2 relatif aux
sous-structures de codimension finie.

Plus generalement, on a:
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Theoreme IV 2.5. 5/ E(V, G) est 2-lisse, son champ canonique est complete-
merit integrable et sa courbure intrinseque identiquement nulle.

En se reportant aux notations du paragraphe IΠ.3.b), soit μ = τ2 — τ2

0 la
torsion de la structure 2-lisse. On supposera que Γon a choisi le supplementary
de dig (x) Rn*) dans Rn (g) Λ\Rn*) de faςon a contenir μ:

Ceci etant, toute connexion sur E de torsion μ sera contenue dans le champ
canonique. De plus, sa courbure sera contenue dans d(g(1) (x) Rn*). Done ce sera
une 2-forme a valeurs dans gx — h. Comme la courbure intrinseque peut
s'obtenir par projection de la courbure d'une connexion admissible sur Γespace
gjh ® Λ\Rn*), il en resulte que la courbure intrinseque est nulle. La complete
integrabilite du champ canonique est consequence de cette nullite.

V. CLASSIFICATION DES G-STRUCTURES HOMOTOPES

V.I. G-structures quotient

a) Soit W une variέtέ dίβέrentiable de dimension N > n. G etant toujours
un sous-groupe de Lie de GLin, R), une G-structure quotient sur W sera un
G-fibre principal EiW, G) muni d'une 1-forme tensorielle θ a valeurs dans Rn

de rang n en tout point (voir [8] et [9]). θ definit sur W un systeme de Pfafϊ
de rang n, done un champ d'elements de contact de codimension n. On notera
Mx Γelement de ce champ en un point x de W. Les G-structures usuelles corres-
pondent au cas oύ n = N.

Exemples. 1. Le fibre RiV,GLin,R)) des reperes lineaires de V, muni
de sa forme fondamentale, definit une G-structure quotient sur Γespace FG des
G-structures sur V.

2. Plus generalement, si £(F, H) est une //-structure sur V, G ferme dans
H, E —> F{E)G definit une G-structure quotient sur F(E)G.

3. Si G = GLim,C), une G-structure quotient sera un systeme de Pfafϊ
presque complexe.

b) Les exemples 1 et 2 precedents montrent Γinteret des sous-varietes trans-
verses au champ d'elements de contact defini par une G-structure quotient. En
effet, par exemple dans 1, une sous-variete transverse est une section de FG ->
V et definit done une G-structure sur V.

Plus generalement, soit S une sous-variete de dimension n de W transverse
en chaque point a Γelement de contact defini par la G-structure quotient (ZJ, θ).
Alors (£, θ) induit sur 5 une G-structure iEs, θs).

De faςon un peu plus large, on peut enoncer:
Proposition V.I.I. Si f: V —> W est une immersion de la n-varίέtέ V dans
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W transverse au champ d'elements de contact defini par (E, θ), alors la G-
structure quotient ίnduit par f sur V une G-structure (f*E, f*θ).

c) Si Von sΊnteresse seulement aux G-structures "admissibles" au sens de
I . I ; on pourra chercher a quelle condition la G-structure (f*E,f*θ), induite
par Γimmersion f:V-*W transverse au champ d'elements de contact {Mx} est
admissible ou presque admissible. Ce probleme generalisera Γetude faite en I.I
du systeme differentiel fundamental pour les G-structures admissibles. On
obtiendra un resultat analogue:

Lemme V.1.2. Les tenseurs de structure jusqu'ά Γordre k de (f*E, f*θ) en
un point x e V ne dependent que du jet d'ordre k de f en x.

Si Γon impose done a ces tenseurs de structure de prendre les meme valeurs
que ceux de la structure modele, on obtiendra une partie J*E)&dm de la variete
^cE)tr(^5 W) des Λ-jets d'immersions transverses de V dans W. Pour k > kQ on
obtiendra le systeme differentiel fundamental pour les G-structures admissibles
induites sur V a partir de la G-structure quotient (E, θ). Une solution de ce
systeme sera une section de:

J°mtr(y,W) = Vχ W->V ,

dont le jet d'ordre k en tout point appartiendra a /^ ) a d π l (k > k0). Une telle
section definira une application f: V —*W qui sera une immersion transverse
au champ {Mx} et telle que (f*E, f*θ) soit une G-structure presque admissible.

d) Sur Γespace W muni de la G-structure quotient (E, θ) on pourra definir
un pseudogroupe ^ ^ ^ a d m de transformations locales de W qui sera dit pseudo-
groupe des deformations simultanέes de G-structures admissibles induites par
(E,θ):

^(ίoadm s e r a ' e pseudogroupe des difϊeomorphismes locaux de W qui respec-
tent le champ d'elements de contact {Mx} et qui laissent invariant, pour tout k,
Γespace S(^ ) a d m des &-jets de sous-varietes transverses "admissibles".

II vient:
Proposition V.1.3. Toute deformation simultanέe transforme une sous-

variέtέ transverse sur laquelle (E, θ) induit une G-structure presque admissible
en une autre sous-variέtέ transverse ay ant la meme proproέtέ.

On posera:
Definition V.1.4. La G-structure quotient E(V, G) est dite reguliere (pour

les G-structures admissibles) si ^ ( ^ a d m est un pseudogroupe de Lie transitif sur
W.

Ainsi, Γexemple 1 precedent est un exemple de G-structure quotient regu-
liere. En general il n'en est pas de meme des exemples 2 et 3.

V.2. G-structures quotient universelles et theoreme de classification

a) Soit m un entier >n + 1. GΛ(n + m,R) etant le groupe affine, on
considere Γespace
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<?0(m) = GA(n + m,R)/GL(m,R)

et la projection naturelle:

πow: £Hm)->Rn+m

qui permet de considerer tout point z € <o0(m) comme le couple (z19 z2) d'un ra-
element de contact et d'un n-repere supplementaire au point y — πO(m)(z) de

Ceci etant, si vz est un vecteur tangent a <?0(m) en z, ^^ sa projection par
πQ{m) sur Rn+m, vy se decompose en v1 + v2h Γaide du ra-element de contact
z1 et du n-repere transverse z2. Ce π-repere z2 fait alors corresponds a v2 un
vecteur de Rn. On posera:

On obtient ainsi une 1-forme 0O(TO) a valeurs dans i?71, de rang π en tout point.
Cette forme est tensorielle pour la fibration principale:

+ m,R)/GL(n,R) x GL(m,R) .

De meme, considerons le G-fibre principal

ô(m) -> ^ ( m ) = GA(n + m,R)/G X GL(m,R) .

Le couple (<?0(m» ô(m>) definit une G-structure quotient sur 3SGmy

On veriίie immediatement:
Proposition V.2.1. La G-structure quotient (βHm)9 θ0{m)) sur &G{m) est

rέguliere quelle que soit la G-structure modele choisie.
En eίϊet, pour tout couple (z1? sλ) en y d'un m-element de contact zλ et d'un

n-element supplementaire "G-structure", et pour tout couple analogue (z\, s\)
en / , on peut construire un diίϊeomorphisme local de Rn+m envoyant zγ sur z\
et s{ sur s\. Ce diίϊeomorphisme se releve alors en un difϊeomorphisme local
de όSG{m) qui laisse invariant le systeme diίϊerentiel fondamental.

D'autre part, le theoreme de plongement de Whitney entraine:
Theoreme V.2.2. Toute G-structure sur une n-variέtέ arbitraire est ίnduίte

a partir de ($0im)9 θ0(m)) par une immersion transverse de V dans &Gim).
En efϊet, on peut plonger V dans Rn+m et la G-structure donnee sur V permet

de definir un relevement de ce prolongement en une immersion transverse
V —* &G{m) repondant a la question.

On obtient done par cette construction des G-structures quotient "univer-
selles" pour tout entier m > n + 1.

b) On dit que deux G-structures sur la variete V sont homotopes si elles
correspondent a des sections homotopes du fibre des G-structures sur V. II est
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clair en particulier que deux G-structures homotopes ont les meme classes car-
acteristiques.

On dira par ailleurs que deux immersions transverses V —> &G(m) sont
homotopes s'il existe une famille a un parametre d'immersions transverses qui
les relie entre elles.

II est clair que, si f19 f2 sont deux immersions transverses homotopes de V
dans 3SG{m) (ou plus generalement dans la base d'une G-structure quotient),
les G-structures induites correspondantes sont homotopes.

Supposons maintenant m > n + 2 et soient fλ et f2 deux immersions trans-
verses de V dans &Oim) telles que les G-structures induites correspondantes
soient homotopes.

f1 et f2 se projettent en deux immersions φλ et ψ2 de V dans Rn+m. On peut
alors relier φx et φ2 par une famille φt d'immersions. Cette famille se releve
dans 3SG{m) en une famille a un parametre d'immersions transverses partant de
/x et aboutissant a fx. On est ramene, pour prouver que ft et f2 sont homotopes
a prouver que J1 et f29 qui se projettent toutes deux suivant φ2 sur Rn+m, le
sont.

En fait, on peut homotoper ]x en Jx de meme projection φ2 et telle que f2 et
?! aient la meme projection sur &0{m). II suffit pour cela de remarquer que deux
champs d'elements de contact de Rn+m sur φ2(V) supplementaires de Γespace
tangent a φ2(V) sont necessairement homotopes.

Ceci etant, f2 et ]x sont necessairement homotopes puisqu'elles ont meme
projection sur £#Q(m) et induisent des G-structures homotopes.

II vient done:
Theoreme V.2.3. Pour toute varίέtέ de dimension n, les classes d'homo-

topies de G-structures sur V correspondent biunivoquement aux classes
d'homotopie d'immersions transverses de V dans &G{m)9 avec m > n + 2.
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