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���� ���	��� ��	�� ��� ������������ 	� O

�� ����� � �� ρ : Gr2(O) → S6 
��� ��� ���������	�� �
 O

�� S6� ��	� ������ �� �� �����	��� �� ���� ���
��� Σ �
 O � 
����

�	�� ρΣ : Σ → S6� ���� �� ���� ���� ��� 	�����	� ���
���� 	� O

���� ���� ρΣ 	� ������	� ��� �����	��� �
 � ��������� 	���������

������� ��	�� ��� ����� �� ��������� � ��	�������� ��� �����

������	�� �
 ����� ���
����� �� �����	��	�� �� H ⊂ O �� ����	� ��

� ���	����� ���� ��� ���	����	��  ���	����� !������	�� ���
����

�
 R4� ��� �� �����	��	�� �� "�(H) �� ����	� ��� #$# ���
���� �


R
3�

������������

���� ��� ���	�
�� ��� ���	��� �����	��� ������� 	�������� �� O = R
8�

��	��� �� ��	��������� � �� ��

�� ������� �	��� �� 
� ��
���� �� ��������
��� ���
���� �� ������� 
������	����� ���	
���	����� ����	����	���
�� R

4� ���� R
8� ��� ������� �� R

4 ������� � ������� ����
�������
	�������
� ���������� �� ������� 	���	�� ����   !" �� 	
 ��� �����
 ����
�������� ��� ������
	���	��� ���� R

8 ����  !"!"�
����	������ �� ������ Σ 
������	���� �� R

4� #� ��� 
���
�����
������ �� ��������	���	�� �������� �� Σ ��� ��� ����������� (u, v) ∈
Ω � Ω ����� � ����� �� R

2� 	���� �� 	�����	�� X : Ω → R
4 ��

� $�

dX = ef (e1du + e2dv)

���� (e1, e2) ���� ����	�	���� �� C
2 ��� ��� (u, v) ∈ Ω � f ∈ C∞(R2)�

��	����	%���	�� ����� R
4 �� C

2 ��� ������ ��� (x1, x2, x3, x4) �→ (x1 +
ix2, x3 + ix4)� & 
� ������ Σ ��� �����	� ������� ���������� β ��%�	 ���
eiβ = det(e1, e2) �$	 �� ������ ��� �� 
� ��������	���	�� ���	�	� ��� 	

�� ������ $� � �
�� ������� TX(u,v)Σ = Re1 + Re2"�

'�	������� ����	������ 
� �����	����

� ���	�� A(Σ) =
∫
Σ dv �� 
���(

����
� ��� ������� ��	������ 
������	����� �� R
4� )� ��	�� ��	�	$� ���

����� �����	����

� ��� �� ������ 
������	���� Σ ��

� $� δA(Σ)(X) =

�������� ����	�
		��

���



��� �������� ���� !

0 ��� ��� ����� �� ������ X � ������ ������� �� R
4 ���� 
� ����	(

�	�� ���
������	�� $� X ��	� *��� 
������	�� 	���� ��� +�� �������� 
��
������� 
������	����� , �	 �� ������ $� ��
� ����� ���	 $� �	 X ���
���	
���	��� 	���� X = −i∇h ���� h ∈ C∞(R4, R) �
��� Σ ��� �	�� ���	
(
���	���� ����	����	��� #� ������ �
���� ���  !� $� Σ ��� ���	
���	����
����	����	�� �	� �� ��
����� �	� �β = 0 �- � ��� 
� 
��
��	�� �� Σ ��%�	
� 
��	�� �� 
� ����	$� 	��	���

����   !� 	
 ��� ������ $� 
�� ������� 
������	����� ���	
���	�����
����	����	��� �� R

4 ���� ��
�	��� ��� ������� ����
������� 	�������
��
���� 
� 
������ ��� �������� ����
������� 	�������
�� �� ������	� ��
���	

� �� ������	��� �� ������ �

� αλ� λ ∈ S1 $	 �����	� .

�/" αλ = λ−2α′
2 + λ−1α′

−1 + α0 + λα′′
1 + λ2α′′

2

����   !�  !!!"�
0�� ��������� 	�	 �� ������ ��� ������� �� R

8 	�������� ��

�� $��
������� ���

�� Σ� ����������� �� �����	�� ρΣ : Σ → S3 ����
���
�� eiβ : Σ → S1" �� $� 
�� ������� ��� 
��$�

�� ρΣ ��� ������	$�
������� � ������� ����
������� 	�������
�� 1�� �� ��	�� ��� �

���
�������� ��� ���
��	� ���� 
�� ������� 
������	����� ���	
���	����� ���(
�	����	��� �� R

4� ������2��� ��� ����
�� 
� ����
��� ���� R
4 � 
��	��

��� $�����	���� 3��	�� ��� ����������� ��� ���
��	� �� �	
	���� 
��
�����	��� �4���	�� 5"� �� �����
 ��� ��%�	�	��� �� �����	������� �����(
��	��� �� 
�� �����	��� ��� ��	� ���� 
� ����	�� /�

1�� x, y ∈ H� �� �

x · ȳ = 〈x, y〉R4 − ω(x, y)i − detC2(x, y)j = 〈x, y〉C2 − detC2 (x, y)j

�- ω = dx1∧dx2 +dx3 ∧dx4� &	��	 ��� (e1, e2) ���� ����������� ���
�
�� 
������	�� �� R

4 �� �

e1 · ē2 = −eiβj

�- β ��� 
����
� 
������	�� � �
�� 6���(e1, e2)� #� ��	� $� 
��� ���
����	��� 
� ������	��� 
������	���� �	��	 $� 
����
� 
������	�� � 
��	��
� ����	� ���� H� 1
� ����	�������� ��� ����� ���
	$� 
� ��������
�	����� . �� ����� 
� ����	� x · ȳ� ���� x, y �� ����� /� �	� �� ������
$� 
�� ��� ����	��� ������ �� x · ȳ ∈ H ���� 
� ��������	�	�� H =
R⊕Ri⊕Rj ⊕Rk� ���� �
� �� �
��� �� � x · ȳ ∈ S1j �� $	 ��� ������
�� �������� eiβ ∈ S1�

0�� ����������� �� �*�� ���� R
8 �� �	
	���� 
� ����	� ��� ����(

�	��� �����	�� 5"� 1�� q, q′ ∈ O = H
2 �� �

q · q′ = 〈q, q′〉 +
7∑

i=1

ωi(q, q′)ei
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�- (ei)0≤i≤7 ��� 
� ���� �����	$� �� R
8� ωi = 〈·, Lei ·〉� �� Lei ���	��� 
�

�
�	�
	���	�� � ����� ��� ei� 0�� 	�����	���� 
� ��������	�	��

q.q′ = (B(q, q′),−ρ(q, q′)) ∈ H
2.

&
��� ��� ��������� 
�� ������� 	�������� ��� ω1, ω2, ω3� $� ���
����
��� 	
�����	 ΣV � 0�� ��� 	���������� ���� � 
�������
� Q ���
�
��� �� O 	�������� ��� ��� 7 ������ ����
���	$��� ��������
� V
��� ����� ������������ �� ��� �
��� ��� 
�������
� ��� ���
�� �������
(q, q′) ∈ S7×S7 $	 ���	%��� B(q, q′) = 0 �6 ��� 
����
��� �� 
�������
�
��� ����� ����	�	����� �� C

2"� #� � �
��� Q = V/SO(2)� �� ρ(q, q′) ∈ S3

��� ��� (q, q′) ∈ V �
� ����� ��� �
�	�
	���	�� ���� O . |qq′| =
|q||q′| = 1)� #� � �	��	 ��%�	 �� �����	�� ρ : V → S3 ���
��� � eiβ ��
����� �����	�� ����� � $��	��� �� �� ���
	���	�� ρ : Q → S3�

������ ���� ���� 
� ��� �� R
4 �� � 
� ����� U(2) $	 ��	� 
	�������

�� �����	�	������ �� 
�������
� ��� ����� ����	�	����� �� �� ��� ���	��

����	�� �� U(2) � 
��	�� ��� $�����	��� . �� � 
� �����	��� ��8���	�
�� ������ �� ���� ±1 .

S3 × S3 → SO(4)
(p, q) �→ LpRq̄ = Rq̄Lp = (x �→ pxq̄)

�� �� ��� ���	��

x.ȳ = 〈x, y〉 + 〈x, iy〉i + 〈x, jy〉j + 〈x, ky〉k.

&	��	 U(2) ��� 
� ���(����� �� SO(4) $	 ������ ���� Li ���- U(2) =
{LpRq̄ , p ∈ S1, q ∈ S3}� 9��� � SU(2" ����� 
� ���(����� �� SO(4)
$	 ������ ���� Li, Lj , Lk ���- SU(2) = {Rq , q ∈ S3}� ���� ���	���
������
�� ��� g = LpRq̄ ∈ SO(4) �� � (gx)(gy) = p(xȳ)p̄�

1�� ���
��	� ��� �

��� �������� 
� ����� $	 �������� B� 	���� 
�
���(����� �� SO(8) $	 �������� ω1, ω2, ω3� 0�� ��������� 
� �����
SU(2) × SU(2)� �� ���
��� ��� ���� �	:����� �� �� $	 �� ����� ���� H

��	� ����� 
� ��� ����� �� ������	�� 3� �:�� ����� ρΣ ��� � ��
���
���� S3 �� $� ��� ��
��� 
	 	������ ��*��� ������	$�� ��� �
(

��� �	
	��� 
� �����	� ��� ���
	���	��� ������	$�� � ��	�� �� �� ���
�������� 	�������
�� ����  "! �	��	 $�  #� $� !� %� &!" �� ���� ���	�� S3

����� � ������ ������	$� . S3 = S3×S3/� �- � ��� 
� �	�����
� ��
S3 × S3� � = {(a, a) , a ∈ S3} ��� ��� 
����
��� �� SU(2)"� ���������
��� ����	����� 
�����	� �����	� � ����� $	 ��	� �����	�	������ ��
V ��� $	 ����� ��� 
� ��� �� S3 × S3" �	��	 $�	
 �� ��� ��� U(2) �� 
��
����� ����	�	����� �� C

2� 0�� �

��� ���� �������� � �����	� 
� �����
�� ������� 
� ���(����� �� SO(8) $	 �������� 
� �

	�� �� B . ���
������� �
��� � ����� G �� �	����	�� ; �V ��� �� �	����	�� /<" $	
����	� ���� ��� �����	�	������� &
��� ��� ��������� 
����	�� �� G ��
Q� $	 
	 ��� �� �	����	�� ;� '�
���������� ��� ������� $� 
���(
�	�� ����� ��8��� ��� �����	�	��� 0�� ��
�
��� �
��� 
�� ���	��� . ���
������� $� ����� 
�� ���	��� ���� �� �	����	�� = ��� ��� ���	���



��� �������� ���� !

���������� 
��� �� �	����	�� >� 
����� �� �	����	�� ?� 3� ���� ���
������	���� �� �����	�� p : Q → [0 , 1/2] ���� 
�� %���� ���� 
�� ���	���
�� G� 
�� ���	��� ���������� ����� p−1({0}) �� p−1({1

2}) �������	�������
3��	�� ��� ���	���� � ������ � ����� �	��
� �� ������ ���� ��(
�	�� � �� ���� ���� �������� ?"� 3�%� ��� ����	���� 
� 4���	�� 5 ��
���	��� �
����	$����� 
� ����� G �� ��� �
����� �� �	��

���� 
� 4���	�� 7 ��� ���	��� 
�� ������� ΣV � 0�� �������� $�
��

� ���� 
� ρΣ ��� ������	$� ������� � ������� ����
������� 	���(
����
� . ��� �����	���� �� ���	

� �� ������	�� �� ������ �

� αλ

����� ���� �/"�

3��	�� ��� �������� $� 
�� ������� ΣV ���� ��
�	��� �� ���
�$��	��� 
��� 
	���	��� 
����� ��� 
	���	��� �3� ��	� ����� 
� �*�� �$�(
�	�� �- �� ���������� 
� ������ �� ���	��� �	:�������"

���� 
� 4���	�� @� ��� �������� 
� ������� ��� ������ �� 
������
�� �� �������� �  "! ��   ! ��� 
�� ����	
�� 1	� ��� �������� �� �����(
������	�� �� ���� A�	�������� ��� 
�� ������� ΣV �

���� 
� 4���	�� B� ��� ��
�
��� 
� ������ ������ ������� ����
������ ΣV ����� 
�����	� �������	� �� 	����������	�� ���	��	����

�"�

���� 
� 4���	�� ?� ��� �������� $� �� $� ��� ����� ��	� ���

�� ������� ΣV ��� �� ��	� � ��� ����	�
	�� �� $�
$� ����� �� �
�
������
� 3� �:��� �� ����	������ 
� ����	� ������	�
 �� O� ��� ��%(
�	����� �� ���
	���	�� ρ : Gr2(O) → S6� &
��� ��� �������� $� 
��
������� 	�������� Σ �� O ��

�� $� ρΣ : z ∈ Σ �→ ρ(TzΣ) ∈ S6 ��� ���(
���	$� �������� ρ−harmoniques" ������� � ������� ����
�������
	�������
�� �� ����� �� ������	� ��� �
��� Spin(7)� 1
� ������
������
��	� I � {1, . . . , 7} �
��� 
�� ������� ωI − isotropes� 	���� 	�������� ���
ωi� i ∈ I� ���� 
� ρΣ �$	 ��� �
��� � ��
��� ���� SI = S(⊕i/∈I,i>0Rei) �
S6−|I|" ��� ������	$�� ������� � ������� ����
������� 	�������
�� ��
����� �� ������	� ��� �
��� GI � Spin(7 − |I|)� 1�� I = {1, 2, 3}� ��
������� 
�� ������� ΣV � 0�� ������	���� ���� �� ���	

� (SI) ����(
������ ��� I� ��������
�� �� ������� ��
�	��� ��� ������� 	�������
��
��� 	��
� ���� S∅� ��

� $� I ⊂ J 	��
	$� SJ ⊂ SI � 1�� �����	��	�� �
H �� ���	��� 
�� ������� ρ − harmoniques� ωI − isotropes �� H� &
���
ρ(Gr2(H)) = S2 �� |I| = 0, 1 � 2� 1�� |I| = 1 �� ������� 
�� �������

������	����� ���	
���	����� ����	����	��� �� R

4 �� ��� |I| = 2� 
��
������� ����	�
�� 
������	������ 1�� �����	��	�� � C�(H)� �� �������

�� ������� �'� �� R

3� 0�� ����	���� 
����	�
� ��� 
� ��
�
 � ���(
��� ������ ������� ���� ������ $�
���$� �� O �� �����	�� �� ρ
���� ������� $�	
 ��	��� �� 	����������	�� ���	��	����

� ��� �������
ρ − ������	$��"�
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!' �()*+,-�. �.� ���������

!'!' ��/�������' #� �����

� 	�	 
�� ��%�	�	��� �� �����	���� �� 
�� ��(
���	��� $	 ��� ������ �	
�� ��� 
� �	��� 1�� ���	� �
� �� ����	
� ��
��� 
�� ����������	��� �� ����� ����
���  0!�  1!� #� ����

� �
�����
��� �����	��� 
������� ������	�
 .

O =
{(

x −ȳ
y x̄

)

, x, y ∈ H

}

⊂ M2(H)

��	 �� 
� �
�	�
	���	�� �	���� ���
	���	�� �	
	���	�� �� O" .
(

x −ȳ
y x̄

)

·
(

x′ −ȳ′
y′ x̄′

)

=
(

xx′ − y′ȳ −ȳx̄′ − ȳ′x
x′y + x̄y′ x̄′x̄ − yȳ′

)

#� ��	� $� 
��� ��� 	����	%�� O � H
2 = R

8 ��	 �� 
� �
�	�
	���	��
(

x

y

)

·
(

x′

y′

)

=
(

xx′ − y′ȳ
x′y + x̄y′

)

.

#� ��%�	� �� ���8��	��� q �→ q̄ � 
��	�� �� 
� ���8��	��� �� 
��

����	��� .
(
x
y

)
=
(

x̄
−y

)
� #� �����$� 
� �������� ��� �
����� �����

��� 
� �
�	�
	���	�� . 1 = (1, 0) �� O ��� �	��	 �� R(�
����� �	��	���
3� ����	�
	��� R.1 ��� �� ���(�
����� ���� 
�� �
������ ������ �	��
���
� �� ��������	��� ��� q̄ = q�

#� ��%�	� �� O 
� ����� N(q) = q.q̄ = q̄.q = xx̄ + yȳ ∈ R $	 �����
���� $� 
� ����� ��
	�	���� �������� �� H

2 = R
8� ���� ����� �	�

�
������������ . N(qq′) = N(q)N(q′)� 3� ����	�
	�� S7 ��� ����
� ���
�
�	�
	���	��� ��� �����	��� ���������� � 1 � R

⊥ � ��� 
� ����� N
������ �	�� . ��������	 �
��	� �� ��������	��� ��� q̄ = −q � � ������
q2 ∈ R

−� 4	 �� �� ������	�� � 
� ������ S7 = {q ∈ O , q̄.q = 1} �
��� 
�
���(������
� ��� �����	��� ��� �� S7 ��� ��������	�� ��� q2 = −1�
�� ���� �����	$� �� R

8 ���������� �� ���	��� ����	�	�

� � 
� ���� ���
�����	��� .

E↑ =
(

1 0
0 1

)

, I↑ =
(

i 0
0 −i

)

, J↑ =
(

j 0
0 −j

)

, K↑ =
(

k 0
0 −k

)

E↓ =
(

0 −1
1 0

)

, I↓ = E↓I↑ =
(

0 i
i 0

)

, J↓ = E↓J↑ =
(

0 j
j 0

)

,

K↓ = E↓K↑ =
(

0 k
k 0

)

.

���� 
� �	�� 	
 ��� ���	���� ���	 �� ����� ����� ���� (ei)0≤i≤7 �
������
��� ������� ����� ��8��� 
� �*��"�
O ����� ��� �����	��	�� . I↓(J↓K↓) = I↓(−I↑) = E↓ ����	� $� (I↓J↓)K↓
= (−K↑)K↓ = −E↓�



��� �������� ���� !

!'&' ���2������ �. *) ��*��2*��)����'

���2������� !'
3�4 〈xz, yz〉 = N(z)〈x, y〉, 〈zx, zy〉 = N(z)〈x, y〉�
3��4 〈xz, yw〉 + 〈yz, xw〉 = 2〈x, y〉〈z, w〉�
3���4 	� x /∈ R1� R1 ⊕ Rx �	� 
�� ������� �	������� (�	�������
�) �

C�

���2������� &'
3�4 xy = ȳx̄ � ¯̄x = x � 〈x, y〉 = Re(xȳ) = Re(x̄y)�
3��4 x(x̄y) = N(x)y � (xȳ)y = N(y)x�
3���4 x(ȳz) + y(x̄z) = 2〈x, y〉z � (zȳ)x + (zx̄)y = 2〈x, y〉z�
3�54 	� 〈x, y〉 = 0� ����	 xȳ = −yx̄ �� x(ȳz) = −y(x̄z) � (zȳ)x =
−(zx̄)y�

��/������ !' #� �	�� ��� �
����� x = 0 ���� �
����� A ���
�����	��	�� $�	
 ��� 	�����	�
� ��	
 ��	��� x′ ∈ A ��
 $� ∀y ∈ A � x′(xy) =
x(x′y) = (yx)x′ = (yx′)x = y� ���	 ���	��� � �	�� $� Lx : y �→ xy ��
Rx : y �→ yx ���� 	�����	�
�� ��	������� �������	��� Lx′ �� Rx′ �

���2������� "' ��
� x ∈ O � {0} �	� �����	���� �������	� N(x)−1x̄�
�� �
��� �� � tLx = Lx̄ �

tRx = Rx̄ �

���2������� 0' �� � ��	 ���������	 ���		���������� 	
������	 �
3�4

(ax)(ya) = a((xy)a)
a(x(ay)) = (a(xa))y
x(a(ya)) = ((xa)y)a,

3��4

(xy)x = x(yx)
x(xy) = x2y

(xy)y = xy2,

3���4 RxLx = LxRx � L2
x = Lx2 � R2

x = Rx2 � Laxa = LaLxLa �
Raya = RaRyRa�

���2������� 1'  ������������ ����������� {x, y, z} = (xy)z−x(yz) �	�
�������� ���� ����	!������
��

���2������� #'
3�4 x, y ∈ O ����
���� 	�� �� 	�
������ 	�� (1, x, y) �	� ���� �� ����	
�� 	�
	"������� (
�������) ��������� ��� x �� y �	� �	������� � C

(�� 	
���	� �
� {x, y} � R1)�
3��4 #���	 �� ����
���� ��	 ����	 �� 	�
	"������� �
��� ���������� �	�
�	������� (�	�������
�) �
 ����	 H ��	 �
��������	�
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3���4 #� D �	� 
�� 	�
	"������� (
�������) �� O �� �����	��� 4 (�����
� H) �� 	� a ∈ D⊥

� {0} ����	 O = D ⊕ a.D �� �� �

(x + ay)(x′ + ay′) = (xx′ − λy′ȳ) + a(x′y + x̄y′)

���� λ = −N(a)�
3�54 #��� a, b ∈ (R1)⊥ 
�������	 �� ���������
$ (����	 ����� ab =
−ba) �� 	�
	"������� D ��������� ��� a, b �	� �� �����	��� %� ��
	��� c ∈ D⊥ 
������� ����	 {1, a, b, ab, c, ca, cb, c(ab)} �	� 
�� ��	�
����������� �� O �
� � �� �&�� ����� �� �
������������ �
� �� ��	�
�������
��

���2������� $' #� x, y �� ����
���� ��	 ����� (1, x, y) �	� ����� ����	
z �→ {x, y, z} ���	� ��	 �������
����� �
��� �
������� ��� Lxy = LxLy

�
 ������ ��� ����	!������ Ryx = RxRy � �
 ������ LxRy = RyLx�


6���,�. !' #� LxLy = Lz ����	 ��������������� z = xy �� ���� x, y
����
����� �� �� �&�� RxRy = Rz =⇒ z = yx� '��	� {Lx, x ∈ O

∗} ��
{Rx, x ∈ O

∗} �� 	��� ��	 ��	 	�
	"���
��	 �� GL(O) = GL(R8)�

���2������� %' LxLy = LyLx ⇐⇒ xy = yx (���� ��
� R)�

&' �*)�� ������2.� .� ����2.� �2��)���

&'!' ��)*�+�. 7 *()��. �.� ���������' ����� ��� 
������ ���
	$�
���� 
�	�������	��� �� �� ���	�� 
��������	�� q.q′ ���� O ��� ���
��	�
���� H� 4�	� ���� q = (x, y), q′ = (x′, y′) ∈ O � �
��� �� �

q.q′ =
(

x

y

)

.

(
x′

−y′

)

=
(

xx′ + y′.y
x′y − xy′

)

.

#� ��� ���	 ���	�� �� ������ (ei)0≤i≤7 
� ���� �����	$� �� R
8 = O

��%�	� � 
� ����	�� / .

q · q′ = 〈q, q′〉 +
7∑

i=1

〈q, ei · q′〉ei.

1����� ωi(q, q′) = 〈q, ei · q′〉 � 0 ≤ i ≤ 7� �
��� ωi ��� 
� ����� ���(
�
���	$� �� R

8 �����	�� � 
����������	��� Lei �(Lei)
2 = −Id"� #� �

�
���

q · q′ = 〈q, q′〉 +
7∑

i=1

ωi(q, q′) ei.

#� ������

B(q, q′) = xx′ + y′y = 〈q, q′〉 +
3∑

i=1

ωi(q, q′) ei

��

ρ(q, q′) = xy′ − x′y = −
7∑

i=4

ωi(q, q′) ei−4.



��4 �������� ���� !

4�	� �
��� V = {(q, q′) ∈ S7 × S7/ B(q, q′) = 0}� #� � �
��� ��� ���
(q, q′) ∈ V

q · q′ =
(

0
−ρ

)

���� ρ ∈ S3� ���	 �����	� ������

q′ =
(

0
ρ

)

· q.

#� � �	��	 ��%�	 �� �����	�� ρ : (q, q′) ∈ V �→ ρ(q, q′) ∈ S3� #� ���
��
�
�� 
�� ����������� �� q′ �� �����	�� �� ��

�� �� q ������� 
�������(
�	�� ���������� .

q′ =
( −yρ̄

xρ

)

,

���� q = (x, y)� 3� ����	�
	�� �� ��	� $� V ��� �� ��� ���	��� ��
S7 × S7 �	:�������� � S7 × S3� 
� �	:�������	��� ����� ��	�������
(q, q′) �→ (q, ρ)� 3�%� �� �����$� $� ρ �� ������ $� � �
�� ��	����
�������� ��� (q, q′)�

&'&' � *) �.�6.��6. �. +���2.� )+���)�� ��� V ' ��������� 
� ���(
����� �� GL(8) $	 �������� B� 	���� 
� ����� ��� �
������ g ∈ SO(8)
$	 �������� ���� LI↑ , LJ↑ , LK↑ � 	���� ���� 
�� L(x,0)� x ∈ H� #� �

L(x,0) =
(

Lx 0
0 Lx̄

)

�	��	 �� ������ g =
(

A B
C D

)

�� � ��� ���

x ∈ H .
(

Lx 0
0 Lx̄

)(
A B
C D

)

−
(

A B
C D

)(
Lx 0
0 Lx̄

)

=
(

LxA − ALx LxB − BLx̄

Lx̄C − CLx Lx̄D − DLx̄

)

.

3� ���
��� 
� ����	��� ����	�� � < �� ���	��� . ∀x ∈ H [Lx, A] =
[Lx, D] = 0 � BLx = Lx̄B, CLx = Lx̄� ��� �$��	��� �� A, D �	��	%���
$� A = Ra� D = Rd ���� a, d ∈ H� 1�� B, C �� � B(x.1) = x̄B(1) ���-
B(ax) = axB(1) ��	� �� � ���	 B(ax) = B(Lax) = āB(x) = āx̄B(1)
�� ����� ax = āx̄ �� ������
 �� � ���� B(1) = 0 �� ���� B = 0 �� ��
�*�� ��� C� ���-


6���,�. &' g ∈ SO(8) ���	���� B 	�� �� 	�
������ 	��

g =
(

Ra 0
0 Rd

)

���� a, d ∈ S3� ���	� �� ���
�� ���	������ B �	� SU(2) × SU(2)�

�.�)�8�. !' �� ����� ����� ����	� ��� �����	�	������� ������
����� ������	������ � �� $	 �� ����� ���� H� 	�	� ����� �� 
�� � ����

� ����	�� /� Rq �� Lp �� �������� ���� {RqLp, q, p ∈ S7} ����� ���

� ����� �� �� ��� ��� . (qb)(q′b) = qq′�
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#� ��� �� �������� ���$�	 
� ���
��� ��� ���� �	:����� �� �� $	 ��
����� ���� 
�� $�����	��� �- 
� ����� $	 �������� 〈·, ·〉C� 	���� U(2)� ��	�
�����	�	������ �� 
�� ����� ����	�	������ ��
� �����
	$� ��� 
��������
�������	��	�	��� ���� H� �	 g ∈ SO(4) ������ ���� Li �� Lj � 	
 ������
�
��� ���� Lk = LiLj ����	� $� ���� O 
� ��	� �� ������� ���� LK↑
��� �� ����	�	�� ���
������	��� ���	

���� �� ��� ��	� $� 
� ���(
����� �� SO(8) $	 ������ ���� LI↑ , LJ↑ ��� �� �	����	�� /< ����
	�������� � Sp(2) = U(2, H)" �� ���� 
� ����	�	�� �� �������	�	��
���� LK↑ � ��	� ������ 
� �	����	�� �� /< � ?� �� ������ S3 × S3� �	��	
����� ��� 
� ��� ����� �� ������	� ��������� ��� �����	� � �������
����
������� 	�������
�� ��� ��� ���	�� S3 ��� 
� ����� ��� ������
������	$� � �� ��� ���	�� S3 = S3 × S3/� �- � ��� 
� �	�����
��

�� �*�� ����   !� 	
 �D��	� �� �� ������	���� � ����� S1� �� 
��
����� � �	
	���� 
� ����� U(2) ��� ���	�� $	 ��	� �����	�	������ ��

�� ����� ����	�	������ �� ���	���� $� S1 = U(2)/SU(2)� #� �����	�
	�	 �� 
� �*�� ���	��� ������ � ����� ���������� S3×S3" $	 ��	���
�����	�	������ �� � ��	�� E
� �
� �����	�	������ ����	�
�E" �� V �
��� ���� 
� ��� �- G ��	� �����	�	������ �� V �� ��� ��8��� ��
����
� ���
� (q, q′) ∈ V �� � �
����� �� G� �� 
� ��	� �� �����	

�� �� G
������ �� ����������� �� ������ ��� � �
����� �� R

∗
+.G �����  !9! ��

���	��� �	��	 �� �$��	�� �� �	���"� ������ ����� �� ��� ����������

� �������	� �� V � 	���� 
� �������	� ��� �
��� 	�������� ��� 
�� ���	�
������ ����
���	$�� ωi� i = 1, 2, 3 �� 
� �*�� ��2�� $� 
� �������	�
��� �
��� 
������	��� �� C

2 ��� ���	�� �� �����
��" ����   !�

�� �
� ���� ����� $	 �������� V ��� 
� ��� ����� �� SO(8) $	
�������� 
� �

	�� �� B� C
 ��� ����� ��� .


6���,�. "' #��� G = {g ∈ SO(8)/B(q, q′) = 0 ⇐⇒ B(g.q, g.q′) =
0}� ���	� �� ��
	 ����� 	�
	"���
�� �� GL(8) �
� 	������	� V � (� �$�	�� 
�
������	�� 	
�)����� θ : G → O(3) ⊂ O(4) � ����
�	 ���	 �� ���
�� ��	
�	�������	 �� H �
� *$��� 1, ��� �
� θ−1(SO(3)) = G0� �� �����	����
��
��� �� G� �� θ−1(O−(3)) = LE↓G0� ����

G = G0 � LE↓G0,

�� ��� �
� ��
� g ∈ G0 	������ g =
(

Raθ(g) 0
0 Rbθ(g)

)

� +�
	 +����	�"

����

G0 =
{(

RaLc 0
0 RbLc

)

, a, b, c ∈ S3

}

.

,� ��
	 �� � ∀q, q′ ∈ O� B(g.q, g.q′) = θ(g)(B(q, q′)) ��
� ��
� g ∈ G� ��
�
��� ��
� ��
� g ∈ G0� �� � θ(LE↓g) = θ(g)∗ = ∗ θ(g) �- ∗ ��	���� ��
���)
�
��	�� �� H �
� �	� �
		� ��������� −I3 �� O(C� H) = O(3)� ��*�
���	 G0� �� � θ(Diag(RaLc, RbLc)) = Intc = (x ∈ C� H �→ cxc−1)�

,����	������� F �	�� $� g ∈ GL(8) ���	%� B(q, q′) = 0 =⇒ B(g.q,
g.q′) = 0 ���	��� � �	�� $� (〈q, Leiq

′〉 = 0, 0 ≤ i ≤ 3) =⇒ (〈g.q, Leig.q′〉



��� �������� ���� !

= 0, 0 ≤ i ≤ 3) �� $	 �$	��� �

�5" tgLeig =
3∑

j=0

θijLei , 0 ≤ i ≤ 3

���� θij ∈ R� &
��� �� ������ θ(g) = (θij)0≤i,j≤3� �� � θ(gg′) = θ(g)θ(g′)
��� ��� g, g′ ∈ G′ = {g ∈ GL(8)/ B(q, q′) = 0 ⇐⇒ B(g.q, g.q′) = 0}�
3� �:�� �� �

t(gg′)Lei(gg′) = tg′

⎛

⎝
3∑

j=0

θij(g)Lej

⎞

⎠ g′ =
3∑

j=0

3∑

k=0

θij(g)θjk(g′)Lek

=
3∑

k=0

(θ(g)θ(g′))ikLek

���- 
� ���
���� &	��	 θ : G′ �→ GL(4) ��� � �����	��� �� ������ 1��(
���� i = 0 ���� �5"� ��������� 
��$��	�� ������ ���� �� �����������
�
��� �� �	
	���� $� tLej = −Lej ��� j ≥ 1� �� ��	� $� 
��� ��	� ���	�
tgg = θ00Id �� θ0j = 0 ��� 1 ≤ j ≤ 3� 3� ��������� �� �*�� ��� i ≥ 1
�� ���	��� θi 0 = 0 ��� 1 ≤ i ≤ 3 , 	
 �� ���
�� $� θ = Diag(θ00, μ)
���� μ ∈ GL(3)� �� �
� ����� tgg = θ00Id� �� ��	� ���	� θ00 > 0 ��
���� G′ = R

∗
+.G ����� �����
��� 
�� G = G′⋂SO(8)� '�	������� ��

���	���� �5" ��� i ≥ 1 �� g ∈ G� �� �� �	
	���� 
� ��	� $� 
�� Lei , i ≥ 1�
���	�������� ��� � ���� �� ���	��� .

−2δikId = g−1(LeiLek
+ Lek

Lei)g

= (g−1Leig)(g−1Lek
g) + (g−1Lek

g)(g−1Leig)

=
∑

1≤j,l≤3

μijμkl(LejLel
+ Lel

Lej )

=
3∑

j=1

μijμkj(−2Id)

���- μ(g) ∈ O(3) �	 g ∈ G�

���������� ���	�� � $�

�� ����	�	��� g =
(

A B
C D

)

∈ G� 1��

��
� � �� �	
	�� ��8��� �5"� �� 
� ��	� $� Lei =
(

Le′i 0
0 −Le′i

)

����

(e′1, e′2, e′3) = (i, j, k) 
� ���� �����	$� �� C� H� ��
� ����� .

(
Le′iA Le′iB−Le′iC −Le′iD

)

=
(

ALμi −BLμi

CLμi −DLμi

)
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�- μi =
∑3

j=0 μije
′
j ∈ Ri⊕Rj ⊕Rk = C� H � &	��	 ��� A ��� �����
��

�� � Le′iA = ALμi � ���- e′i.A(1) = A(μi) �� $	 	�
	$� $�

A.

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0
0
0

tμ

⎞

⎟
⎟
⎠ = (a, e′1.a, e′2.a, e′3.a) = Ra

���� a = A(1)� G	��
����� �� � ���� A = Ra.Diag(1, μ) = Ra.θ �� ��
�*�� D= Rd.Diag(1, μ), B= Rb.Diag(1,−μ), C = Rc.Diag(1,−μ) =
Rc.Diag(1, μ)∗� �- ∗ = Diag(1,−I3) ��� 
� ���8��	��� ���� H�

3��	�� �� ���	� $��� ��	� ���	� Le′i .A(e′j) = A(μi.e′j) ��� 1 ≤ i, j ≤
3 �� �	
	���� 
��������	�� �� A $� 
��� �	��� �������	�� #� ������ �����
��
�
� $� .

(Le′i = ALμi , 1 ≤ i ≤ 3) ⇐⇒ (μ = com(μ) � a = 0)

�com ���	��� 
� ������	��"� ����� μ ∈ O(3) ��
� ��� �	�� det μ = 1
� a = 0� #� ����� 
� �*�� ����� ��� D� 1�� B �� � ���	 .

(Le′i = −BLμi , 1 ≤ i ≤ 3) ⇐⇒ (det(μ) = −1 � b = 0)

�� �� �*�� ��� C� #� ������ 
� ����������	�� �� �����$��� $�

LE↓ =
(

0 −Id
Id 0

)

� �� $� 
� ����� ��� ��������	���� �� H ���

���
 � ����� ��� ��������	���� 	����	��� �� H $	 ����� ���� $�
SO(C� H)� $�����

�� �������� ������ �� ��	� ������� ρ : (q, q′) �→ ρ(q, q′) = x̄y′− x̄′y
�� ���������� ��� 
����	�� �� G .

ρ(g.q, g.q′) = āρ(q, q′)b ��� g = Diag(RaLc, RbLc) .

&	��	 
����	�� �� G0 �� V ∼= {(q, ρ) ∈ S7 × S3} �����	� g · (q, ρ) =
(g.q, āρ b)� 3� ����� �� ��	� $� 
����	�� �� G �� ρ ��%�	� �� ��(
�	�� �����	�	�� �� G0 �� S3� 4	 
��� ��
	� 
�� Lc $	 ����� ���
�:�� �� ρ� �� $� 
��� �� ������	�� � ����� S3 × S3� ����� ���	��
����� ���� $� 
� ���*������ �	�����
 �� SO(4)� '�	������� ���
g′ = Diag(RaLc, RbLc).LE↓ �� �

ρ(g′.q, g′.q′) = ā ρ(q, q′) b.

#� � ���� ����� � ����� G �� �	����	�� ; ��	����� �� V $	 ��� ��
�	����	�� /<� ����� ���	�� �� ��� ���� ��� *��� �����	�	��� #� ��� ����
����� � ���	�� 
����	�� �� G �� 
�� �
��� ��������� ��� 
�� �
������
�� V � �� �������� $��

� ��	� �����	�	���



��� �������� ���� !

&'"' ������ �. G ��� *.� 2*)�� �. V/SO(2)' ����	������ 
�������
�
��� �
��� ��	����� �� R

8 ��������� ��� 
�� (q, q′) ∈ V .

Q = {1
��� ��	����� ���
��� ω1, ω2, ω3}.
Q ��� �� ���(���	��� ������� �� Gr2(R8) = {�
��� ��	����� �� R

8}�
�	:�������� � V/SO(2)� 
����	�� �� SO(2) �� V ����� ������ ���
(q, q′) �→ (q, q′) · Rθ= (cos θ q + sin θ q′,− sin θ q + cos θ q′)� 3� �:���
����� V ��� ����� ���� Y = {(q, q′) ������������ �� R

8}� 
� ������
RV �� 
����	�� �� SO(2) �� V � RV = RY ∩ (V ×V )� ��� ������ �	�$�
RY � 
� ������ �� Y ���
� SO(2) ��� ����� �Y/SO(2) = Gr2(R8) �
�� ������� �� ���	��� $��	���" ���� V/SO(2) ����� �� �������
�� ���	��� $��	��� �� ��	� �� ����� �������� ����� �� ���(���	��� ��
Gr2(R8) �� �	����	�� ;�

����$��� 	����	%� V � S7 × S3 
����	�� �� SO(2) �����	�

Rθ · (q, ρ) = (cos θ q + sin θ

(
0
ρ

)

· q, ρ ) .

G ��	� �� Q . �	 �� ���� [q, q′] 
� �
�� �������� ��� (q, q′) �� � g.[q, q′] =
[g.q, g.q′]� ����� ���	�� ����� ��� �����	�	��� 3� �:��� ����	������ P0 =
[1, E↓] �
��� G0.P0 = {[(ca0

)
,
( 0
cb

)
], a, b, c ∈ S3} = {[(x0

)
,
(0
y

)
], |x| = |y| =

1} ��� �� �	����	�� � �
� ? H ;� �� �
� LE↓ [1, E↓] = [E↓,−1] =
[1, E↓]� G	��
����� G.P0 = G0.P0 ��� �� �	����	�� ?�

&'"'!' �)*��* �� ��)-�*��)�.�� �(�� 2����' 4�	� P0 = [q0, q
′
0] ∈ Q

�� Stab(P0) 
� ����	
	����� �� P0� �
��� ����� G ��� ������� � �� ��	�
$� O(P0) = G.P0 ��� �� ���(���	��� �������� �� Q �� G/Stab(P0) ∼=
G.P0� &	��	 �	 �� ���	� dim(Stab(P0)) = 0� �
��� O(P0) ����	� �� ���
���	��� �� �	����	�� ���
� � dim(G) = dim(Q)� ���� � ����� �� Q
��	� ���	 � ����� ��� �

� ��� �������� ���� ����� Q ��� �������
���� V � S7 × S3 ��� �������" �� ���	� $� O(P0) = Q ���� G ��	��	�
�����	�	������ �� �� ����� ��� 
� ���� ���� ∀P0 ∈ Q, dim(Stab(P0)) > 0
�� dim O(P0) ≤ 8�

��� ���	��� ���� �� ��	� ������� ��� .


6���,�. 0' Q ����� �� ��������� 	
������ �

Q = G.P1 � G.P2 � U

�-

• P1 = [1, E↓] � P2 =

[(
1√
2

i√
2

)

,

( −i√
2

1√
2

)]

�

• U = {P =
[(

x
y

)

,

(
x′
y′

)]

∈ Q, /(x, x′) �	� ����� �� |〈x, x′〉| + ||x| −
|x′|| = 0} �	� 
� �
���� �� Q�

,� ��
	 �� � G.P1 = {P ∈ Q/(x, x′) �	� ����} � G.P2 = {P ∈ Q/〈x, x′〉 =
0, |x| = |x′|} �� ��*� ∀P ∈ U � G.P �	� 
�� 	�
	"������� �������� ��
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�����	��� 8� '��	�� �� ! � ��
$ ������	 ���������	 G.P1� �� G.P2� ��
��
��	 ��	 �
���	 ������	 	��� �� �����	��� 8�
�� ��
� �)�
��� �
� ∀P ∈ Q� G0.P = G.P �� �
�
• 	� P ∈ G.P1� ����	 Stab(P )|P = {±IdP }�
• 	� P ∈ GP2� ����	 Stab(P )|P = SO(P )�
• 	� P ∈ U � ����	 Stab(P )|P = {±IdP }�
,����	������� F ���� � ����	�� ������ �� �� ������	�� � 
����	��

�� G0� 4�	� ���� P = [q, q′] ∈ Q �� ������ q = (x, y)� q′ = (x′, y′) =
(−yρ̄, xρ)� 4�	� g ∈ Stab(P )� �
��� 	
 ��	��� θ ∈ R ��
 $�

g.(q, q′) = (q, q′) · Rθ 	���� g|P = Rθ

�� $	 �����	�

�7"

{
cx a = cos θ x + sin θ x′
cx′a = − sin θ x + cos θ x′ et āρ b = ρ.

4	 (x, x′) ��� 
	��� �
��� ��
� 	��
	$� $� '��(x,x′)(RaLc|[x,x′]) = Rθ� ��
$	 ������	�� $� � �	�� 〈x, x′〉 = |x′| − |x| = 0 � �	�� θ = 0 ��� π�
���	 ��� ����� � �	:�����	�� ���	� ��� .

/" (x, x′) ��� 
	��� �� �〈x, x′〉 = 0 � |x′| − |x| = 0"

5" (x, x′) ��� 
	��� �� 〈x, x′〉 = |x′| − |x| = 0
7" (x, x′) ��� 
	���

���� ���$� ���� �� ������	�� 
� ���(����� �� SO(4)� {RaLc ∈ SO(4)
���	%��� 
�� 5 ����	���� �$��	��� �� �7"}� �� $	 ��� ����� �
���
dimStab(P ) �� Stab(P )|P � #� ����� �
��� $� dim Stab(P ) = 1, 2, 3
���� 
�� ��� /�5�7 �������	������� ���	 ��� ����� dimO(P ) ���� ���$�
���� 3��	��� ���� 
�� ��� 5 �� 7� �������	������� �� ������	�� ���	
�����
� �
����� g = Diag(RaLc, RbLc) ∈ G0 ��
 $� P = g.P2 �� P = g.P1

�������	������� 3�%�� �� ���	%� $� LE↓P1 = P1� LE↓P2 = P2 �� $�
∀P ∈ U, LE↓P ∈ G0.P ���- G.P = G0.P � ∀P ∈ Q� ���	 ������ 
�
����������	��� $�����

&'"'&' �)�)������)���� �.� ��-��.�' #� ������� �� �����	�� p : Q →
R ���� 
�� %���� ��	��� 
�� ���	��� �� G0 ��� ���� �� G"� 3

� ��� ������
��� 
� .


6���,�. 1' #��� p : [q, q′] ∈ Q �→ |C�(x.x̄′)| ∈ [0, 1
2 ]� '���	 ��	

������	 �� G 	��� ��	 *���	 �� p �

/" p−1(0) = G.P1 = {P ∈ Q/(x, x′) �	� ����}
5" p−1(1

2) = G.P2 = {P ∈ Q/〈x, x′〉 = |x′| − |x| = 0}
7" p−1(]0, 1

2 [) = U �� ∀P, P ′ ∈ U � p(P ) = p(P ′) ⇐⇒ G.P = G.P ′�

,����	������� F ������� p ��� �	�� ��%�	� ��� C�(x.x̄′) �� ������
$� � �
�� [q, q′]� 3��	��� �

� ��� �	�� � ��
��� ���� [0, 1

2 ] �	�$�

|x′|2 + |x|2 = 1� 3

� ��� 	����	���� ��� 
����	�� �� G0 . ��� g =



��� �������� ���� !

Diag(RaLc, RbLc) �� � p([g.q, g.q′]) = |cC�(x.x̄′)c−1| = |C�(x.x̄′)| =
p([q, q′])� �� ��� 
����	�� �� LE↓ �� � p(LE↓ [q, q′]) = C�(−y.(−y′))| =
|C�(x.x̄′)|�

'������� ���	���$����� $� ���� %��� ��� 	��
�� ���� �� ���	���
#� � p([q, q′]) = 0 ⇐⇒ x.x̄′ = α ∈ R ⇐⇒ |x′|2x = αx′ ⇐⇒ (x, x′)
��� 
	��� ���- p−1(0) = G.P1� 1�� 
� �	�� �� ��� ����	� � 
����
�	���� .

�.��. !' +�
� ��
� P ∈ Q� �� �$�	�� 
� �����	������ (q, q′) ∈ Q ���
�
� 〈x, x′〉 = 0�

,����	������� �
 ����� F #� ������ $� 〈x, x′〉 = 0 �
��� �� �

〈cos θ x + sin θ x′,− sin θ x + cos θ x′〉 = cos(2θ)〈x, x′〉
+
|x′|2 − |x|2

2
sin(2θ)

= A cos(2θ + φ)

�� ����� ����	��� �����	�� �� θ �����
� ��� �����	��� ��
��� �� θ� ��
$	 ��� �	�� $�	
 ��	��� � ������������ �� P ��
 $� 〈x, x′〉 = 0�

,����	������� �
 �������� F ����������� �� ������ $� 〈x, x′〉 = 0
�� ���� C�(x.x̄′) = x.x̄′. &	��	 �	 |x.x̄′| = 1

2 � �
��� |x||x′| = 1
2 �� �����

|x|2 + |x′|2 = 1 �� � ���� |x| = |x′| = 1√
2
� �	��	 ����� 〈x, x′〉 = 0� �� �

P ∈ G.P2� #� � �	�� p−1({1
2}) = G.P2�

4�	� P, P ′ ∈ U ��
 $� p(P ) = p(P ′) ���� P = [q, q′], P ′ = [q1, q
′
1]�

&
��� p(P ) = p(P ′) ⇐⇒ ∃μ ∈ SO(3) ��
 $� C�(x1.x̄′
1) = μ(C�(x.x̄′)) =

cC�(x.x̄′)c−1� �
��� $	��� � ����
���� (q, q′) ��� (g.q, g.q′)� ���� g =
Diag(Lc, Lc)� �� ��� ������ � ��� �-

C�(x1.x̄′
1) = C�(x.x̄′)

�� �� ������� ��� ������������� ��������
��� ���	 �����	� ������

x′
1.x̄

′
1 = x.x̄′

	����

�@" x1ρ1 ȳ1 = xρ ȳ

���-
{ |x||y| = |x1||y1|

|x|2 + |y|2 = |x1|2 + |y1|2 =⇒
{ |x| = |x1|

|y| = |y1| ou

{ |x| = |y1|
|y| = |x1| .

#� ��� �� ������� � 
� ����	��� ��� 5 ����	�	
	���� $	��� � ����
����

(q, q′) ��� (−q′, q)� �� ��� �
��� �����

{
x1 = x.a
y1 = y.b

� ���� a, b ∈ S3� ��

�� �������� � �@"� �� ���	��� āρ b = ρ1� ���� g.(q, q′) = (q1, q
′
1) ����

g = Diag(Ra, Rb) �� %��
�����

G.P = G.P ′.
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���	 ������ 
� ����������	�� � ��������� $�����


6���,�. #' #��� V1 = R
∗
+.π−1

SO(2)(U) = {(q, q′) ∈ O
∗ × O

∗/|q| =
|q′|, B(q, q′) = 0 et 0 < |C�(x.x̄′)| < 1

2 |q|2}� '���	 ���	������	 ��������
�� (R∗

+)2 	
� V1 ��*��� ��� �

(α, β) · (q, q′) =
((

αx
βy

)

,

(
βx′
αy′

))

'���	 �������� �� (R∗
+)2 ����
�� ���� ����� �� G0� #��� (q0, q

′
0) ∈ V1 ���

�
� 〈x0, x
′
0〉 = 0 ����	

∀(q, q′) ∈ V1, ∃(g, (α, β)) ∈ G0 × (R∗
+)2, ∃θ ∈ R tel que

(g · (α, β) · (q0, q
′
0)) · Rθ = (q, q′).

(� ! � �$�������� ��
$ ��		��������	 ��
� (α, β)� ��
�� ��� �
� α <
|q|/(

√
2|x0|)� ���
��� ��� �
� α > |q|/(

√
2|x0|) � Rθ ��
� &��� ������ ��

−Rθ .�� ���� g �� −g/� g ��
� ������ ���	 g.Stab([q0, q
′
0])�

,����	������� F 1����� (q̃0, q̃
′
0) = 1

|q0|(q0, q
′
0) �� (q̃, q̃′) = 1

|q|(q, q
′)�

&
��� �� � p((α′, β′) · (q̃0, q̃
′
0)) = α′β′p(q̃0, q̃

′
0)� #� ���	�	� α′, β′ ��
 $�

α′2|x̃0|2+β′2|ỹ0|2 = 1 �� α′β′p([q̃0, q̃
′
0]) = p([q̃, q̃′])� �� ������ $� ���	 ���

����	�
� �� $�	
 � � ���������� ��� ��
�	��� ��� 
����� �� 
� �����	��

α′ �→ α′(1−α′2|x̃0|2)
1
2

(1−|x̃0|2)
1
2

���� 
� ��
�� ���	��
� ��� 1
2|x̃0||ỹ0| = 1

2p(q̃0,q̃′0)
�

3��	��� �� ���� (α, β) = (α′ |q|
|q0| , β′ |q|

|q0|)� &
��� (α, β) · (q0, q
′
0) ��� ��

����� |q| �� [ 1
|q|(α, β) · (q0, q

′
0)] ��� ���� 
����	�� �� [q̃, q̃′] ���� 	
 ��	���

g ∈ G0 �� θ ∈ R ��
 $� (g · (α, β) · (q0, q
′
0)) · Rθ = (q, q′)� $�����

�.�)�8�. &' �����	�� �� (R∗
+)2 ������ �� ������ ���� ���	�� �


����� ����	� $� G0 ��	� �����	�	������ �� ���$� ���	��� ����������

����	�� �� (R∗

+)2 ����� ��� ������	�
� ���� ��

� �� SO(2) . �

� ������	�
��� � �
�� �� � ���� �
��� ����� �� 
� ��	� �� 
� ����������	���

� �������� ��� ��
��
� ��� 
�� �
������ �� G.P2� 	���� �� ���	� �
������� R

∗
+.π−1

SO(2)(Q � G.P1) = {(q, q′) ∈ O
∗ ×O

∗/|q| = |q′|, B(q, q′) =

0 et C�(x.x̄′) = 0} � 
	� �� R
∗
+.π−1

SO(2)(U)� ���� 
� ��� �- [q, q′] ∈
G.P2� (α, β) ��� �	$� �� ����� ��� (α, β) = (|q|/(

√
2|x0|), |q|/(

√
2|y0|

))� 3� �� $	 �������� 
� ��	�� �� ��������� (q0, q
′
0)� �� �� ��� ��� 
�

������� $�
���$� , ����� �� 
� ��	� �� 
� ����������	�� �� � ����	�
�� |x̃0||ỹ0| = p(q̃0, q̃

′
0)� 	���� 〈x0, x

′
0〉 = 0� #� ��� ������� ��� �����
�

(q0, q
′
0) =

((
1√
2

i√
2

)

,

( −i√
2

1√
2

))

�� �
��� ρ(q0, q
′
0) = 1� #� � �
��� α2 +β2 = 2|q|2 �� 
�� ��� ����	�	
	����

��� (α, β) ���� 
� ��� �� U ���� α < |q| �� α > |q| ����	� $� ��� G.P2

�� � α = β = |q|� #� ��	� ���	 $� 
� �������� ��� ������ ��
��
� ���



��� �������� ���� !

(q, q′) ∈ G.P1 �� �� �
��� αβ = 0 �� α2 + β2 = 2|q|2 � ��	� ��	�������
�� �� ��� ��� ������� (q0, q

′
0) ∈ G.P1�

�.�)�8�. "' �����
� θ � �� ��%�	�	�� 	���	���$�� 3� �:��� ��	�
P ∈ U � �
��� 	
 ��	��� � ���
� (q1, q

′
1) ∈ P �	$� � ±1 ���� ��


$� 〈x1, x
′
1〉 = 0� �
��� θ ��� 
����
� ��%�	 ���
� π ��
 $� (q, q′) =

(q1, q
′
1) · Rθ ��� [q, q′] = P � #� � ���� ��%�	 �� �����	��

(q, q′) ∈ V1 �→ θ(q, q′) ∈ R/πZ

&	��	 ���� ���$� �
�� P ∈ U � 	
 ��	��� � ��� ��	�	
��	�� ����� ���
������ �� ������ ��� ���
�� �� ���	��� ���� P �

&'0' �����2������� �. G .� �. ��� )*+,-�. �. ��.' #� � ��(
%�	 
����
	���	�� ρ ��� ���
��	� ���� 
� ������	���� �� 
�� ����� ���(
�	�	����� �� C

2� #� �����	� ��%�	� 
����
��� � ������	���� �� 
�
����� U(2)� 	���� �� �����	�� ��%�	� �� G � ��
��� ���� S3 $	 ���(
�������� ���� �����	�� ���	��� � ρ�

4�	� (q0, q
′
0) ∈ V ��
 $� ρ(q0, q

′
0) = 1� ����	������ ρ(g.q0, g.q′0) ���

g ∈ G0� �� �

ρ(g.q0, g.q′0) = ā.1.b = ā.b.

#� �� ������� � $�

� ����	�	�� �(�(�� ρ(g.q0, g.q′0) = ρ(g′.q0, g
′.q′0)�

����� 
� ��� �	� �� ��
����� �	� a−1.b = a′−1b′ ⇐⇒ a′a−1 = b′b−1 ⇐⇒
∃d ∈ S3/

{
b′ = db
a′ = da

	���� g−1g′ =
(

RdLc 0
0 RdLc

)

� ���� �	 g0 ∈ G0

��� ��
 $� ρ(g0.q0, g0.q
′
0) = ρ0 �
��� ρ(g.q0, g.q′0) = ρ0 �	� �� ��
�����

�	� g = g0.

(
RdLc 0

0 RdLc

)

� 1�� g0� �� ��� ������� ��� �����
� g0 =
(

Id 0
0 Rρ0

)

� #� � �� ��	� 
� �������� �	���� .


6���,�. $' #���

G0
0 =

{(
RaLc 0

0 RaLc

)

, a, c ∈ S3

}

, G0
2 =

{(
Id 0
0 Rρ

)

, ρ ∈ S3

}

.

'���	 �
3�4 G0

2 �	� 
� 	�
	"���
�� ��	����
� ���	 G0 � G0
2 � G0�

3��4 G0 �	� �� ����
�� 	���"������ �� G0
2 �� G0

0 � G0 = G0
2 � G0

0�
3���4 ��� ������ �� ��*��� 
�� ����������� ρ̃ : G0 → S3 ��*��� ���

(
Id 0
0 Rρ

)

.

(
RaLc 0

0 RaLc

)

�→ ρ.

�� �
��� 	� (q0, q
′
0) ∈ V �	� ��� �
� ρ(q0, q

′
0) = 1 ����	 ρ̃ �	� �
		�

������ ��� ρ̃ : g ∈ G0 �→ ρ(g.q0, g.q′0)� ,� ��
	 ρ̃ �	� ���������� ���
�
������������ � ������ ��� G0

0 � ρ̃(g.h) = ρ̃(g) ∀g ∈ G0, ∀h ∈ G0
0�

3�54 ρ(g−1 · q, g−1 · q′) = 1 ⇐⇒ ρ̃(g) = ρ(q, q′)� ��
� g ∈ G0� (q, q′) ∈
V �
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,����	������� F 1�� �	"��		" �� �			"� ����� � �	��
� ��
�
� 1��
�	�" 	
 �D� ���	
	��� ρ(g.q, g.q′) = āρ(q, q′)b� $�����

�.�)�8�. 0' #� ��	� $� 
�� Lc �� 8���� ��� �I
� ���� 
� ����(
���� ���������� C
 ���
�� �� ����	�
	�� �� �� ����	�� $� 
��� � .

S3 = G0/G0
0 = S3 × S3/�

�- � ��� 
� �	�����
��

4�	� g, g0, g2 
�� �
������ �� �	� �������	��� �� G0, G0
0 �� G0

2� &
��� ��
g = g2 ⊕ g0 �� g2 ��� � 	���
 �� g ��� � [g, g2] ⊂ g2" �� ��� ����
� ���

����	�� ��8�	��� �� G0� #� �

g =
{(

Rα + Lδ 0
0 Rβ + Lδ

)

, α, β, δ ∈ C� H

}

,

g0 =
{(

Rα + Lδ 0
0 Rα + Lδ

)

, α, δ ∈ C� H

}

,

g2 =
{(

0 0
0 Rγ

)

, γ ∈ C� H

}

.

����	������ 
� ����� G� ���������� ����� � ����� ��� 	������	��
�D��� �� R

8 ���������� 
� �

	�� �� B� $� 
��� ���������� �����
G0

� R
8 ��	 � ����	�

(G, T ) · (G′, T ′) = (GG′, GT ′ + T ).

&
��� 
��
����� �� 
	� g̃ �� G �����	� g̃ = g⊕R
8 = g0 ⊕ g2 ⊕R

8� 
� �������
����� ����� ���

[(η, t), (η′, t′)] = ([η, η′], ηt′ − η′t)

#� � �
��� 
�� ��
��	��� �	������ . [g, R8] = R
8� [R8, R8] = 0� [g0, g0] =

g0� [g0, g2] = g2� [g2, g2] = g2�

"' ���:)�.� ΣV

"'!' ���.������ ���:���.� ΣV '

��/������ &' #� �	�� $��� ������ 	�������� Σ� �� O ��� ��.
���:)�. ΣV �	 ∀z ∈ Σ, TzΣ ∈ Q� 3� ���� � Σ ��� �����	�� 
� �����	��
ρΣ � ��
��� ���� S3 ��%�	� ���

ρΣ(z) = ρ(TzΣ).

3� ����	�
	��� ��	� X : Ω → O �� 	�����	�� �������� ��� �����
�	��
����� ������� �� R

2 ���� O� �
��� �� �	�� $� ����� �� 	�����	��
�������� ΣV �	

∀z = (u, v) ∈ Ω, dX = ef (q du + q′dv)

���� (q, q′) ∈ V � 	���� |q| = |q′| = 1 �� B(q, q′) = 0� 3� ���� �� �	�� $�
z ∈ Σ ��� �� 2���� ��+�*�.� �� Σ �	 TzΣ ∈ U �	���� 0 < |C�(x.x̄′)| < 1

2



��4 �������� ���� !

���� q = (x, y), q′ = (x′, y′)� ��� �� 	�����	�� �������� ΣV "� ����

� ��� ������	��� �� �	�� $� Σ ����� �� 2���� ���+�*�.� �� z� #�
�	�� �
��� $� ����� �� 2���� ���+�*�.� �. �;2. P1 �	 TzΣ ∈ G.P1�
�� �� �;2. P2 �	 TzΣ ∈ G.P2 �	���� |C�(x.x̄′)| = 0 �� |C�(x.x̄′)| = 1

2
�������	������"�

��/������ "' #� ����

��� ��
������� ΣV �� ���
	���	�� U =
(F, X) : Ω → G ��

� $� X ��	� �� 	�����	�� �������� ΣV �� $�
ρ̃ ◦ F = ρX �

�� ����� �� ���� C∞(Ω, G0
0) ��	� �� 
�������
� G(ΣV ) ��� ��
���(

����� ΣV . (F, X) · (K, 0) = (FK, X)� �����	�� �� (F, X) ��� 
�������
�
��� ��
�������� �������������� � �*�� X� ���� ���$� ���	��� ��
��� ������� ��� �����
�

F = RρX :=
(

Id 0
0 RρX

)

�
��� ��� ��
������� �� X ��� �� 
� ����� (RρX M, X) ���� M ∈
C∞(Ω, G0

0)�
"'!'!' ����. �. �)��.�<�)��)�' 4�	� U = (F, X) = (RρM, X)
� ��
������� ΣV �
��� �� ����� �� '����(������ ��� ������ ���
U−1.dU = (F−1.dF, F−1.dX) ����

• F−1.dF = M−1

(
0 0
0 Rdρ.ρ−1

)

M + M−1.dM

=
(

0 0
0 Ra(dρ.ρ−1)a−1

)

+
(

Rda.a−1 + Lc−1dc 0
0 Rda.a−1 + Lc−1dc

)

�B"

�� ������ M = Diag(RaLc, RaLc) �(a, c) ����� ��%�	 $�� ±1 ���� ��	�
Ω ��� �	��
����� �������"�

• F−1.dX = ef (E1du + E2dv) ���� ρ(E1, E2) = 1 �������� ρ̃ ◦ F = ρX

�� 
� �������� >(�	�""� &	��	 E2 =
(
0
1

)
.E1 = E↓.E1 ���-

F−1.dX =
(

x
y

)

du +
(−y

x

)

dv ���� |x|2 + |y|2 = e2f .

J��	���$������ �	 F−1.dX ��� �� ����� ������ �
��� X ��� �� 	�(
����	�� �������� ΣV �� ������� 
� �������� >(�	�"� U = (F, X) ��� �
��
������� ΣV � 	���� ρX = ρ̃ ◦ F � ���- 
� �������� �	���� �� ��� ����
(

�	�� .


6���,�. %' #��� U = (F, X) : Ω → G � ����	 U ∈ G(ΣV ) .����� X
�	� 
�� �����	��� �������� ΣV �� ρX = ρ̃ ◦ F / 	�� �� 	�
������ 	��

F−1.dX =
(

x
y

)

du +
(−y

x

)

dv ���� (x, y) = 0.

�� �
��� z0 �	� 
� ����� ���
���� 	�� �� 	�
������ 	�� 0 < |C�(x.x̄′)| <
1
2(|x|2 + |y|2)� 
� ����� 	���
���� �� �!�� P1 �
 P2 	�� �� 	�
������ 	��

|C�(x.y)| = 0 �
 |C�(x.y)| = 1
2(|x|2 + |y|2) ��	������������
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����**)��. !' #��� α ∈ T ∗Ω ⊗ g̃� ����	 α �	� �� ����� �� 0�
���"
����� ��
� ������� U ∈ G(ΣV ) 	�� �� 	�
������ 	�� �
3�4 dα + α ∧ α = 0

3��4 	� �� ��	� α = (η, t) ����	 t =
(

x
y

)

du+
(−y

x

)

dv ���� (x, y) = 0�

,��	 �� ��	� 	
����� ��	 ����
�	 �� |C�(x.y)|� �� ��
� ��������� �� �!��
�
 ����� z ∈ Ω ��
� �������	��� X�

1�����

g−1 =
{(

x
y

)

− i

(−y
x

)

, (x, y) ∈ O

}

⊂ O ⊗ C

g1 =
{(

x
y

)

+ i

(−y
x

)

, (x, y) ∈ O

}

⊂ O ⊗ C.

�� ���� ��� ���(������� ����
���� �� O ⊗ C . �� ���� 
�� ���(�������
������� �����	�� �� ��
��� ������� i �� −i �������	������ ��� 
�����(
�����	��� �� O⊗C . LE↓ � 3� ����	�
	�� O⊗C = g−1⊕g1 �� g−1 = g1�

�� ��	�� �		" � ����

�	�� / ��� �
��� �$	��
��� � . t( ∂
∂z ) ∈ g−1�

t( ∂
∂z̄ ) ∈ g1�

��� ���	��� �������	��� �� (R∗
+)2 �� SO(2) ����	
	���� 
�������
� ���

���
�� (
(
x
y

)
,
(−y

x

)
) .

(α, β) ·
((

x
y

)

,

(−y
x

))

=
((

αx
βy

)

,

(−βy
αx

))

((
x
y

)

,

(−y
x

))

· Rθ =
(

Rθ

(
x
y

)

, Rθ

(−y
x

))

.

&	��	� �� ��� ��	�� ��	� ��� ��� ������ �� g−1 �� g1 �������	������
�� ���� �� O ⊗ C� 3� ����	�
	��� �� �

Rθ

((
x
y

)

− i

(−y
x

))

= eiθ

((
x
y

)

− i

(−y
x

))

Rθ

((
x
y

)

+ i

(−y
x

))

= e−iθ

((
x
y

)

+ i

(−y
x

))

.

1�����

g∗−1 =
{(

x
y

)

− i

(−y
x

)

/0 < |C�(x.y)| <
1
2
(|x|2 + |y|2)

}

g∗1 =
{(

x
y

)

+ i

(−y
x

)

/0 < |C�(x.y)| <
1
2
(|x|2 + |y|2)

}

.

�� ���� ��� ������� ����
�� ��� ��������	� ����
���� �� g−1 �� g1

�������	������� 1����� ���	 F1 = {q − iLE↓q/ C�(x.y) = 0} �� F2 =
{q − iLE↓q/ |C�(x.y)| = 1

2(|x|2 + |y|2)}�
4�	� α ∈ T ∗Ω ⊗ g̃� α = (η, t)� ��
 $� dα + α ∧ α = 0 �� ���	����

t = α−1+α1 
� ��������	�	�� �� t �	���� g−1⊕g1� &
��� �� � α1 = α−1



��� �������� ���� !

��� t ��� ���

�� &
��� α ��� 
� ����� �� '����(������ ��� �
����� ��
G(ΣV ) �	� �� ��
����� �	� α−1 = α−1( ∂

∂z )dz ��� ���� α1 = α1( ∂
∂z̄ )dz̄"�

���	 ������ �� �����	�� 
� ����

�	�� ��� 
� ����� .


6���,�.  ' #��� α ∈ T ∗Ω ⊗ g̃� ��� �
� dα + α ∧ α = 0� '���	
α �����	���� � 
� ������� G(ΣV ) 	�� �� 	�
������ 	�� α−1( ∂

∂z̄ ) = 0 ��

α−1( ∂
∂z ) �� 	����
�� ��	 � ,��	 �� ��	 X � 
� ����� ���
���� �� z0 	�� ��

	�
������ 	�� α−1( ∂
∂z )(z0) ∈ g∗−1� 
� ����� 	���
���� �� �!�� P1 �
 P2 	��

�� 	�
������ 	�� α−1( ∂
∂z )(z0) ∈ F1 �
 F2 ��	������������

�.�)�8�. 1'

/" �����	�� � ����� �� ���� C∞(Ω, G0
0) �� G(ΣV ) 	��	� ��

���	�� �� 
�� ������ �� '����(������ .

(η, t) �→ (KηK−1 − dK.K−1, K.t)

5" O ⊗ C = H
2 ⊗ C ��� � H(������ ������	�
 �� ����� � � ���	��

� ���	�"� C
 �� ��� �� �*�� �� g−1 �� �� g1 .

g−1 = {x.ε + y.(LE↓ .ε), (x, y) ∈ H
2} = H.ε ⊕ H.(LE↓ .ε)

g1 = {x.ε̄ + y.(LE↓ .ε̄), (x, y) ∈ H
2} = H.ε̄ ⊕ H.(LE↓ .ε̄)

�- ε =
1
2

(
1
−i

)

.

7" #� � ���	 O ⊗ C = (H ⊗ C)2� &	��	

g−1 = {(x + iy).ε /(x + iy) ∈ H ⊗ C} = (H ⊗ C).ε
g1 = {(x + iy).ε̄ /(x + iy) ∈ H ⊗ C} = (H ⊗ C).ε̄.

"'&' �����2������� �. *()*+,-�. �. ��.' ����	������ 
�������(
��	��� 	����	�� τ �� G ��%�	 ��� (−LE↓ , 0) .

τ(G, T ) = (−LE↓ , 0)(G, T )(−LE↓ , 0)−1 = (−LE↓GLE↓ ,−LE↓T )

τ 	��	� � ��������	��� �� 
��
����� �� �	� g̃ �= Ad(−L
E↓ ,0)" $	

���	%� τ4 = Id� ���� τ ��� �	�����
	���
� ���� g̃C = g̃⊗C �� ��� ��
���
������� ���� 
�� ik, 0 ≤ k ≤ 3� #� ������ g̃C

k 
�� ������� �������� #� �
�
��� .

• g̃C−1 = g−1

• g̃C

1 = g1

• g̃C

0 = gC

0 = g0 ⊗ C

• g̃C

2 = g̃2 ⊗ C � �- g̃2 = {Diag(−Rγ , Rγ), γ ∈ C� H} ����� ��� ��
�
����� �� �	��

����� τ ��� � ��������	��� �� � [g̃C

k , g̃C

l ] ⊂ g̃C

(k+l) ��� 4 �� �� �
�

�� � ���	 [g̃C±1, g̃
C±1] = 0�

#� ������ [.]k : g̃C → g̃C

k 
� ���8���	�� �� g̃C

k �	���� 
� ��������	�	��

g̃C = g̃C−1 ⊕ g̃C

0 ⊕ g̃C

1 ⊕ g̃C

2 � �� αk = [α]k� &
��� �� �

α = α−1 + α0 + α1 + α2
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3� ����	���� ����� �������	�� �� α ���� 
��$��	�� dα + α∧ α = 0 ��
���	��� �� ���8����� 
� ���
��� �� ���$� ������ ������ .

�?"

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

dα−1 + [α−1 ∧ α0] + [α1 ∧ α2] = 0
dα0 + 1

2 [α0 ∧ α0] + 1
2 [α2 ∧ α2] = 0

dα1 + [α1 ∧ α0] + [α−1 ∧ α2] = 0
dα2 + [α0 ∧ α2] = 0

1����� α′
k = αk( ∂

∂z )dz� α′′
k = α( ∂

∂z̄ )dz̄� #� � � $� α ��� 
� ����� ��
'����(������ ��� �
����� �� G(ΣV ) �	� �� ��
����� �	� α−1 = α′−1 ��
α1 = α′′

1� &	��	 α = α′
2 +α′−1 +α0 +α′′

1 +α′′
2 � ��� �$��	��� �?" �����	����

�
��� .

�>"

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

dα′−1 + [α′−1 ∧ α0] + [α′′
1 ∧ α′

2] = 0
dα0 + 1

2 [α0 ∧ α0] + 1
2 [α′

2 ∧ α′′
2] = 0

dα′′
1 + [α′′

1 ∧ α0] + [α′−1 ∧ α′′
2 ] = 0

dα2 + [α0 ∧ α2] = 0

1����� ��� λ ∈ C
∗�

αλ = λ−2α′
2 + λ−1α′

−1 + α0 + λα′′
1 + λ2α′′

2

= λ−1α′
−1 + α0 + λα′′

1 +
λ2 + λ−2

2
α2 +

λ2 − λ−2

2i
(∗α2).

&
��� �� �

dαλ + αλ ∧ αλ = λ−1(dα′
−1 + [α′

−1 ∧ α0] + [α′′
1 ∧ α′

2])

+(dα0 +
1
2
[α0 ∧ α0] +

1
2
[α′

2 ∧ α′′
2 ])

+λ(dα′′
1 + [α′′

1 ∧ α0] + [α′
−1 ∧ α′′

2])

+
λ2 + λ−2

2
(dα2 + [α0 ∧ α2])

+
λ2 − λ−2

2i
(d(∗α2) + [α0 ∧ (∗α2)])

=
λ2 − λ−2

2i
(d(∗α2) + [α0 ∧ (∗α2)]).

#� ��� ��	������� ��������� 
� �������� �	���� .


6���,�. !9' �� 	
���	� Ω 	��������� �����$�� #��� α ∈ T ∗Ω⊗g̃�
'���	

• α �	� �� ����� �� 0�
���"����� ��
� ������� �� G(ΣV ) 	�� ��
	�
������ 	�� dα + α∧α = 0� α′′−1 = α′

1 = 0 �� α′−1, α
′′
1 �� 	����
��

��	�
• ,��	 �� ��	� α �����	���� � 
�� �����	��� �������� ΣV ����� �
�

ρX �	� ��������
� 	�� �� 	�
������ 	�� �� ����� �� 0�
���"�����
��������� αλ = λ−2α′

2 + λ−1α′−1 + α0 + λα′′
1 + λ2α′′

2 ����*�

�=" dαλ + αλ ∧ αλ = 0, ∀λ ∈ C
∗.
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,����	������� F #� � ��8� � 
� ����	�� ��	��� 9��� � �������
	
 ����	� ������� 
� ��
�
 ��������� �� ������� $� . ρX ��� ������	$�
�	� �� ��
����� �	� d(∗α2) + [α0 ∧ (∗α2)] = 0� #� �� �

α0 + α2 = F−1.dF =
(

0 0
0 Ra(dρ.ρ−1)a−1

)

+ M−1.dM

���-

α2 =
1
2

(−Ra(dρ.ρ−1).a−1 0
0 Ra(dρ.ρ−1).a−1

)

= M−1

(−Rγ/2 0
0 Rγ/2

)

M

���� γ = dρ.ρ−1� ��

α0 = M−1dM + M−1.

(
Rγ/2 0

0 Rγ/2

)

M

1����� β =
(−Rγ/2 0

0 Rγ/2

)

� &
��� ρ ��� ������	$� �	� �� ��
�����

�	� d(∗γ) = (�ρ + |dρ|2ρ)ρ−1du ∧ dv = 0 �	� �� ��
����� �	� d(∗β) = 0�
#�

d(∗β) = d(M(∗α2)M−1) = M( d(∗α2) + [(M−1.dM) ∧ (∗α2)] )M−1.

�� �
� �� � [(M−1.dM) ∧ (∗α2)] = [α0 ∧ (∗α2)] �	�$�
[(

M−1

(
Rγ/2 0

0 Rγ/2

)

M

)

∧ (∗α2)
]

=
1
4
M−1

(−R[γ∧(∗γ)] 0
0 R[γ∧(∗γ)]

)

M = 0

��� [γ ∧ (∗γ)] = 0� G	��
����� �� �

d(∗β) = M( d(∗α2) + [α0 ∧ (∗α2)] )M−1

�� $	 ������ 
� ����������	�� � ��������� $�����

�.�)�8�. #' ���$� ��	�� �� 
� ������ ���� ���
	��� �������	��(
���� �	��
	�� �� ���� P1� � P2 �	� �� ��
����� �	� α−1( ∂

∂z ) ∈ g∗−1�
F1 � F2 �������	������� 3� ���� 	
 �D� $� �=" ��	� ���	 ��� ���
λ ∈ S1 ��� $� ρX ��	� ������	$��

����**)��. &' #
���	��	 �
� Ω 	��� 	��������� �����$�� #��� α ∈
T ∗Ω⊗ g̃ �� ����� �� 0�
���"����� �		����� � 
�� �����	��� ��������
ΣV ���� �� ρX �	� ��������
�� �� z0 ∈ Ω� '���	 ��
� ��
� λ ∈ S1� ��
�$�	�� 
� 
���
� ���������� ΣV � Uλ ∈ C∞(Ω,G) ��� �
�

dUλ = Uλαλ �� Uλ(z0) = 1.

'��	� �� �$�	�� 
� ������� (Xλ)λ∈S1 �������	���	 ΣV ���� �� ρX �	�
��������
� ������ ��� Uλ = (Fλ, Xλ)� ��� �
� X = X1 (�� 	
���	���
�
� X(z0) = 0)� �� �
��� 	� X ����� 
� ����� ���
���� (��	�� 	���
����
�� �!�� P1 �
 P2) �� z ∈ Ω� �� �� �	� �� �&�� ��
� Xλ ��
� ��
�
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λ ∈ S1� '
������� ��� �� �!�� ��
� ����� z ∈ Ω �	� �� �&�� ��
� ��
��	
��	 �����	���	 Xλ�

,����	������� F C
 �D� �����
	$�� 
� �������� ��������� �� ��
�����$�� $� ��� λ ∈ S1, αλ ��� � ��
��� ���� g̃� �� $��� � (αλ)′−1 =
λ−1α′−1� $�����

"'"' �8�)����� )������.� 3*���)��. .� ��� *���)��.4' 4�	� X �� 	�(
����	�� ΣV �� Ω �	��
����� �������� 1����� (E1, E2) = efR−1

ρ (q, q′)�
&
��� E2 = E↓.E1 	���� �� ������ E1 =

(
x
y

) = 0 �� � E2 =
(−y

x

)
� &
���

���	���� $� dX = Rρ(E1du + E2dv) ��� ������� �� ���	���

�;" 0 =
∂E1

∂v
− ∂E2

∂u
+
(

0 0
0 Rγv

)

E1 −
(

0 0
0 Rγu

)

E2

�- γ = γudu + γvdv = dρ.ρ−1� �� $	 �����	� ������

�/<"

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∂x

∂v
+

∂y

∂u
= 0

∂y

∂u
− ∂x

∂v
+ y.γv − x.γu = 0

.

#� �� ������� �� �������� ����� �$��	�� �� �	
	���� 
� ��
�������
U = (Rρ, X)� &
��� �� �

α = U−1.dU =
((

0 0
0 Rγ

)

, E1du + E2dv

)

.

1����� E = 1
2(E1− iE2) = 1

2(
(x
y

)− i
(−y

x

)
) = x.ε+y.(LE↓ .ε) = (x+ iy).ε�

#� � �
��� .

α′
−1 = Edz, α′′

1 = Ē.dz̄,

α0 = Diag

(
1
2
Rγ ,

1
2
Rγ

)

, α2 = Diag

(

−1
2
Rγ ,

1
2
Rγ

)

.

1��8����� 
��$��	�� dα + α ∧ α = 0 �� g−1� �� ���	��� .

�//"
∂E

∂z̄
+

1
2

(
Rγ( ∂

∂z̄
) 0

0 Rγ( ∂
∂z̄

)

)

.E +
1
2

(
Rγ( ∂

∂z
) 0

0 −Rγ( ∂
∂z

)

)

.Ē = 0.

#� ���	%� ���	
����� $� ����� �$��	�� ��� �$	��
���� � �;"� 0�� �

���
��	������� �	
	��� 
� �������� ? ��� �����	�� ����� �$��	���

4�	� g : Ω → G� α, β : Ω → (R∗
+)2� �� θ : Ω → R ��
 $�

(E1, E2) = (g · (α, β) · (q0, q
′
0)) · Rθ

�- (q0, q
′
0) =

((
1√
2

I√
2

)

,

(−I√
2

1√
2

))

��� �����
�� �� �- �� ���	� H = R ⊕
RI ⊕ RJ ⊕ RK ��� �� ��� ��������� 
� i ��� ����
���� ��������� ��

� ����
��	%���	�� ���� ��
	 �� H� ����� ρ(q0, q

′
0) = ρ(E1, E2) = 1�
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�� � ρ̃(g) = 1 	���� g = Diag(RaLc, RaLc)� #� ��� ���	 ���	�� $�
E = 1

2(E1 − iE2) = eiθg.((αx0 + iβy0).ε) �
��� �//" �����	�

eiθ

[

i
∂θ

∂z̄
g · ((αx0 + iβy0) · ε) +

∂g

∂z̄
· ((αx0 + iβy0) · ε)

+ g ·
((

∂α

∂z̄
x0 + i

∂β

∂z̄
y0

)

· ε
)]

+
1
2
eiθ

(
Rγ( ∂

∂z̄
) 0

0 Rγ( ∂
∂z̄

)

)

· g · ((αx0 + iβy0) · ε)

+
1
2
e−iθ

(
Rγ( ∂

∂z
) 0

0 −Rγ( ∂
∂z

)

)

· g · ((αx0 − iβy0) · ε̄) = 0

�� $	 �����	� ������� ��� ��
�
 ��	� �� �� ������	���� ��� eiθ.g .

i
∂θ

∂z̄
A + δ(

∂

∂z̄
)A + A α̃(

∂

∂z̄
) +

∂A

∂z̄
�/5"

+
1
2
A

(

aγ(
∂

∂z̄
)a−1

)

+
e−2iθ

2
Ā

(

aγ(
∂

∂z
)a−1

)

= 0

�- �� � ���� A = αx0+iβy0 = 1√
2
(α+iIβ)� α̃ = da.a−1� δ = c−1.dc� ���

	������� α̃� δ �� γ′ = aγa−1 ���� 
�� ���������� $	 	�����	������ ����

� ����� �� '����(������� F−1.dF � � ��
������� F �� ρX � ������
��� �B"� &	��	� �� ��� ����	����� $� 
��� ������	� ρX � ����	� �� 
�
�����������	�� �� A�	�������� ��� 
������� ������	$� S3 = G0/G0

0 ����
 "!"� �
��� ��
� ��� ����� 
� ����� �� '����(������� F−1.dF � �� ��
��� ���� ����	����� α̃� δ �� γ′ ����� ��� ����������� 
�� 	�������
����� �
��� θ �� A� ���������� 	
 � � �
��� � ����
��� �� ������	�	
	��
�	�$� A ∈ (R ⊕ RI) ⊗ C�

0' ����2. �. *)�.��

0'!' ��/������� .� ���)�����'

��/������ 0' 4�	� G � ����� �� �	�� �� ����

��� ����� �� 
�����
�� G� 
� ����� C∞(S1, G) $� 
��� ������ ΛG ����  !&!"�
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���� ����� ���� 
�� ������ ����	����� ���� G, G0, G0
0, G0

2� #� ��%�	�

�� ������ �	����� .

ΛGτ = {[λ �→ Uλ] ∈ ΛG/Uiλ = τ(Uλ)}
ΛGC

τ = {[λ �→ Uλ] ∈ ΛGC/Uiλ = τ(Uλ)}
Λ−
∗ GC

τ = {[λ �→ Uλ] ∈ ΛGC

τ /Uλ �� ���
���� �� �� �����	�� ��
�������

�� 
� ����
������	�� � �	�$� �	�� �� U∞ = 1}
Λ+GC

τ = {[λ �→ Uλ] ∈ ΛGC

τ /Uλ �� ���
���� �� �� �����	�� ��
�������

�� 
� �	�$� �	�� }
Λ+
BGC

τ = {[λ �→ Uλ] ∈ ΛGC

τ /Uλ �� ���
���� �� �� �����	�� ��
�������

�� 
� �	�$� �	�� �� U0 ∈ (B, 0)}
�- B ��� � ���(����� �� G0� �� ���	��� ���
���� �� ��%�	� 
��
�
������ �� �	� �	������ .

Λg̃C

τ = {[λ �→ αλ] ∈ Λg̃C/αiλ = τ(αλ)}
Λg̃τ = {[λ �→ αλ] ∈ Λg̃C

τ /αλ ∈ g̃, ∀λ ∈ S1}
Λ−
∗ g̃C

τ = {[λ �→ αλ] ∈ Λg̃C

τ /αλ �� ���
���� �� �� �����	�� ��
�������

�� 
� ����
������	�� � �	�$� �	�� �� α∞ = 0}
Λ+g̃C

τ = {[λ �→ αλ] ∈ Λg̃C

τ /αλ �� ���
���� �� �� �����	�� ��
�������

�� 
� �	�$� �	�� }
Λ+

b g̃C

τ = {[λ �→ αλ] ∈ Λg̃C

τ /αλ �� ���
���� �� �� �����	�� ��
�������

�� 
� �	�$� �	�� �� α0 ∈ (b, 0)}.
�- b ��� �� ���(�
����� �� �	� �� g0�
#� ��	� $� 
� ����	�	�� αiλ = τ(αλ), ∀λ ∈ S1 ��� �$	��
���� � α̂k ∈
g̃C

k ��� 4 ���� αλ =
∑

k∈Z
α̂kλ

k� 3� ����� �� � Λg̃C
τ = Λ−∗ g̃C

τ ⊕ Λ+g̃C
τ �

�� $	 ������ �� ��%�	� �� ���8���	�� .[.]Λ−∗ g̃C
τ
: Λg̃C

τ → Λ−∗ g̃C
τ � #� ���

�
��� �����	�� 
� ���
��� �� 
� ����	�� ���������� .

����**)��. "' #��� α 
�� 1"����� 	
� Ω � ����
�	 ���	 g̃ �
� �����
���
 � 
�� �����	��� ΣV ���� �� ρX �	� ��������
�� (� �
� �����	����
����	 
�� 1"����� � ����
�	 ���	 Λg̃τ � αλ � �
� ����*� ����
����� ��
��
��
�� �
��� (=), �� ����� �
�

[

αλ

(
∂

∂z

)]

Λ−∗ g̃C
τ

= λ−2α̂−2

(
∂

∂z

)

+ λ−1α̂−1

(
∂

∂z

)

[

αλ

(
∂

∂z̄

)]

Λ−∗ g̃C
τ

= 0

��

α̂−1

(
∂

∂z

)

= 0.
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1�������
������ � ��
�� 1"����� αλ ∈ Λg̃τ ����*��� ��	 ���������	 ���"
��	���� �� 1"����� α = α1 �
� ����� ���
 � 
�� �����	��� ΣV ���� ��
ρX �	� ��������
�� �� �
���� �� �$�	�� 
�� 
���
� �������� Uλ : Ω → ΛGτ

��� �
� dUλ = Uλαλ �� Uλ(z0) = 1� Uλ 	��� ������� 
�� �$������� ΣV

�� U = U1�

,����	������� F ����� �� �����$���� 	����	��� � �������� /<
�� � ��	� $�� ����� α ��� ���

�� �� � α̂k = α̂−k� $�����

0'&' 
6���,�.� �. �����2������� �. +���2.' 3��	���� 
�� �����(
���	�	��� ��CK���K� ��� �	:������ ������ $� 
��� � ���������� .

{Ra, a ∈ S3}C = {Ra, a ∈ S3}.BR

{Lc, c ∈ S3}C = {Lc, c ∈ S3}.BL.

#� �����$� $� BR �� BL ��������� 3��	��� �� �

SO(4)C = {RaLc, a, c ∈ S3}C = SO(4).(BRBL).

&
��� �� �� ���	� G0C = G0.B �� G0
0
C = G0

0.B0 ����

B =
{(

AC 0
0 BC

)

, A, B ∈ BR, C ∈ BL

}

B0 =
{(

AC 0
0 AC

)

, A ∈ BR, C ∈ BL

}

.

4�	� F = Diag(A, B) ∈ G0C
� �A, B ∈ SO(4)C" �
��� �� � τ(F ) =

−LE↓FLE↓ = Diag(B, A)� &	��	 �	 (λ �→ Fλ) ∈ ΛG0C
� �
��� Fλ ∈

ΛG0
τ

C
�	� �� ��
����� �	� �� ���	���� Fλ =

∑
k∈Z

F̂2kλ
2k �� � F̂4k ∈

{Diag(RaLc, RaLc), a, c ∈ H⊗C} �� F̂2k ∈{Diag(RaLc, −RaLc), a, c ∈
H⊗C}� 3� ����	�
	��� �	 (λ �→ Fλ) ∈ Λ+

BG0
τ

C
�
��� � ����� F0 ∈ B� ��

�� ���	� $� F0 ∈ B0� ���� Λ+
BG0

τ
C = Λ+

B0
G0

τ
C

�

#� �� �	
	��� 
� �������� �	���� ����  !&!" �� 
�� ������ �� 
������


6���,�. !!' #��� G 
� ���
�� ��  �� �������� GC 	�� ������$�*�
�� GC = G.BG 	� �������	����� ��(2�	�2�� '���	
3�4  � �������� ����
��

ΛG × Λ+
BG

GC −→ ΛGC

(φλ, βλ) �−→ φλ.βλ

�	� 
� ��3��������	���
3��4 (� �$�	�� 
� �
���� CG �� ΛGC ��� �
� �� �������� ����
��

Λ−∗ GC × Λ+GC −→ CG

(φ−
λ , φ+

λ ) �−→ φ−
λ .φ+

λ

�	� 
� ��3��������	���

#� �� �� ���	�� .
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6���,�. !&'
3�4  � �������� ����
��

ΛG0
τ × Λ+

B0
G0

τ
C −→ ΛG0

τ
C

(Fλ, Bλ) �−→ Fλ.Bλ

�	� 
� ��3��������	���

3��4 (� �$�	�� 
� �
����
−→
C �� ΛG0

τ
C
��� �
� �� �������� ����
��

Λ−∗ G0
τ

C × Λ+G0
τ

C −→ −→
C

(F−
λ , F+

λ ) �−→ F−
λ .F+

λ

�	� 
� ��3��������	���

,����	������� �
 �������� /5 F
�	" ������� 
� �������� //� 
����
	���	�� (Fλ, Bλ) ∈ ΛG0×Λ+

BG0C �−→
Fλ.Bλ ∈ ΛG0C

��� � �	:�������	���� 4�	� Uλ ∈ ΛG0
τ

C
�
��� Uλ =

Fλ.Bλ ���� (Fλ, Bλ) ∈ ΛG0 × Λ+
BG0C

�� Fiλ.Biλ = τ(Fλ)τ(Bλ) ��

τ(G0) ⊂ G0 �� τ(B) ⊂ B ���� τ(Fλ) ∈ ΛG0� τ(Bλ) ∈ Λ+
BG0C

��
������� 
� �������� //� 	
 � � �	�	�� �� 
� ��������	�	�� ���- Fiλ =
τ(Fλ), Biλ = τ(Bλ)� %��
����� Fλ ∈ ΛG0

τ � B ∈ Λ+
BG0

τ
C = Λ+

B0
G0

τ
C

��

$	 �������� �	"�

�		"
−→
C = Λ−∗ G0

τ
C
.Λ+G0

τ
C

��� 
�	���� ��� � �	:�������	��� ���
	

����� ��� 
� �������� //" �� Λ−∗ G0
τ

C × Λ+G0
τ

C
���� ����� �� ���(

���	��� �� ΛG0
τ

C
�	:�������� � Λ−∗ G0

τ
C ×Λ+G0

τ
C

� 3� ����
−→
C = CG0 ∩

ΛG0
τ

C
���� ����� � ����� �� ΛG0

τ
C

� $�����

1������ ��	������� �� ���
	���	��� �D��� .


6���,�. !"'
3�4 �� � �� �������	����� 	
������ �

ΛGC

τ = ΛGτ .Λ+
B0
GC

τ

3��4 (� �$�	�� 
� �
���� C �� ΛGC
τ ��� �
��� ��� �� �������	����� 	
�"

����� �

C = Λ−
∗ GC

τ .Λ+GC

τ

,����	������� F C
 �D� �� ��������� ��� ��� ��� 
� ���������(
�	�� ��	�� ����   !� �� ����
����� Lj ��� LE↓ � $�����

0'"' �.2���.��)���� �. =.�.����)��' 0�� �

��� �	��� 
� �*��
�������� $� ����   ! �	���� �	
	��� 
�� �������� ��  "! �� 
�� ��������"�
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0'"'!' ���.���.* 6�*����26.'

��/������ 1' 4�	� μ �� /(����� �� Ω � ��
��� ���� Λg̃C
τ � �
��� ��

�	�� �� μ $� ����� � ������	�
 ��
������� �	 �� �

μλ =
∑

n≥−2

μ̂nλn

���� μ̂n = μ̂n( ∂
∂z )dz �- μ̂n( ∂

∂z ) ��� ��
��������


6���,�. !0' #��� U = (F, X) 
� ���������� ΣV ���� �� ρX �	�
��������
� �� Uλ = (Fλ, Xλ) : Ω −→ ΛGτ 	�� �$���	��� ΣV (Ω �	�
	��������� �����$�� �� � ����	� z0 ∈ Ω �� Uλ(z0) = Id ∀λ ∈ S1)�
'���	 �

• (� �$�	�� 
�� �������� ���������� Hλ : Ω → ΛGC
τ �� 
�� ��������

Bλ : Ω → Λ+
B0
GC

τ ��� �
� Uλ = Hλ.Bλ�

• �� �
��� �� ����� �� 0�
���"����� μλ = H−1
λ .dHλ �	� 
� ���������

���������� � �� ���� �
� ���	� 
� ��������� ���������� ��
� Uλ �

,����	������� F ����	������ �� Hλ �� Bλ ��� ��
	�� � 
� ����
�	��
�� 
��$��	�� .

0 =
∂UλB−1

λ

∂z̄
= Uλ

(

αλ

(
∂

∂z̄

)

− B−1
λ

∂Bλ

∂z̄

)

B−1
λ

$	 ��� �$	��
���� �

∂Bλ

∂z̄
= Bλ

(
α0 + λα1 + λ2α2

)
(

∂

∂z̄

)

,

���� 
� ������	��� $� (λ �−→ Bλ(z)) ∈ Λ+
B0
GC

τ ��� ��� z ∈ Ω� ����	�(

����� �� Bλ �����	��� �� �	���� 
�� �*��� �������� $�  "!� 1��
������� $� μλ ��� � ������	�
 ��
�������� 	
 �D� �����	�� .

μλ = H−1
λ .dHλ = Bλ(αλ − B−1

λ .dBλ).B−1
λ

�� ���	
	��� 
� ��	� $� (λ �−→ Bλ(z)) ∈ Λ+
B0
GC

τ �� $� z �→ Hλ(z) ���
��
�������� $�����

C���������� ��� ������	�
 ��
������� ����	� �� ������ ΣV ����

� ρX ��� ������	$� .


6���,�. !1' #��� μλ 
� ��������� ����������� z0 ∈ Ω �� H0
λ 
��

���	����� ���	 ΛGC
τ (��� �$����� H0

λ = Id)� '���	
4 (� �$�	�� 
�� 
���
� �������� ���������� Hλ : Ω −→ ΛGC

τ � ��� �
�

dHλ = Hλμλ et Hλ(z0) = H0
λ.

4 �� ������
��� �� �������	����� ΛGC
τ = ΛGτ .Λ+

B0
Gτ � Hλ(z) ��
�

����
� z� �� ������� ��
$ ��������	 Uλ : Ω −→ ΛGτ �� Bλ : Ω −→
Λ+
B0
Gτ ��� �
� Hλ(z) = Uλ(z).Bλ(z) ∀z ∈ Ω� '���	 Uλ �	� 
��

�$���	��� ΣV ��
�� 	
����� ΣV ���� �� ρX �	� ��������
� (��
��

�
� α̂−1 = 0)�
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4 ,� ��
	 μλ �	� 
� ��������� ���������� ��
� Uλ�

,����	������� F #� � dμλ = 0� �� �
� μλ( ∂
∂z̄ ) = 0 	��
	$� μλ ∧

μλ = 0 ���-
dμλ + μλ ∧ μλ = 0,

�� 	
 ��	��� ���� �� �	$� �����	�� ��
������� Hλ : Ω −→ ΛGC
τ ��


$�

�/7" dHλ = Hλ.μλ

�� Hλ(z0) = H0
λ� 3��	���� 
� ��������	�	�� � �������� /7 ��� Hλ(z),

z ∈ Ω . 	
 ��	��� � �	$� ���
� (Uλ, Bλ) ∈ ΛGτ × Λ+
B0
GC

τ ��
 $�

Hλ(z) = Uλ(z).Bλ(z)� &
��� �� �	
	���� �/7"� �� �

�/@" U−1
λ .dUλ = Bλ(μλ − B−1

λ .dBλ)B−1
λ

1����� α = U−1
λ .dUλ� &
��� �/@" ��� �	� $� αλ ��	� �����	�� ��� 
�

�����
αλ =

∑

n≥−2

α̂nλn

'�	� ����� αλ ��� ���

� ��� ��%�	�	��� �� � α̂n = α̂−n �� ����

αλ = λ−2α̂−2 + λ−1α̂−1 + α̂0 + λα̂1 + λ2α̂2.

�� �
�� �� �	
	���� B−1
λ = B̂−1

0 − λB̂−1
0 B̂1B̂

−1
0 + · · · � 	
 ���
�� �������

�/@" $�

α̂−2 =B̂0μ̂−2B̂
−1
0 �� α̂−1 =B̂0μ̂−1B̂

−1
0 +B̂1μ̂−2B̂

−1
0 −B̂0μ̂−2B̂

−1
0 B̂1B̂

−1
0 ,

����� � �	�� .

α̂−2 = B̂0μ̂−2B̂
−1
0

α̂−1 = B̂0μ̂−1B̂
−1
0 + [B̂1B̂

−1
0 , B̂0μ̂−2B̂

−1
0 ] .

&	��	 �� ��	� $� α̂−1 �� α̂−2 ���� ��� �/�<"(������� �� �
� ����� αλ

���	%� ������	$����� 
� ����	�	�� dαλ+αλ∧αλ = 0 �
��� 
� ����

�	��
7 	��
	$� (���� $� α̂−1 = 0 ( $� Uλ ��� �� ������	�� ΣV ���� 
�
ρX ��� ������	$�� 3�%� ����� Uλ = Hλ.B−1

λ � �� ��	� $� μλ ��� �
������	�
 ��
������� ��� Uλ� $�����

0'0' ���.���.* �������26.' �� ������	�
 ��
������� ������	� �
�������� /B ��� 
�	� ��*��� �	$�� #� ��� �����	�� � ��
� �� 	��
���

�� ������	�
� ������������

��/������ #' )� ������	�
 ���������� ��� �� /(����� ����������
�� Ω � ��
��� ���� Λg̃C

τ $	 �����	�

μλ = λ−2μ̂−2 + λ−1μ̂−1.


6���,�. !#' #��� Uλ : Ω −→ ΛGτ 
�� �$���	��� ΣV (���� ��
ρX �	� ��������
�)� '���	 �� �$�	�� 
�� 	
��� �� �����	 �	���	 �� Ω �
S = {an, n ∈ I} ��� �
� �



3�� �������� ���� !

4 ∀z ∈ Ω � {an, n ∈ I}, Uλ(z) ∈ C = Λ−∗ GC
τ .Λ+GC

τ �
4 ,� ��
	 ��	 ��������	 U−

λ : Ω � {an, n ∈ I} −→ Λ−∗ GC
τ �� U+

λ : Ω �

{an, n ∈ I} −→ Λ+GC
τ ���	� ��*���	 	��� ����������	 �

4 �� �
��� U−
λ 	������ �� 
� �������� ���������� 	
� Ω�

4 #� ����� �� 0�
���"����� μλ = (U−
λ )−1dU−

λ �	� 
� ��������� ��"
���������

,����	������� F ����� �� �	��
� �������	�� �� 
� ����������	��
��  "!� $�����

�.�)�8�. $' �� ������	�
 ���������� ��� �	$� ��� �	�	�� ��

� ��������	�	�� Uλ = U−

λ .U+
λ � ������ ����� �� ��� �������� Xλ ��

���
	$��� 
� ������� � �������� /B � μλ� 3� �:��� ����� �� ���
��8��� ������� $� Uλ(z0) = Id� �� � U−

λ (z0) = Id ���� U−
λ ���

��
�	�� �� μλ = (U−
λ )−1.dU−

λ , U−
λ (z0) = Id. 3� ����� �� ��� ���	��

U+
λ = BλH ���� H ∈ C∞(Ω � S, G0

0) �� Bλ ∈ C∞(Ω � S, Λ+
B0
GC

τ )� �
���

�� � U−
λ = Uλ(U+

λ )−1 = (UλH−1)B−1
λ ��	� UλH−1 ��� 
� ����	� ΛGτ

���� 
� ��������	�	�� �� U−
λ �	���� ΛGC

τ = ΛGτ .Λ+
B0
GC

τ �� Ω � S ��

UλH−1 ��� � ��
������� �� Xλ�

1' �. 5.��.�� ����-��. ��;.��.

#� �� ������� �� ��
�
�� 
� ������ ������ ������� ���� ������
ΣV �

4�	� X : Ω ⊂ R
2 → R

8 �� 	�����	�� �������� ΣV � &
��� �� �

H =
e−2f

2
�X =

e−f

2

(
∂q

∂u
+

∂q′

∂v
+ fuq + fvq

′
)

.

1����� (E1, E2) = R−1
ρ (q, q′)� �
���

H =
e−f

2
Rρ

[
∂E1

∂u
+

∂E2

∂v

+
(

0 0
0 Rγu

)

E1 +
(

0 0
0 Rγv

)

E2 + fuE1 + fvE2

]

���� ����� �����	��� γ = dρ.ρ−1� 3� ����� �� ���	���� $� d(dX) =
0� �� �

∂E1

∂v
− ∂E2

∂u
+
(

0 0
0 Rγv

)

E1 −
(

0 0
0 Rγu

)

E2 + fvE1 − fuE2 = 0,

���
	$��� 
����������	��� LE↓ � ����� �$��	��

∂E1

∂u
+

∂E2

∂v
+
(−y.γv

0

)

+
(

x.γu

0

)

+ fvE2 + fuE1 = 0.
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C�8������ ��
� ���� 
��������	�� �� H .

H =
e−f

2
Rρ

(
y.γv − x.γu

y.γu + x.γv

)

=
e−f

2
Rρ

[(−Rγu 0
0 Rγu

)

E1 +
(−Rγv 0

0 Rγv

)

E2

]

.

3� ������ γd = dρ.ρ−1 �� γg = ρ−1.dρ� �� ��� �����	�� ��
� ��� 
�
�����

H =
e−f

2
Rρ

[(−Rγd
u

0
0 Rγg

u

)

q +
(−Rγd

v
0

0 Rγg
v

)

q′
]

.

#' ���:)�.� ωI<������2.�> ρ<6)�����8�.�

#'!' �. 2������ 5.�����.* �. O .� *. +���2. Spin(7)' ����	������


����
	���	�� A : u ∈ C� O �→
(

Lu 0
0 −Lu

)

∈ 3��R(O) ⊕ 3��R(O)� #�

���	%� $� A(u)2 = −|u|2Id� &	��	� A ��� �� ���
	���	�� �� �
	:���
�� �� ������ $��

� �� ���
���� �� � 	�������	��� ���
����� Cl(7) ∼=
3��R(O) ⊕ 3��R(O) ����  0!"� #� � �� �
� Cl(7)��	
� ∼= 3��R(O) ��
Spin(7) ��� 
� ����� �������� ��� {Lu, u ∈ S(C� O)}� ������ �����
g ∈ SO(8) ������	��� � Spin(7) �	� �� ��
����� �	�

∀u ∈ C� O = R
7, ∃w ∈ C� O = R

7

g Lu g−1 = Lw

����� �����	��� ��� ����� ���	 
� �����������	�� ������	�
 �� Spin(7)�
χ : Spin(7) −→ SO(7) ����*������ �	�����
 �� SO(7)" . ∀g ∈ Spin(7),
∀u ∈ C� O

�/B" Lχg(u) = g Lu g−1

�� $	 ����� χg(u) = g(ug−1(1))� #� � �
��� $� g ∈ O(O) ��� ����
Spin(7) �	� �� ��
����� �	�

�/?" g(uv) = χg(u)g(v)

��� ��� u, v ∈ O ��� ���� χg(1) = 1"� ����	������ ��	������� 
�
����	� ������	�
 �� O .

q × q′ = −C� (q.q̄′) = C� (q′.q̄)

��� q, q′ ∈ O� ����� �� ���
	���	�� ���	������	$� �� O×O ���� C� O�
&	��	 �

� ��%�	� �� ���
	���	��

ρ : Gr2(O) −→ S(C� O)
q ∧ q′ �−→ q × q′



31� �������� ���� !

�� 
� ��������	���� ��� �
��� ��	����� �� O ���� S6 ⊂ C� O� �� ���(
��	��� ����������
� $	 �� ��� ��������� �� ��	�� ���� � ����� �
�
������
 �� $� 
��� � ��8� ��	� ��� 
�� ������� ΣV ��� 
� �	�����

�/>" ∀g ∈ Spin(7), (g.q) × (g.q′) = χg(q × q′).

3

� ��� �	�� $� 
� ����	� ������	�
 ��� Spin(7)(�$	���	��� �
���$�
Spin(7) ��	� �� O × O �� ���	��� �����

� �� �� C� O = R

7 ���

�	�������	�	�� �� χ"� 3� ����	�
	�� 
���$� 
��� �� ������	�� �� ��(
�	��� �� Spin(7) �� Gr2(O) �� �� S6 = S(C� O) �
��� ρ ��� Spin(7)(
�$	���	�����

1�� ��� ���
� ���������� �� O� �� � ρ(q, q′) = −q.q̄′ �� ����
q′ = ρ.q� &	��	 
�������
� ��� ���
�� ����������� �� O ��� �	:��������
� S6 × S7� �� �
�� �� �����

� $� 
��� � ��� ��� (q, q′) ∈ O

2

q × q′ = −
7∑

i=1

ωi(q, q′)ei .

����	������ ��	�������� ��� I � {1, 2, . . . 7}� 
�� ������
��

VI = {(q, q′) ∈ S7 × S7/〈q, q′〉 = ωi(q, q′) = 0, i ∈ I}
QI = {P ∈ Gr2(O)/ ωi(P ) = 0, i ∈ I}.

#� � QI = VI/SO(2) , �� ρ(QI) = SI = S(
⊕

i/∈I Rei)� 3� ����	�
	��

VI
∼= S7 ×S6−|I|� 1�� I = ∅� �� � Q∅ = Gr2(O)� 1�� I = {1, 2, 3} ��

������� 
�������
� Q ���	� ���� 
� ����	�� 5�
��������� 
� ���(������ GI � �� Spin(7) $	 �������� 
�� ωi� i ∈

I� g ∈ Spin(7) �������� ωi �	� �� ��
����� �	� 	
 ������ ���� Lei �
gLeig

−1 = Lei � �� $	 ��� �	�� $� χg(ei) = ei� ����� � �	�� $�	
 ��������
ei ��� ��� ���	�� �� S6� C
 �� ���
�� $� GI = χ−1(SO(

⊕
i/∈I Rei)) �

χ−1(SO(7 − |I|)) = Spin(7 − |I|)� &	��	 GI ��	� �� QI �	��	 $� $�
�� SI �� 
� ����	� ������	�
 ρ : QI → SI ��� GI−�$	���	���� �� �
��
GI ��	� �����	�	������ �� SI � 3� ���� 
� ����	
	����� ��� ��	�� ��
S6 ��� 
����	�� �� Spin(7) ��	����	%� � χ−1(SO(6)) = Spin(6) �� ����
S6 = Spin(7)/Spin(6)� 1
� ������
����� �� � SI = GI/GI∪{k} �
Spin(7 − |I|)/Spin(6 − |I|)�

#� ��� ��8��� ����	����� �� ���� ������
	�� $� I = {1, 2, . . . , |I|}�
3� �:��� 
� ����� SO(7) ��	� �����	�	������ �� 
�� SI ���� I �� �*��
����	��
� ���� �� ������� 
�	���� ���	���$� ��� χ� �� ρ� �� ��	� $�
Spin(7) ��	� �����	�	������ �� 
�� VI ���� I �� ����	��
 %��� &	��	
$	��� � ��	�� ��	� � �
����� �� Spin(7) �� ��� ��8��� ����	�����

$� I = {1, 2, . . . , |I|}� SI = S6−|I|� �� GI = Spin(7 − |I|)�
�?.�2*. !' 1������ I = {1, 2, 3}� �� ������� 
� ��� ���	� ����


�� ����	��� ������������ #� � QI = Q � GI = Spin(4) = S3 × S3 ��
S3 � S3 × S3/S3 = Spin(4)/Spin(3)� 1
� ����	������� �� � � $�
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GI =
{(

Ra 0
0 Rb

)

, a, b ∈ S3

}

��

StabGI
(E↓) = GI∪{4} =

{(
Ra 0
0 Ra

)

, a ∈ S3

}

.

3� ����� �� � � $� 
����	�� �� GI �� S3 �����	�

χg(u) = āu b 	����

χ : Diag(Ra, Rb) ∈ Spin(4) �→ LāRb ∈ SO(4).

0�� �

��� ��	������� ������ �� ���� 
�� ����� ��� ����	�
���

<" 4	 I = ∅� �
��� GI = Spin(7) �� VI = St2(O) 
�������
� ���
���
�� ����������� �� O� �����	�� �� Spin(7) �� S6 ��� ������

��� χg(u) = g(u)g(1) ������� �/?"� Spin(7) ��	� �����	�	������ ��

�� ���
�� ����������� �� O� 3� �:��� 
����	�� �� Spin(7) �� S7

��� �����	�	�� �� Stab(1) = G2� �� ���� S7 = Spin(7)/G2� 3��	��

����	�� �� G2 �� S({1}⊥) = S6 ��� �����	�	�� �� StabG2(e1) =
SU(

⊕
i>1 Rei, Le1) � SU(3) �� ���� S6 = G2/SU(3)� #� ���	�

�
��� ���	
����� �� ��
� $� Spin(7) ��	� �����	�	������ �� St2(O)
�� StabSpin(7)(1, e1) = SU(3) �� ���� St2(O) = Spin(7)/SU(3)�
Gr2(O) = Spin(7)/(SO(2) × SU(3))�

/" 4	 I = {1} �
��� GI = Spin(6) = SU(4)� 3� �:��� ����� 
� ���(
����� �� Spin(7) $	 ������ ���� 
� ������� ����
��� Le1 � 	

��� ���� 	��
� ���� U(4)� ������ ���� ����� Spin(6) ��� �����(
��� � ���� Cl(6)� ��� 
�� u ·v� (u, v) ���
� ���������� �� R

6� �
���
����� (u · v)2 = −1� �	 �� ���� A 
� �����������	�� �� Spin(6)
���� 3��(C4) �
��� �� � A(u · v)2 = −Id� ���� A(u · v) ��� ��
������� ����
��� �� C

4 ���� detC(A(u · v)) ∈ {±1,±i}� �	��	
detC(A(Spin(6))) ⊂ {±1,±i}� 3�%� 
� ������	�� �� Spin(6) ��
� ��
�
 ��� �	����	��� ��� ����� A(Spin(6)) = SU(4)�
3� ����� Spin(6) = SU(4) ��	� �����	�	������ �� VI $	 �����
���� $� 
�������
� ��� ���
�� ����	�	��� �� (O, Le1) = C

4� ��
���� 	
 ��	� �����	�	������ �� QI � �� ����	
	����� ��� ���
�
(q, q′) ��� 	�������� � SU(2)� &	��	 V{1} = SU(4)/SU(2)� Q{1} =
SU(4)/(SO(2) × SU(2))�

5" 4	 I = {1, 2}� �
��� GI = Spin(5) � U(2, H)� 3� �:��� ����� 
�
���(����� �� Spin(7) $	 ������ ���� I1 = LI↑ �� I2 = LJ↑
���� ���� I3 = I1I2 ���	� C
 ��� ���� 	��
� ���� 
� ����� ���
��������	���� H−
	���	��� ��� 
� ������� �� H−������ ���(
���	�
 �� O ��%�	� ��� I1, I2, I3 , ��	� 	
 ��� ���	 	��
� ����
SO(8)� 	
 ��� ���� 	��
� ���� 
� ����� ��� H−��������	����
�� O $	 ���������� 
� ����� ����	�	���� $�����	��	$� C =
〈·, ·〉+ 〈·, I1·〉i + 〈·, I2·〉j + 〈·, I3·〉k� $	 ��� � ���8�� �� U(2, H)�
3��	�� � ��
�
 ��� �	����	��� �� 
� ������	�� ��� ��� ������
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���������� �� ����
�� $� Spin(5) � U(2, H)� Spin(5) ����	�
��� �����	�	������ �� V{1,2} ��� Spin(5) �������� 
� ����� C ��
��	� 
	������� �� �����	�	������ �� 
�� %���� �� C� ����	� $�
C(V{1,2}) = [−1, 1]k� &	��	 
�� ���	��� ���� ��������	���� ��� 
�

�����	�� C $	 �� V{1,2} ��� C(q, q′) = 〈q, I3.q
′〉k �� ���$� ��(

�	�� ��� �	:�������� � Spin(5)�
7" �� ��� I = {1, 2, 3} � ��8� ��� 
�������� ���	� ���� 
�� ����	���

������������ #� 
�� �����
� ���� 
������
� /� 3� ���� ��8�����
$� ������� 
� ����	�� 5 ���� 
� ����������	�� � �������� B"� 
�
����� Spin(4) ����	� ��� �����	�	������ �� Q� �� $� 
�� ���	���
���� ��������	���� ��� 
� �����	�� r : q ∧ q′ �→ Im(x.x̄′)� C
 � �
�
��� �� ���	�� �� �	����	�� ? . G.P1 = r−1(0)� �� S2−���	

�
�����	��� �� �	����	�� B� ���� 
� ���	�� ��� G.P2 . {P/r(P ) =
u/2}� u ����	���� S2� �� ��%� �� ���	

� �����	�� �� �	����	�� ?�
��

�� ��
 $� 0 < |r| < 1/2�

@" 4	 |I| = 4� �� � � $� GI = Spin(3) = {Diag(Ra, Ra), a ∈ S3}�
�����	�� �� Spin(3) �� S2 �����	� χg(ρ) = āρ a 	�� χ : Diag(Ra, Ra)
∈ Spin(3) �→ LāRa ∈ SO(3)�

B" 4	 |I| = 5 �
��� GI = Spin(2) = {Diag(Reiθ , Reiθ), θ ∈ R}� ����(
�	�� �� Spin(2) �� S1 ��� ������ ���

χg(eiβ) = e−2iθ.eiβ


�	����	%���	�� ����� C �� Re6 ⊕ Re7 ����� ae6 + be7 �→ a + ib�

?" 4	 |I| = 6� �
��� GI = {±Id}� SI = {±e7} �� VI = {(q,±Le7q), q ∈
S7}�

#� � ����	�� ��� ����	�� ���� 
� ��� ������
 �� $� 
��� � ��	� ���(
���������� �� ��%�	� �� ���
	���	�� ρ̃ : GI → SI � 4�	� ���� I �

{1, . . . , 7} �� e ∈ SI = S(
⊕

i/∈I Rei)� �	���� ��� $� 
�� ������ ��	���
%���� �� ��	� ��� ����� $� e = e|I|+1 ��� �������� ����� �� �� �

� ���	� $� I = {1, . . . , |I|}"� 1����� �
���

ρ̃I(g) = χg(e)

��� ��� g ∈ GI � �
��� ρ̃I(GI) = SI �� ��� ������� � $��	��� ρ̃I

��%�	� 
�	�������	��� GI/GI∪{k} � SI � �� �
� �� �

ρ(g−1.q, g−1.q′) = e ⇐⇒ ρ̃I(g) = ρ(q, q′).

3� ���� ρ(q, q′) = e ⇐⇒ q′ = Leq�

#'&' �*+,-�.� �. ��.' ����������	��� 	����	�� �� Spin(7)� intLe �
����	
	�� GI � 3� �:��� ��	� g ∈ GI � �
��� ��� i ∈ I �� �

Lei(Le g L−1
e )L−1

ei
= Lei(Le g Le)Lei = (−LeLei) g (−LeiLe)
= Le(Lei g L−1

ei
)L−1

e = Le g L−1
e

�	��	 Le g L−1
e ������ ���� Lei , i ∈ I ���- Le(GI)L−1

e ⊂ GI � ���
�����
�� �	� �� GI � gI = spin(7−|I|) ��� ����
� ��� Ad Le �� �� � (Ad Le)2 = Id
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���� �

� �� ��������� �� ����� �	����� ��� ��� ���(������� �������
�����	�� �� ��
��� ������� ±1 �������	������ .

gI = g0(I) ⊕ g2(I)

����

g0(I) = ker(Ad Le − Id) , g2(I) = ker(Ad Le + Id).
#� ������ gk = gk(∅)� k = 0, 2� �	��	 spin(7) = g0 ⊕ g2� 1�� |I| = 5�
�� � intLe = −Id ���- g2(I) = 0� 1�� |I| = 6� �� � gI = 0�
����	������ ��	������� 
� ����� G = ASpin(7) ��� 	������	�� �D���
�� O ���� 
� ����	� 
	���	�� ��� ���� Spin(7) �� �
� ������
����� GI =
AGI �� g(I) ��� �
����� �� �	�� 4�	� τe 
���������	��� 	����	�� ��
GI ��%�	 ��� (−Le, 0)� C
 	��	� � ��������	��� ������� @ �� g(I) �	

��� ������� @ ��� ��� |I| �*�� ��� |I| = 5 �� ?� ��� �� O� Le ���
������� @" �� $	 ����� �� ��������	�	�� �� gC(I) = g(I)⊗ C �	����

�� ������� ������� �� τe �����	�� �� ��
��� ������� ik, −1 ≤ k ≤ 2�
#� ������ gC

k (I) ��� ������� �������� ��� ������� ������� �����	�� ��

��
��� ������� ±1 �� ��������� ��� �� I� �� 
�� ������ �	��
����� gC±1�
#� � �
���

gC−1 = ker(Le − iId) , gC

1 = ker(Le + iId)
gC

0 (I) = g0(I) ⊗ C , gC

2 (I) = g2(I) ⊗ C.

#� � [gC

k (I), gC

l (I)] ⊂ gC

k+l ����(I)� �	�$� τe ��� � ��������	����

#'"' ���:)�.� ωI−������2.� .� ρ−6)�����8�.�'

��/������ $' 4�	� Σ �� ������ 	������� �� O� �
��� 	
 
	 ���
�����	�� �� ���
	���	�� ρΣ : Σ → S6 ��%�	� ��� ρΣ(z) = ρ(TzΣ) 	����
�	 X : Σ → O ��� �� 	�����	�� �
��� ρΣ = X∗ρ� #� �	�� $� Σ ���
ρ−������	$� �	 ρΣ ��� ������	$�� 4�	� I � {1, . . . , 7} �
��� �� �	��
$� Σ ��� ωI−	������� �	 ∀z ∈ Σ, TzΣ ∈ QI ��	 I = ∅ 	
 ��� � ����
����	�	��"� ���� �� ���� ρΣ ��� � ��
��� ���� SI ⊂ S6�

��/������ %' #� ����

��� ��
������� ωI−	������� ��	 I = ∅ ��
�	�� ��
����� ��
�������" �� ���
	���	�� U = (F, X) : Σ → GI ��
 $�
X ��	� �� 	�����	�� �������� ωI−	������� �� ρ̃I ◦ F = ρΣ


6���,�. !$' #��� Ω 
� �
���� 	��������� �����$�� α ∈ T ∗Ω ⊗
g(I)� ����	

• α �	� �� ����� �� 0�
���"����� ��
� ���������� ωI−�	������ 	��
�� 	�
������ 	��

dα + α ∧ α = 0, α′′
−1 = 0 �� α′

−1 �� 	����
�� ��	�

• ���	 �� ��	� α �����	���� � 
�� �����	��� �������� ωI−�	�������
ρ − harmonique 	�� �� 	�
������ 	�� �� ����� �� 0�
���"�����
��������� αλ = λ−2α′

2 + λ−1α′−1 + α0 + λα′′
1 + λ2α′′

2 ����*�

dαλ + αλ ∧ αλ = 0, ∀λ ∈ C
∗.
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,����	������� F 1�� 
� ����	�� ��	�� ��� 4���	�� 7� 1�� 
� ������
�� �����$� $� 
��� �

dαλ + αλ ∧ αλ = dβλ2 + βλ2 ∧ βλ2

�- βλ = λ−1α′
2 + α0 + λα′′

2 ��� 
� ����� �� '����(������ ���
�����
�����	�� � β = F−1.dF � 
� ����� �� '����(������ � ��
������� F ∈
GI �� ρX ∈ SI � �������  "! ���� ���	  #!� �  $!" �� ��	� $� ρX ���
������	$� �	� �� ��
����� �	� dβλ +βλ ∧βλ = 0 ∀λ ∈ S1 �� $	 ������

� ����������	��� $�����

#� ��� ��	������� ��	�� �� $� 
��� � ��	� ���� 
� ����	�� @ � 
��	��
��� ������ �� 
����� �� �����	� �� �����������	�� �� A�	�������� ���
��� ������	�
� ��
�������� � ��
��� ���� ΛgC(I)τ �

�.�)�8�. %' #� � ���	�	 e = e|I|+1� &��� �� ���	� 
� ����� ��
������	� GI∪{|I|+1} ����� ���� $� 
� ����� ��	������	� ��� 
����	��
�� GI � ���� ����� ����	$� 
���$��� ��	� �� ���� �����	$� �- ��
���	���� ������	������ 
�� �	:������ ��� ����	�
��� '�	� �� ���	� �����
��� ����	$� �	 
��� ��� $� 
�� ��������	�	��� ��� �
������ �� �	�
�� ������������� 	���� 
� ��������	�	�� � ���(��� ��	� 
� E�����E ��

� ��������	�	�� � ��� �
� ������
� 1�� ��
� 	
 ��� ���� �������

� �*�� e� C
 �D� �� 
� ������� ������	�
� ���� 
� ���(��� �
��� 	

���� ������	�
� ���� 
� ��� �
� ������
� 3����
� . 4	 �� ��� ���	��

� ��� |I| = 2 �	��	 $� 
� ���(��� |I| = 3� �
��� 
� ���	� �� e = E↓
��� 
�� ��� ����	��� �	�� �� 
�� ��������	�	��� �� ������������� .
gC

k ({1, 2, 3}) = gC

k ({1, 2}) ∩ gC({1, 2, 3})� ���� �� ��� ��	�� �� ����
�	�
����� ��� ��� ��� � 
� �*�� ��������	��� τe" �� 
� ����������(
�	�� �� A�	�������� � ���(��� �����	����� ��� �	��
����� �� �������
���� 
� �����������	�� �� A�	�������� � ��� �
� ������
� ��� �����(
�	�
� ��
�������� � ��
��� ���� �� ��� �
����� �� �	�� ΛgC(J)τ � ��

��
����� �� �	� � ��� �
� ������
� ΛgC(I)τ �

�.�)�8�.  ' #� ��� ��	������� ���	����� 
� ��� �
� ������
 ���
������� ωE−	�������� �- E ��� � ���(������ ������	�
 �� C� O . �� �	��
$�� �
�� P �� O ��� ωE−	������� ��	
 ��� 	������� ��� ωe = 〈·, Le·〉
��� ��� e ∈ S(E)� 1�� ��� E� 	
 ��	��� g ∈ Spin(7) $	 ����	�

�������
� ��� �
��� ωE−	�������� �� 
�������
� ��� �
��� ωI−	��������
���� |I| = dimE� 3� �:��� ��	� h ∈ SO(7) ��
 $� h.E = 6���(ei, i ∈ I)
�
��� ��� g ∈ χ−1({h}) �� � g∗ωI = ωE ���� ωE = 6���(ωe, e ∈ E)�
ωI = 6���(ωi, i ∈ I)� ���� $	��� � ��	�� ��	� � �
����� %�� �� Spin(7)
�� ��� ������ � ��� $� 
��� � ���	��

�.�)�8�. !9' �� $� 
��� �	��� �� ��	�� ���� O ��� *��� ��	� ����
H� #� ��%�	� 
� ����	� ������	�
 x × y = −C� (x.ȳ) ��� x, y ∈ H� #�

� x × y = −∑3
i=1 ωi(x, y)ei ���� ωi = 〈·, ei ·〉 �� (e1, e2, e3) = (i, j, k)


� ���� �����	$� �� C� H = R
3� &
��� �� � ��� g = RaLb ∈ SO(4)�

(gx) × (gy) = −C� (bxȳb̄) = b(x × y)b−1� &	��	 
� �����������	�� �����(
�	�

� �� Spin(3) = {Lb, b ∈ S3}� χ : Spin(3) → SO(3) ��� ������ ���
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Lb ∈ Spin(3) �→ intb = LbRb−1 ∈ SO(C� H)� 3� ��������� ����� ��

�� ��	� ���� O� �� ������ $� 
�� ������� �� R

4 ρ−������	$�� ����
� ������� ����
������� 	�������
�� 1
� ������
������ 
�� �������
ωI − 	��������� ρ−������	$�� �� R

4 ���� � ������� ����
�������
	�������
�� C�	 �� � |I| = 0, 1 � 5� 1�� |I| = 1 �� ������� 
�� �������

������	����� ���	
���	����� ����	����	���� 1�� |I| = 2 �� ����� 
��
������� ����	�
�� 
������	������

���	

��� �� ������ ωI−	�������� ρ−������	$� �� H ����� ����
$��� ������ ωI−	�������� ρ−������	$� �� O ������� ���� 
� ���(
������ H �� O� ������ ����� �� ��	� $� �	 
�	�����	�� X ��� � ��
���
���� R

3 = C� H �
��� X ��� ρ−������	$� �	� �� ��
����� �	� �

� ���
� ������ ������� ���������� &	��	 
�������
� ��� �'� �� R

3 �����
���� $� 
�������
� ��� ������� ρ−������	$�� �� H 	��
��� ����
C� H�

#'0' �)*��* �� 5.��.�� ����-��. ��;.��.' ���� 
� ��� ��� �������
ΣV �|I| = 3" �� �	�����	� � ��
������� R : ρ ∈ S3 �→ Rρ ∈ Spin(4)� ��
����	�
	�� 
� %����	�� Spin(4) → S3 ��� ��	�	�
� ��� � � $� ����� �
����	� ���	(�	����"� ���	 ��� � ����	� �����	�� 
��$��	�� 
	���	�� �//"
$	 ��������	�� 
�� ������� ΣV �� �� ��
�
�� 
� ������ ������ �������
�� �	
	���� 
� ��	� $� 
� %��� Q → S3 ��� ��	�	�
 . �� � ���������� (q, q′)
��� (ρ, (E1, E2))� ���� 
� ��� ������
� �� ����� ��� ����	�
� . SO(n +
1) → SO(n + 1)/SO(n) = Sn ����� ��� ��	�	�
	���
� �	��� 
� ������
Sn ����	� ����

�
	���
� �� �� ��	� $� �� ����� 
� ��� $� ��� n =
1, 3, 7� #� ������� ���� 
� ��� n = 3 �� 
� ��� ��	���� n = 1 ����� ��
��� Spin(2) = S1"� ���� 
� ��� ������
 ���� �� �� ��� ��� ��	�� 
�
�������	�� ����������� ���������� �� ��� ��8��� ��
�
�� 
� ������
������ ������� �� �����	�� �� ρ �� 
� ����
� ������ ��� ��
��
�
��� ��	������ $�

� ������ �� O ���� ���� ����������

4�	� X : Ω → O �� 	�����	�� �������� �
��� ��� ��%�	�	�� ��
ρ : Gr2(O) → C� O �� �

∗dX = −ρX .dX

�� ����� �$��	�� ������	�� 
� ρX = X∗ρ �� 
�	�����	�� �	���� �	 �� �
∗dX = −σ.dX �
��� σ = ρX"� 1������ 
� �	:�����	�

� �� ����� �$��	���
�� ���	���

�X = (∂vρ) · ∂X

∂u
− (∂uρ) · ∂X

∂v
= ρ ·

(

(∂uρ) · ∂X

∂u
+ (∂vρ) · ∂X

∂v

)

#� �� ���	�

H =
e−2f

2
�X =

e−2f

2

(

(∂vρ) · ∂X

∂u
− (∂uρ) · ∂X

∂v

)

=
e−2f

2
ρ ·
(

(∂uρ) · ∂X

∂u
+ (∂vρ) · ∂X

∂v

)

.
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