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SURFACES ISOTROPES DE O ET SYSTEMES
INTEGRABLES

IDRISSE KHEMAR

Résumé

We define a notion of isotropic surfaces in Q, i.e., on which some
canonical symplectic forms vanish. Using the cross-product in O
we define a map p: Gra(Q) — S° from the Grassmannian of O
to S®. This allows us to associate to each surface ¥ of Q a func-
tion py: ¥ — S%. Then we show that the isotropic surfaces in O
such that py; is harmonic are solutions of a completely integrable
system. Using loop groups we construct a Weierstrass type repre-
sentation of these surfaces. By restriction to H C O we obtain as
a particular case the Hamiltonian Stationary Lagrangian surfaces
of R, and by restriction to Im(H) we obtain the CMC surfaces of
R3.

Introduction

Dans cet article, nous étudions certaines surfaces isotropes de @ = R,
L’idée de s’intéresser a de telles surfaces vient de la volonté de chercher
des analogues aux surfaces lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires
de R*, dans R8. Ces surfaces de R?* forment un systéme complétement
intégrable présentant une structure inédite (cf. [9]) et il est naturel d’en
chercher des généralisations dans R® (cf. [13]).

Considérons une surface ¥ lagrangienne de R*. On peut localement
trouver une paramétrisation conforme de ¥ par des coordonnées (u,v) €
Q, Q étant un ouvert de R?, i.e., une immersion X : Q — R* telle que

dX = ef(eldu + e2dv)

avec (e1, e2) base hermitienne de C? pour tout (u,v) € Q , f € C®°(R?).
L’identification entre R* et C? est donnée par (x1,z2,23,24) — (1 +
ire, 3 +ix4). A la surface X est associé [’angle lagrangien (3 défini par
e® = det(eq, e2) (qui ne dépend pas de la paramétrisation choisie car il
ne dépend que du plan tangent T'x(, )X = Reg + Res).

Maintenant considérons la fonctionnelle d’aire A(X) = [ dv sur I'en-
semble des surfaces orientées lagrangiennes de R Un point critique pour
cette fonctionnelle est une surface lagrangienne ¥ telle que . A(X)(X) =
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0 pour tout champ de vecteur X a support compact sur R* avec la condi-
tion supplémentaire que X doit étre lagrangien i.e., son flot préserve les
surfaces lagrangiennes; si on suppose que cela n’est vrai que si X est
hamiltonien, i.e., X = —iVh avec h € C°(R* R) alors X est dite hamil-
tonienne stationnaire. On montre alors, cf.[9], que ¥ est hamiltonienne
stationnaire si, et seulement si, AG = 0 ou A est le laplacien sur 3 défini
a I'aide de la métrique induite.

Dans [9], il est montré que les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes
stationnaires de R* sont solutions d’un systéme complétement intégrable.
Dans le langage des systémes complétement intégrables on construit une
famille de connexions de courbure nulle oy, A € S! qui s’écrit :

(1) ay = A"2ah + A+ ag + Aaf + N2l

(cf. [9], [11]).

Nous proposons ici de trouver des surfaces de R® isotropes telles qu’a
chacunes d’elle, X, corresponde une fonction px : ¥ — S (analogue
de e : ¥ — S1) et que les surfaces pour lesquelles py est harmonique
forment un systéme complétement intégrable. Pour ce faire nous allons
procéder par analogie avec les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes sta-
tionnaires de R*. Commencons par formuler le probléme dans R* 4 I’aide
des quaternions. Ensuite nous procéderons par analogie en utilisant les
octonions (Section 2). Le rappel des définitions et connaissances néces-
saires sur les octonions est fait dans la section 1.

Pour z,y € H, on a

Ty = <$7y>R4 - W(ﬂj‘,y)l - det(CQ (‘sz)j = <937?J><C2 - det(C2 (1"7?/)]

ol w = dxy Adxy +dxs Adzy. Ainsi pour (eg, e2) base orthonormée d’un
plan lagrangien de R* on a

€1 €y = —elﬁj

ou [ est 'angle lagrangien du plan Vect(ej,ez). On voit que l'on peut
exprimer la contrainte lagrangienne ainsi que ’angle lagrangien a ’aide
du produit dans H. Plus précisemment, nous avons appliqué la procédure
suivante : on forme le produit z -y, avec x, y de norme 1, puis on suppose
que les deux premiers termes de x -y € H dans la décomposition H =
R @ Ri @ Rj @ Rk, sont nuls et alors on a -7 € S'j ce qui nous permet
de récupérer ¥ € S1.

Nous procéderons de méme dans R® en utilisant le produit des octo-
nions (section 2). Pour ¢,¢' € O = H? on a

7
q-¢ =(a0.¢)+> wilg,q)ei
=1
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ot (e;)o<i<7 est la base canonique de RS, w; = (-, Le,-), et L, designe la
multiplication & gauche par e;. Nous introduisons la décomposition

0.4 = (B(g.d), —p(q.q") € H.

Alors nous regardons les surfaces isotropes pour wi, we, w3, que nous
appelons surfaces Y. Nous nous intéressons donc a l’ensemble () des
plans de O isotropes pour ces 3 formes symplectiques. L’ensemble V
des bases orthonormées de ces plans est I’ensemble des couples normées
(q,q") € 8" x S” qui vérifient B(q,q') = 0 (V est 'analogue de '’ensemble
des bases hermitiennes de C?). On a alors Q = V/SO(2), et p(q,q') € S®
pour tout (q,¢') € V (la norme est multiplicative dans O : |qq¢'| =
l¢||¢| = 1). On a ainsi défini une fonction p : V — S3 analogue a e*’ et
cette fonction passe au quotient en une application p : Q — S3.

D’autre part dans le cas de R* on a le groupe U(2) qui agit librement
et transitivement sur I’ensemble des bases hermitiennes et on peut écrire
Paction de U(2) a l'aide des quaternions : on a le morphisme surjectif
de groupe, de noyau +1 :

3 xS - SOM)
(p,q) +— LyR;= RgL, = (z +— pxq)

et on peut écrire

z.y = (z,y) + (2, iy)i + (z, jy)j + (=, ky)k.

Ainsi U(2) est le sous-groupe de SO(4) qui commute avec L; d’ou U(2) =
{L,Ry,p € S, ¢ € S3}. Quant a SU(2) c’est le sous-groupe de SO(4)
qui commute avec L;, Lj, Ly d’ou SU(2) = {R,, q € S?}. D’une maniére
générale, pour g = L,R; € SO(4) on a (gx)(gy) = p(zy)p.

Par analogie nous allons chercher le groupe qui conserve B, i.e., le
sous-groupe de SO(8) qui conserve w, wa,ws. Nous trouverons le groupe
SU(2) x SU(2). Le résultat est trés différent de ce qui ce passe dans H
mais c’est le bon groupe de symétrie. En effet comme py, est & valeurs
dans S3 et que nous voulons lui imposer d’étre harmonique, nous al-
lons utiliser la théorie des applications harmoniques du point de vue des
systémes intégrables (cf. [3] ainsi que [6, 7, 1, 8, 2]) et donc écrire S°
comme un espace symétrique : S% = 5% x §3/A ot A est la diagonale de
S$3 x 83, A ={(a,a), a € S} (et est 'analogue de SU(2)). Cependant
nous nourrissons ’espoir d’avoir un groupe qui agit transitivement sur
V (ce qui n’est pas le cas de S® x S3) ainsi qu'’il en est pour U(2) et les
bases hermitiennes de C2. Nous allons donc chercher & grossir le groupe
en prenant le sous-groupe de SO(8) qui conserve la nullité de B : nous
trouvons alors un groupe G de dimension 9 (V est de dimension 10) qui
n’agit donc pas transitivement. Alors nous regardons 'action de G sur
@, qui lui est de dimension 9. Malheureusement nous trouvons que I’ac-
tion n’est toujours pas transitive. Nous calculons alors les orbites : nous
trouvons que toutes les orbites sont de dimension 8 sauf deux orbites
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dégénérées 'une de dimension 7, ’autre de dimension 6. En outre nous
construisons une fonction p: @ — [0, 1/2] dont les fibres sont les orbites
de G, les orbites dégénérées étant p~1({0}) et p~'({3}) respectivement.
Ensuite nous arrivons & trouver un moyen simple de passer d’une or-
bite & une autre (cf. théoréme 6). Enfin nous terminons la Section 2 en
étudiant algébriquement le groupe G et son algébre de Lie.

Dans la Section 3 nous étudions les surfaces 3y,. Nous montrons que
celle dont le py; est harmonique forment un systéme complétement inté-
grable : nous contruisons une famille de connexion de courbure nulle ay
comme dans (1).

Ensuite nous montrons que les surfaces Yy sont solutions de deux
équations 'une linéaire, autre non linéaire. (En fait c’est la méme équa-
tion o on représente la surface de maniére différente.)

Dans la Section 4, nous exposons la méthode des groupes de lacets,
en se référant a [3] et [9] pour les détails. Puis nous obtenons une repré-
sentation de type Weierstrass pour les surfaces Xy .

Dans la Section 5, nous calculons le vecteur courbure moyenne d’une
surface Yy (dans 'espoir d’obtenir une interprétation variationnelle).

Dans la Section 6, nous montrons que ce que nous avons fait pour
les surfaces Xy est en fait un cas particulier de quelque chose de plus
général. En effet, en considérant le produit vectoriel de @, nous défi-
nissons une application p: Gro(Q) — S°®. Alors nous montrons que les
surfaces immergées ¥ de Q telles que py: z € ¥+ p(T,3) € S° est har-
monique (surfaces p — harmoniques) forment un systéme complétement
intégrable. Le groupe de symétrie est alors Spin(7). Plus généralement,
soit I & {1,...,7} alors les surfaces wy — isotropes, i.e., isotropes pour
w;i, i € I, dont le px, (qui est alors & valeurs dans S = S(@igri>oRe;) =~
S6-11 |) est harmonique, forment un systéme complétement intégrable. Le
groupe de symeétrie est alors Gy ~ Spin(7 — |I|). Pour I = {1,2,3}, on
retrouve les surfaces ¥y. Nous construisons donc une famille (Sy) para-
métrée par I, d’ensembles de surfaces solutions d’un systéme intégrable,
tous inclus dans Sy, telle que I C J implique Sy C S;. Par restriction a
H on obtient les surfaces p — harmoniques, wy — isotropes de H. Alors
p(Gra(H)) = S? et [I| = 0,1 ou 2. Pour |I| =1 on retrouve les surfaces
lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires de R* et pour |I| = 2, les
surfaces spéciales lagrangiennes. Par restriction & Im(H), on retrouve
les surfaces CMC de R3. Nous terminons article par le calcul du vec-
teur courbure moyenne d’une surface quelconque de @ en fonction de p
(nous pensons qu’il existe une interprétation variationnelle des surfaces
p — harmoniques).
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1. L’algébre des octonions

1.1. Définitions. On rappelle ici les définitions et propriétés sur les oc-
tonions qui nous seront utiles pour la suite. Pour avoir plus de détails et
pour les démonstrations on pourra consulter [4], [5]. On appelle algébre
des octonions ’espace vectoriel :

@):{(i ;y>,x,y€H}CM2(H)

muni de la multiplication (i.e., application bilinéaire sur Q) :

T —y . Z —?j/ B xx — y/g —gi‘/ _ glm
y I y/ 7 = x/y + i'y’ T — y?j’

On voit que 'on peut identifier O & H? = R® muni de la multiplication

T "\ (xa' —y'y
y) \v/) \ay+ay)

On définit une conjugaison ¢ — ¢ a l'aide de la conjugaison sur les
matrices : (z) = (fy) On remarque la présence d’un élément neutre
pour la multiplication : 1 = (1,0) et O est ainsi une R-algébre unitaire.
En particulier, R.1 est une sous-algébre dont les éléments seront dits
réels et caractérisés par ¢ = q.

On définit sur O la norme N(q) = ¢.g = ¢.¢ = 2T + yy € R qui n’est
autre que la norme euclidienne standard de H? = R®. Cette norme est
multiplicative : N(qq') = N(q)N(q'). En particulier S7 est stable par
multiplication. Les octonions orthogonaux & 1 , Rt | pour la norme N

seront dits : octonions pures, et caractérisés par § = —q , ou encore
q®> € R™. Si on se restreint a la sphére S7 = {qg € O, g.q = 1} alors le
sous-ensemble des octonions purs de S” est caractérisé par ¢ = —1.

La base canonique de R® correspond en écriture matricielle a la base des
octonions :

10 i 0 0 E 0
T_ T _ v (J T _
pe(on)r=(o S)=(a 4 )w=(6 5 )
(0 —1 Ll (0 @ Ll (0 J
E_(1 0>,1_E1_(i0 L JL=Fg = i0)

0 k
VL plgt =
K—EK—<k0>.

Dans la suite il nous arrivera aussi de noter cette base (e;)o<i<7 (I’ordre
des vecteurs étant toujours le méme).

O n’est pas associative : I'(J' K1) = IL(—IT) = E tandis que (I'JV) K
= (-KHK! = -FE
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1.2. Propriétés de la multiplication.

Proposition 1.

(i) (zz,y2) = N(2)(z,y), (22,2y) = N(2)(z,y),

(i) (22, yw) + (g2, 20) = 20z, {2, w),

(iii) si = ¢ R1, R1 @ Ra est une algébre isomorphe (isométrique) a
C.

Proposition 2.

(i) zy=9z , ==z, (v,y) = Re(zy) = Re(Ty),

(ii) z(zy) = N(2)y , (z9)y = N(y)z,

(iii) z(y2) +y(@2) = 2(x,y)z , (zy)<r+ (22)y = 2<:L“ Y)z,

(iV)(Sl_)<:r,y> = 0, alors xy = —yz et z(yz) = —y(zz) , (2y)
—(22)y.

Définition 1. On dira d'un élément z # 0 d’une algebre A non
associative qu’il est inversible s’il existe 2’ € A tel que Vy € A , 2/(zy) =
z(z'y) = (yx)ax’ = (yaz')z = y. Ceci revient a dire que L,: y — xy et
R, : y — yx sont inversibles d’inverses respectives L, et R, .

Proposition 3. Tout x € QO \ {0} est inversible d’inverse N(x)~'z.
En outre on a 'Ly = Lz , 'R, = Rz

Proposition 4. On a les propriétés d’associativité suivantes :

(i)

(az)(ya) = a((zy)a)
a(z(ay)) (a(za))
z(a(ya)) = ((za)y)a,

(ii)

(zy)z = z(yz)
z(zy) = %y
(zy)y = ay’,

(iii) RyLy = L R, , L> = L2 , R2 = Ry2, Laza = LoLzL, ,
Raya = RoRyRa.

Proposition 5. L’application trilinéaire {x,y, z} = (zy)z —x(yz) est
alternée donc antisymétrique.

Proposition 6.

(i) z,y € O commutent si, et seulement si, (1,x,y) est liée et alors
la sous-algébre (unitaire) engendrée par x et y est isomorphe a C
(on suppose que {z,y} ¢ R1).

(ii) S’ils ne commutent pas alors la sous-algébre qu’il engendrent est
isomorphe (isométrique) au corps H des quaternions.
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(iii) Si D est une sous-algébre (unitaire) de O de dimension 4 (i.e.,

~H) et sia € D+~ {0} alors O =D @ a.D et on a
(z + ay) (2’ + ay’) = (z2’ — \y/'g) + a2y + 7Y)
avec A = —N(a).

(iv) Soit a,b € (R1)* unitaires et orthogonauz (alors comme ab =
—ba) la sous-algébre D engendrée par a,b est de dimension 4, et
soit ¢ € D+ unitaire alors {1,a,b,ab,c,ca,ch,c(ab)} est une base
orthonormée de O qui a la méme table de multiplication que la base
canonique.

Proposition 7. Si z,y ne commutent pas i.e., (1,z,y) est libre alors
z +— {x,y,z} n’est pas identiquement nulle autrement dit Ly, # L,L,
ou encore par antisymétrie Ry, # RyR, , ou encore Ly Ry # RyL,.

Théoréme 1. Si L, L, = L. alors obligatoirement z = xy et donc x,y
commutent, et de méme RyR, = R, = z = yx. Ainsi {L,, v € O*} et
{R,, € O*} ne sont pas des sous-groupes de GL(Q) = GL(R?).

Proposition 8. L,L, = LyL, <= xy = yx (idem pour R).

2. Plans isotropes et Groupes opérants

2.1. Analogie a I’aide des octonions. Comme nous I'avons expliqué
dans l'introduction, on va étudier ’expression ¢.q' dans O par analogie
avec H. Soit donc ¢ = (z,y), ¢ = (2/,y') € O, alors on a

07 = x ! _ a:_?—l—y’.@
' y) \~y aly—zy' )

On peut aussi écrire en notant (e;)o<i<7 la base canonique de R® =0
définie & la section 1 :

7
q-¢ =(g0,4)+ > (g ei-d)ei
i=1
Posons w;i(q,q") = {(q, e; - ¢') , 0 < i < 7, alors w; est la forme sym-
plectique sur R® associée a 'endomorphisme L., ((L.,)? = —Id). On a
alors
7
¢ =(0.qd)+> wilg.d)ei
i=1
On notera
3
Bg,q) =z +y7=(¢,4)+ Y _wila.¢) e
i=1
et

7
p(q,q) =Ty —a'y == wilq,q)eis
1=4
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Soit alors V = {(q,¢') € 8™ x S7/ B(q,q') = 0}. On a alors pour tout

(¢.4) eV B .
4= (—p>

avec p € S3. Ceci s’écrit encore

-()

On a ainsi défini une fonction p: (¢,¢') € V — p(q,q') € S3. On peut
calculer les coordonnées de ¢’ en fonction de celles de ¢ d’aprés Iexpres-

sion précédente :
r_ [ —yp
i=(2).

avec ¢ = (z,y). En particulier on voit que V' est une sous variété de
S7 x 87 diffeomorphe a S7 x S3, le difféomorphisme étant évidemment
(¢,4") — (q,p). Enfin on remarque que p ne dépend que du plan orienté
engendré par (q,q’).

2.2. A la recherche de groupes agissant sur V. Cherchons le sous-
groupe de GL(8) qui conserve B, i.e., le groupe des éléments g € SO(8)
qui commutent avec Ly, Ly, Lyt , ie., avec les L, ), € H. On a

oo (L 0 L (A B
(z,0) = 0o L, )msen posant g = { ~ p | on a pour touf

L, 0 A B A B Ly O

( 0 Lx>(0 D>_(C D)( 0 Lx>

[ L,A— AL, L.,B- BL;

- ( L;C—CL, LiD - DIs >
En égalant la derniére matrice & 0 on obtient : Vo € H [L,, A] =
[L;,D]=0, BL, = LzB, CL, = Lz. Les équations sur A, D signifient
que A= R,, D = Rqavec a,d € H. Pour B,C ona B(z.1) = zB(1) d’ou
B(ax) = azB(1) mais on a aussi B(ax) = B(L,z) = aB(z) = azB(1)
or comme ax # ax en général on a donc B(1) = 0 et donc B =0 et de
méme pour C. D’oul

Théoréme 2. g € SO(8) conserve B si, et seulement si,

(R, O
I=\ 0 Ry
avec a,d € S3, ainsi le groupe conservant B est SU(2) x SU(2).

Remarque 1. Le groupe obtenu n’agit pas transitivement. D’autre
part, contrairement & ce qui se passe dans H, ici, comme on I’a vu dans
la section 1, R, et L, ne commutent pas, {R;L,, q,p € ST} n'est pas

un groupe et on n’a pas : (¢b)(¢'b) = qq'.
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On peut se demander pourquoi le résultat est trés différent de ce qui se
passe avec les quaternions ou le groupe qui conserve (-, )¢, i.e., U(2), agit
transitivement sur les bases hermitiennes. Cela s’explique par ’absence
d’associativité. Dans H, si g € SO(4) commute avec L; et L;, il commute
alors avec L, = L;L; tandis que dans O le fait de commuter avec Lyt
est une condition supplémentaire. D’ailleurs, on peut voir que le sous-
groupe de SO(8) qui commute avec Ly, L+ est de dimension 10 (car
isomorphe a Sp(2) = U(2,H)) et donc la condition de commutativité
avec Ly, fait passer la dimension de 10 a 6. Le groupe, S% x S, ainsi
obtenu est le bon groupe de symétrie recherché pour obtenir un systéme
complétement intégrable, car pour écrire S? sous la forme d’un espace
symétrique , on peut écrire S% = S x S3/A ot A est la diagonale.

De méme dans [9], il suffirait de se restreindre au groupe S!, or les
auteurs y utilisent le groupe U(2) tout entier qui agit transitivement sur
les bases hermitiennes, en écrivant que S' = U(2)/SU(2). On voudrait
ici de la méme maniére trouver un groupe (contenant S3 x S3) qui agisse
transitivement (ou du moins "le plus transitivement possible") sur V.
Car dans le cas ou G agit transitivement sur V on peut toujours relever
un couple (¢,q’) € V en un élément de G, et le fait de travailler sur G
permet de représenter une surface par un élément de R .G (dans [10] on
obtient ainsi une équation de Dirac). D’autre part, on veut comprendre
la géométrie de V, i.e., la géométrie des plans isotropes pour les trois
formes symplectiques w;, i = 1,2,3 de la méme facon que la géométrie
des plans lagrangiens de C? est étudiée (ou rappelée) dans [9)].

Le plus gros groupe qui conserve V est le sous groupe de SO(8) qui
conserve la nullité de B. Il est donné par :

Théoréme 3. Soit G = {g € SO8)/B(q,¢') =0 <= B(g.¢,9.94') =
0}, c’est le plus grand sous-groupe de GL(8) qui stabilise V. Il existe un
morphisme surjectif 0: G — O(3) C O(4) a valeurs dans le groupe des
isométries de H qui fivent 1, tel que 0~1(SO(3)) = G°, la composante
neutre de G, et 671(0~(3)) = L G°, donc

G=G"ULyGY,

R.0(g) 0
0 Ry0(g)

G0:{<R‘6LC R;?L ) a,b,c€S3}.

De plus on aVq,q € O, B(g.q,9.¢') = 0(9)(B(q,q')) pour tout g € G. En
outre pour tout g € G°, on a O(Lg1g) = 0(g)* = x0(g) ou * désigne la
conjuguaison de H qui est aussi ’élément —Is de O(ImH) = O(3). Enfin
dans G, on a 0(Diag(RyL., RyL.)) = Int, = (v € ImH — czc™t).

Démonstration — Dire que g € GL(8) vérifie B(q,q') = 0 = B(g.q,
g.q") = 0 revient a dire que ({(¢, L¢;¢') =0, 0 <i < 3) = ({(g.q, L¢,9.¢)

et tel que tout g € GV s’écrit g = ( > Plus Précise-

ment
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=0, 0 <i<3) ce qui équivaut a

3
j=0

avec 6;; € R. Alors en posant 0(g) = (0;; )0<Z]<3, onaf(gg’) =0(9)0(q")
pour tout g,¢' € G' = {9 € GL(8)/ B(q,q¢') =0 < B(g.¢,9.¢') = 0}.
En effet on a

3 3
“(99')Le;(99) Z 0i(g > iy Le,
=0

71=0k

I
Mw

(0(9)0(9))ikLey,

£
I
o

d’ou le résultat. Ainsi 6: G’ — GL(4) est un morphisme de groupe. Pre-
nons ¢ = 0 dans (2), comparons ’équation obtenue avec sa transposée,
alors en utilisant que L, ;= —Le; pour j > 1, on voit que I'on doit avoir
tgg = 6poId et Bp; = 0 pour 1 < j < 3. En procédant de méme pour i > 1
on obtient #;0 = 0 pour 1 < i < 3; il en résulte que § = Diag(6oo, 1)
avec u € GL(3). De plus comme ‘gg = fpold, on doit avoir fpg > 0 et
donc G' = R%.G avec, rappelons le, G = G’ SO(8). Maintenant en
écrivant (2) pour i > 1 et g € G, et en utilisant le fait que les L, i > 1,
anticommutent deux a deux, on obtient :

_ZéikId == gil(LeiLek + LEkLei)g
= (97 "Le,9)(97 ' Leg) + (97 ' Leyg) (97 ' Le,g)

Z /"LZ]/’Lk‘l(Lej Lel + LeZLej)
1<5,1<3
3
= pijiri(—21d)
j=1

d’ou u(g) € O(3) sig € G.
A B

C D> € G. Pour

Cherchons, ensuite & quelles conditions g = <

L. 0
cela , on utilise toujours (2), et le fait que L., = ( 061 I > avec
e

k3

(€], €5, ¢e5) = (4,7, k) la base canonique de ImHI, cela donne :

LA  LyB AL, —BLy
~LyC ~LyD CL,i —DL,
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oty = Z?:O uije;- eERi®RjPRE =ImH . Ainsi pour A par exemple,
ona LyA=AL,, dote.A(l) = A(pt) ce qui imlique que
0 00

/ / /
t, = (a, €].a, ey.a, es.a) = R,

SO O -

avec a = A(1). Finalement on a donc A = R,.Diag(1, p) = R,.0 et de
méme D= Ry.Diag(1, n), B= Ry.Diag(1, —pn), C= R..Diag(l, —p) =
R..Diag(1, p)*, ou x = Diag(1,—1I3) est la conjuguaison dans H.

Ensuite on écrit qu’on doit avoir L. A(e}) = A(p'.€}) pour 1 <4, j <
3 en utilisant ’expression de A que I’on vient d’obtenir. On trouve, aprés
calcul, que :

(Leg = ALyi, 1 <i <3) <= (p= com(p) ou a = 0)

(com désigne la comatrice), comme p € O(3) cela veut dire det u = 1
ou ¢ = 0. On trouve la méme chose pour D. Pour B on a aussi :

(L = =BL,i, 1 <1 <3) <= (det(u) = -1 oub=0)
et de méme pour C. On achéve la démonstration en remarquant que

Id 0
égal au groupe des automorphismes intérieurs de H qui n’est autre que
SO(ImH). q-e.d.

Ly = (0 _Id>, et que le groupe des automorphismes de H est

Ce théoréme permet de voir comment p: (q,q') — p(q,q') = Ty’ —z'y
se transforme sous ’action de G :

p(9-0,9-4) = ap(q,q')b pour g = Diag(R,Lc, RyLc) .

Ainsi Paction de GO sur V' = {(q,p) € S x $3} s'écrit g - (¢,p) =
(g.q, apb). En outre, on voit que laction de G sur p définit une ac-
tion transitive de GO sur S3. Si l'on oublie les L. qui n'ont aucun
effet sur p, et que l'on se restreint au groupe S% x S3, cette action

n'est autre que le revétement universel de SO(4). Maintenant pour
¢ = Diag(RyL., RyL.).Ly1 on a

pd.q.9'.d)=ap(q,q¢)b.

On a donc trouvé un groupe G de dimension 9 agissant sur V qui est de
dimension 10. Cette action ne peut donc pas étre transitive. On est donc
amené & étudier 'action de G sur les plans engendrés par les éléments
de V, en espérant qu’elle soit transitive.
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2.3. Action de G sur les plans de V/SO(2). Considérons ’ensemble
des plans orientés de R® engendrés par les (¢,¢') € V :

@ = {Plans orientés annulant wy, wy, w3}.

Q est une sous-variété compact de Gra(R3) = {plans orientés de R®},
difffomorphe & V/SO(2), 'action de SO(2) sur V étant donnée par
(¢,q) — (q,q) - Rg= (cosfq + sinfq',—sinfq + cosfq’). En effet,
comme V est fermé dans Y = {(q,q’) orthonormées de R®}, le graphe
Ry de laction de SO(2) sur V, Ry = Ry N(V x V), est fermé, puisque
Ry, le graphe de Y modulo SO(2) est fermé (Y/SO(2) = Gra(R®) a
une structure de variété quotient) donc V/SO(2) admet une structure
de variété quotient et munie de cette structure, c’est une sous-variété de
Gr2(R®) de dimension 9.
Lorsqu’on identifie V & S7 x S3 P’action de SO(2) s’écrit

Ry - (¢, p) = (cos0q +sinf <2) “q, p) -

G agit sur @ : si on note [g, ¢'] le plan engendré par (¢,¢') on a g.[q,¢'] =

[9.9,9.9']. Cette action n’est pas transitive. En effet, considérons Py =
0 0

[1, B] alors G°.Py = {[(), ()]:a:b,¢ € S*} = {[(5): ()]s =] = |y]

1} est de dimension au plus 6 < 9. De plus Ly [1,E!] = [El, ~1] =

[1, EY]. Finalement G.Py = G°.P, est de dimension 6.

2.3.1. Calcul du stabilisateur d’un point. Soit Py = [q0,q)] € Q
et Stab(Pp) le stabilisateur de Py, alors comme G est compact , on sait
que O(Py) = G.Py est une sous-variété compacte de @ et G/Stab(Py) =
G.Py. Ainsi si on avait dim(Stab(FPp)) = 0, alors O(Fp) serait une sous
variété de dimension égale a dim(G) = dim(Q), donc un ouvert de @
mais aussi un fermé car elle est compact, donc comme () est connexe
(car V =~ S7 x S3 est connexe) on aurait que O(Py) = Q donc G agirait
transitivement or ce n’est pas le cas. Donc VP € @, dim(Stab(FPy)) > 0
et dim O(P) < 8.
Les orbites sont en fait données par :

Théoréme 4. () admet la partition suivante :
Q=GP UGPUU

1 —i
V2 V2

/

e U={P= [(5) , (;, >} €Q,/(x,2') est libre et |{z,2")| + ||x| —
|2'|| # 0} est un ouvert de Q.

De plus on a G.Py = {P € Q/(x,2') est lie} , G.Po ={P € Q/{x,2') =

0, |x| = |2'|} et enfin VP € U, G.P est une sous-variété compacte de

e P=[1E], P=

)
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dimension 8. Ainsi, il y a deux orbites dégénérées G.Py, et G. Py, et
toutes les autres orbites sont de dimension 8.

On peut ajouter que VP € Q, GO.P = G.P et que

e si P € G.Py, alors Stab(P)|p = {£ldp},

e si P € GPy, alors Stab(P)p = SO(P),

e si P €U, alors Stab(P)p = {£Idp}.

Démonstration — Dans un premier temps, on se restreint a 'action
de G. Soit donc P = [q,q] € Q et posons ¢ = (z,y), ¢ = (z',y) =
(—yp, xp). Soit g € Stab(P), alors il existe 6 € R tel que

g((:I7q/) = (q) q,) . RG i.e., glP = RQ
ce qui s’écrit

(3)

Si (x, ') est libre alors cela implique que Mat, o) (RaLe|fz,0n) = Ry, ce
qui nécessite que ou bien (x,z') = |2/| — |z| = 0 ou bien § = 0 mod .
Ceci nous ameéne & différencier trois cas :

1) (x,a') est libre et ((x,2’) # 0 ou |2/| — |z| # 0)

2) (x,a') est libre et (z,2') = |2/| — |z| =0

3) (x,2') est lie.
Dans chaque cas, on détermine le sous-groupe de SO(4), {RsL. € SO(4)
vérifiant les 2 premiéres équations de (3)}, ce qui nous donne alors
dim Stab(P) et Stab(P)p. On trouve alors que dim Stab(P) = 1,2,3
dans les cas 1,2,3 respectivement. Ceci nous donne dim O(P) dans chaque
cas. Ensuite, dans les cas 2 et 3, respectivement, on détermine facilement
un élément g = Diag(RyLe, RyL:) € G° tel que P = g.Py et P = g.P;
respectivement. Enfin, on vérifie que Ly P, = P1, Ly P> = P5 et que
VP € U, Ly P € GO.P dott G.P = G°.P, VP € Q. Ceci achéve la

démonstration. q.e.d.

et apb=np.

cxa=cosfx+sinfax
cx'a=—sinfzx+ cosfz’

2.3.2. Caractérisation des orbites. On cherche une fonction p: Q —
R dont les fibres soient les orbites de G (et donc de (). Elle est donnée
par le :

Théoréme 5. Soit p: [q,¢'] € Q — |Im(z.2’)| € [0,3]. Alors les
orbites de G sont les fibres de p :

1) p71(0) = G.P, = {P € Q/(x,2') est lice}

2) p~'(3) = G.Pr={P € Q/(x,2) = |2/| - |z = 0}

3) p1(]0,3)) =U et VP,P' € U, p(P) = p(P') <= G.P = G.P'.

Démonstration — D’abord p est bien définie car Im(x.2’) ne dépend

que du plan [g,q']. Ensuite, elle est bien & valeurs dans [0, %] puisque
|#'|? 4 |z|?> = 1. Elle est invariante sous I'action de G? : pour g =



492 FRENCHI. KHEMAR

Diag(RaLe, RLe) on a pllg.q,g-¢)) = lelm(z.a)c| = [Im(z.a")| =
p(lg,)), et sous Paction de Lpi on a p(Lpi[g,¢]) = Im(—y.(—))| =
|Im(z.2")|.

Montrons réciproquement que toute fibre est incluse dans une orbite.
On a p([g,q]) = 0 &= 2.2’ = a € R < [2/|?z = ar/ < (z,7)
est liée, d’oit p~1(0) = G.P;. Pour la suite on aura besoin du lemme
suivant :

Lemme 1. Pour tout P € Q, il existe un représentant (q,q') € Q tel
que (z,z'y = 0.

Démonstration du lemme — On suppose que {(x,z’) # 0 alors on a

(cosOxz +sinfa’,—sinfz +cosfx’) = cos(20)(z,)

N2 _ |2
+M sin(20)

= Acos(20 + ¢)

et cette derniére fonction de 6 s’annule pour certaines valeurs de 6, ce
qui veut dire qu’il existe un représentant de P tel que (x,z’) = 0.

Démonstration du théoréme — Dorénavant, on suppose que (z,z’) = 0
et donc Im(z.7') = z.2’. Ainsi si |z.2/| = 4, alors |z[|2/| = § et comme
%, ainsi comme (x,z’) =0, on a

P € G.P,. On a bien p~'({3}) = G.P.
Soit P, P’ € U tel que p(P) = p(P’) avec P = [q,q¢'], P’ = [q1,4}]-

Alors p(P) = p(P') <= 3 € SO(3) tel que Im(z1.7)) = p(Im(z.2’)) =

clm(z.z')c !, alors quitte & remplacer (¢,q’) par (g9.¢,9.¢'), avec g =
Diag(Le, L.), on est ramené au cas ol

|z|2 + |2/|> = 1 on a donc |z| = |2'| =

Im(zy.2)) = Im(z.2")
et en prenant des représentants convenables, ceci s’écrit encore
x’laz_’l =z.a
ie.,
(4) T1p1 Y1 = TPy

d’ou

|||yl = |21[ly1 || = |21 || = |y
{ 2l + [y = o2+ P { yl =l ™ { vl =l
On peut se ramener a la premiére des 2 possibilitées quitte a remplacer
1 =T.a
1 =y.b
en revenant a (4), on obtient apb = p1, donc g.(¢,q") = (q1,¢}) avec
g = Diag(Rg, Rp) et finalement

G.P=G.P.

(¢,q') par (—¢',q), on peut alors poser { , avec a,b € S3, et
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Ceci achéve la démonstration du théoréme. q.e.d.
Théoréme 6. Soit V| = Ri.wg(l)(Q)(U) ={(¢,¢) € O* x 0*/|q| =

|d'|, B(g,¢') = 0 et 0 < [Im(z.2")| < 3|q|*}. Alors considérons 'action
de (R%)? sur Vi définie par :

e wi-(5) ()

Alors Uaction de (R%)* commute avec celle de G°. Soit (qo, q}) € VA tel
que (zo,z() = 0 alors

Y(¢q,q') € Vi, 3(g, (a,B)) € G° x (Rj)z, 30 e R tel que
(9 (@, B) - (90, 90)) - Ro = (¢,9)-

Il y a exactement deux possibilitées pour (o, (), l'une tel que o <
lq|/(v/2|xo|), lautre tel que o > |q|/(v/2|x0]) . R peut étre changé en
—Ry (et donc g en —g), g peut varier dans g.5tab([qo, q5))-

Démonstration — Posons (o, q) = ﬁ(qo,qé) et (q,4) = ﬁ(q,q’).
Alors on a p((¢/, ') - (G0, 4})) = &'B'p(qo, ). On choisit o/, 5’ tel que
o?|%o|>+6"|90]? = 1 et &/ B'p([Go, @]) = p([G,d']), on montre que ceci est
possible et qu’il y a exactement deux solutions par ’étude de la fonction

1
(11— 12150125 .
o(1=a"20l )% qont 1a valeur maximale est S = e
(1—|&0|2)2 [Zo][70] 217(610#10)

Ensuite, on pose («, 3) = (O/%, ﬁ'%). Alors (o, 3) - (qo, q()) est de
1

7l (e, B) - (o, )] est dans D'orbite de [g, '] donc il existe
g€ G%et 0 R tel que (g- (v, B)(qo,q5)) - Ro = (¢,¢')- q.e.d.

Remarque 2. L’action de (R*)? permet de passer d'une orbite a
lautre tandis que G° agit transitivement sur chaque orbite. Cependant,
action de (R* )? n’est pas compatible avec celle de SO(2) : elle n’envoie
pas un plan sur un autre plan. Comme on le voit sur la démonstration,
le théoréme est valable pour les éléments de G.Ps, i.e., on aurait pu
prendre ]Rj_.wg(l)@)(@ ~NG.P) ={(q,d) € O* x0*/|q| = |{|, Blq,q) =
0 et Im(z.2’) # 0} au lieu de Ri.wg(l)(Q)(U). Dans le cas ou [¢q,q'] €

G.Py, (o, 3) est unique et donné par (o, 3) = (|q|/(v/2|z0l), |¢|/(V2]yol
)). En ce qui concerne le point de référence (qo, g)), on ne peut pas le
prendre quelconque ; comme on le voit sur la démonstration on a besoin
de |Zo||9o| = p(do, 4), i-e., (xo,z() = 0. On peut prendre par exemple

1 —i
wir-((2)-(2))
V2 V2

et alors p(qo, qh) = 1. On a alors a? + 3% = 2|q|? et les deux possibilitées
pour («, 3) dans le cas de U sont a < |q| et a > |g| tandis que pour G.P;
on a « = 3 = |g|. On voit aussi que le théoréme est encore valable pour

O/I—)

norme |q| et |
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(q,¢") € G.Py et on alors a3 = 0 et o® + 32 = 2|¢|? , mais évidemment
on ne peut pas prendre (qo,q)) € G.P;.

Remarque 3. L’angle 6 a une définition intrinséque. En effet, soit
P € U, alors il existe un couple (¢i,¢;) € P unique & £1 prés tel
que (z1,27) = 0, alors 6 est I'angle défini modulo 7 tel que (q,q") =
(q1,4}) - Ry pour [g,q'] = P. On a donc défini une fonction

(¢,4) e Vi—0(q,q) e R/7Z

Ainsi dans chaque plan P € U, il existe un axe privilégié. Cette axe
permet de mesurer des angles de droites dans P.

2.4. Décomposition de G et de son algébre de Lie. On a dé-
fini I'application p par analogie avec le déterminant sur les bases her-
mitiennes de C2. On voudrait définir 'analogue du déterminant sur le
groupe U(2), i.e., une fonction définie sur G & valeurs dans S® qui cor-
responde d’une certaine maniére a p.

Soit (qo,q)) € V tel que p(qo,q}) = 1. Considérons p(g.qo, 9.q() pour
g€ G ona

p(9-90,9.90) = a.1.b = a.b.
On se demande a quelle condition a-t-on p(g.qo, 9.9)) = p(¢’-q0,9"-q0)-
C’est le cas si, et seulement si, ¢ 1.b = o'V < d'a™' = Vb =
/

3d € 3/ { z, :ZZ ie, g7lg = <R%LC RSLC>' Donc si go € G
est tel que p(go-90,90-9,) = po alors p(g.qo, 9.q)) = po si, et seulement

si, g = go- (R%LC RSLC). Pour gg, on peut prendre par exemple gg =

Id 0 . On a en fait le théoréme suivant :
0 RPO

Théoréme 7. Soit

a-{( ) ave) - { (¥ )er)

Alors :
(i) GY est un sous-groupe distingué dans G° : G9 <1 G°.
(ii) GO est le produit semi-direct de GS et GJ : G = GY x GY.
(iii) Ceci permet de définir une application p: G° — S3 définie par

Id 0 Ry,L. 0 .

0 R,)’\ 0 R.L.) "
En outre si (qo,q)) € V est tel que p(qo,q,) = 1 alors p est aussi
donnée par p: g € G° — p(g.qo,9.q)- De plus p est invariante par
multiplication a droite par G : p(g.h) = p(g) Vg € G°, Vh € GY.

(iv) plg™tq, 971 ¢) =1 p(g9) = plq, ¢'), pour g € G°, (¢,¢) €
V.
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Démonstration — Pour (i),(ii) et (iii), c’est un simple calcul. Pour
(iv) il suffit d’utiliser p(g.q,9.¢") = ap(q,q’)b. q.e.d.

Remarque 4. On voit que les L. ne jouent aucun réle dans le théo-
réme précédent. Il résulte en particulier de ce dernier que l'on a :
S =G/GY = 8% x S3/A
ou A est la diagonale.
Soit g, go, g2 les algebres de Lie respectives de G%, GJ et GY. Alors on

g =g2Dgo et go est un idéal de g (on a [g, g2] C g2) et est stable sous
'action adjointe de GV. On a

_ [(Ro+Ls 0
g_{< 0 Rﬁ‘f‘Lé)’a?B,(sEImH}’

_ R, + Ls 0
go—{( 0 Ra+L5>’a’5€ImH}’

0 O
oo {3 ) veme)

Considérons le groupe G, composante neutre du groupe des isométries
affines de R® conservant la nullité de B, que 'on représente comme
GO x R® muni du produit

(G, T)- (G, T") = (GG',GT' + T).
Alors I’algebre de lie g de G s’écrit g = g DR® = go @ go ® RS, le crochet
étant donné par
[(n,t), (0, 8)] = ([, 0], mt" — n't)
On a alors les relations suivantes : [g, R®] = R® [R® R®] = 0, [go, go] =
80, [0, 92] = 92, [92, 92] = g2.

3. Surfaces Xy
3.1. Immersions conformes Xy .

Définition 2. On dira qu’une surface immergée, 3., de O est une
surface Xy si Vz € X, T,% € . En outre & ¥ est associée la fonction
ps & valeurs dans S3 définie par

ps(2) = p(T.)).
En particulier, soit X: 2 — O une immersion conforme d’un ouvert
simplement connexe de R? dans O, alors on dira que c¢’est une immersion
conforme Xy si

Vz=(u,v) €Q, dX =eél(qdu+ ¢dv)

avec (¢,q') € V, ie, lq| =|¢'| = 1 et B(q,q’) = 0. En outre on dira que
z € ¥ est un point régulier de ¥ si 7.Y € U (i.e., 0 < [Im(z.2/)| < 3
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avec ¢ = (z,y), ¢ = (¢/,y'), pour une immersion conforme Yy ). Dans
le cas contraire, on dira que ¥ admet un point singulier en z. On
dira alors que c’est un point singulier de type P, si T, € G.Py,
et de type P si .Y € G.P; (ie., |Im(z.2’)| = 0 et [Im(z.2/)| = 3
respectivement).

Définition 3. On appellera relévement Yy une application U =
(F,X): Q — G telle que X soit une immersion conforme Xy et que
pol =px.

Le groupe de gauge C°(£, GJ) agit sur I'ensemble G(3y/) des reléve-
ments Xy : (F, X)-(K,0) = (FK, X). L’orbite de (F, X) est ensemble
des relévements correspondants au méme X. Dans chaque orbite, on
peut prendre par exemple

Id 0
F=R,, = <0 Rpx>

alors tout relévement de X est de la forme (R, M,X) avec M €
C>(Q,GY).

3.1.1. Forme de Maurer-Cartan. Soit U = (F,X) = (R,M,X)
un relévement Yy alors sa forme de Maurer-Cartan est donnée par
U=LdU = (F~'.dF, F~'.dX) avec

e Flgr =t (0 O Vs mtam
0 Rgyp-1
_ 0 0 Rda.a—1 + Lc—ldc 0
(5) - (O Ra(dp.p—l)a—1> * < 0 Rypo-1+ Lc—ldc>

en posant M = Diag(RoLc, RyL:) ((a,c) n’est défini qu’a +1 prés mais
) est simplement connexe),

o F71.dX = e/ (Eydu + Eaydv) avec p(Fy, Eo) = 1 (d’aprés po F = px
et le théoréme 7-(iv)). Ainsi Ey = (?).El = EL.E, don

FldX = (‘;) du + <_a:y> dv avec |z|*+ |y[* = €.

Reciproquement, si F~1.dX est de cette forme, alors X est une im-
mersion conforme Xy et d’aprés le théoréme 7-(iv), U = (F, X)) est un
relévement Xy, i.e., px = po F. D’ou le théoréme suivant et son corol-
laire :

Théoréme 8. Soit U = (F,X): Q — G, alors U € G(Xy) (i.e., X

est une immersion conforme Xy et px = po F') si, et seulement s,

Fldx = (g) du + <_my> dv avec (x,y) # 0.

En outre zg est un point régulier si, et seulement si, 0 < |Im(z.2’)| <
%(]:17|2 + |y|?), un point singulier de type Py ou Py si, et seulement si,
Im(z.y)| = 0 ou [Im(z.y)| = 3(|z|* + |y|*) respectivement.
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Corollaire 1. Soit « € T*Q ® @, alors « est la forme de Maurer-
Cartan d’un élément U € G(Xy) si, et seulement si, :
(i) da+ana=0

ii) sion posea = (n,t) alorst = ) dut+( " Y) dv avec x,y) # 0.
Yy x

Dans ce cas, suivant les valeurs de |Im(z.y)|, on peut connaitre le type
du point z € Q pour l'immersion X.

o= {(2) () emeol conc
912{@) +i<_xy>,(x,y)e@} cO®C.

Ce sont des sous-espaces complexes de O ® C : ce sont les sous-espaces
propres associés aux valeurs propres ¢ et —i respectivement pour ’endo-
morphisme de ORC : Ly, . En particulier OQC =g_1@g; et g_1 = g1.

Le point (ii) du corollaire 1 est alors équivalent a : t(%) € g-1,

t(%) € g1
Les actions respectives de (R*)? et SO(2) stabilisent 'ensemble des

e (@) -()(2)
(€ () v () #(2)

Ainsi, on peut faire agir ces deux groupes sur g_1 et g respectivement
et donc sur O ® C. En particulier, on a

w1 ()=(0) ()
w(G) ()= (0 ()
a = { (1) i) 0 < el < e+ 1}

i ={ (5) +1 (3Y) /0 < Gl < 0o+ 1}

Ce sont des ouverts, stables par homothétie complexe, de g_; et g;
respectivement. Posons aussi F1 = {¢ — iLgiq/Im(z.y) = 0} et F, =
{a—iLgiq/|Im(z.y)| = 5(|z* + [y|*)}.

Soit € T*Q ® g, « = (n,t), tel que da + o A @ = 0 et écrivons
t = a_1+aq la décomposition de ¢ suivant g_1 Dg;. Alorson a a; = a—1

Posons
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car t est réelle. Alors « est la forme de Maurer-Cartan d’un élément de
G(Xy) si, et seulement si, a1 = a,l(%)dz (et donc oy = al(%)dz).
Ceci permet de réécrire le corollaire sous la forme :

Théoréme 9. Soit « € T*Q ® g, tel que dao + a N a = 0. Alors
a correspond & un €lément G(Xy) si, et seulement si, 04_1(%) =0 et
a_l(%) ne s’annule pas . Dans ce cas X a un point régulier en zg si, et
seulement si, a,l(%)(zo) € g* 1, un point singulier de type P ou Py si,
et seulement si, a_l(%)(zo) € I ou Fy respectivement.

Remarque 5.

1) L’action du groupe de gauge C*°(Q,G)) sur G(Xy) induit une

action sur les formes de Maurer-Cartan :

(n,t) — (KnK' —dK. K™, K.t)

2) 0 ® C = H? ® C est un H-espace vectoriel (a gauche ou & droite
au choix). Il en est de méme de g1 et de g; :

g1 = {zety.(Lgi.e), (z,y) e A} =H.e®H.(Lg .€)
g = {zé+y.(Lg.6), (z,y) e} =H.ed H.(Lg .¢)

11
OUG—E _i)-

3) On a aussi O ® C = (H® C)?. Ainsi
g1 = {(z+w)e/(z+iy) e HoC} = (H®C).c
g1 = {(z+iy)ée/(z+iy) eHRC}=H®C).E

3.2. Décomposition de 1’algébre de Lie. Considérons 1’automor-
phisme intérieur 7 de G défini par (—Lg.,0) :

T(GvT) = (_LElvO)(G’T)(_LElvo)_I = (_LElGLEi’ _LElT)
7 induit un automorphisme de I'algébre de Lie g (= Ad_ LEL:O)) qui

vérifie 7 = Id, donc 7 est diagonalisable dans g€ = §® C et ses valeurs
propres sont les i*, 0 < k < 3. On notera Q(,S les espaces propres. On a
alors :

d @g =g-1

® §(1C =91

°3f =05 =00C

e §5 = g2 ®C, ou g2 = {Diag(—R,, R,), vy € ImH} n’est pas une

algébre de Lie.

Comme T est un automorphisme on a [gt, §-] C ﬁ(& +1) mod 4 ©t de plus

on a aussi [%,8%;] = 0.
On notera [J;: g& — g% la projection sur Q(IS suivant la décomposition

=% 25l @, et ap = [a]s. Alors on a

oa=0_1+ 0+ o1+ Q9
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En substituant cette expression de a dans I’équation da+ a A a =0 on
obtient en projetant le résultat sur chaque espace propre :

da_y+ a1 ANag)+ a1 Aag] = 0

(6) dag + %[O&o VAN Oé(]] + %[ag AN 042] = 0
daq + [Oq VAN Oé()] + [Oé_l AN OQ] =0

dag + [Cm AN OQ] =0

I o) "no_ 0\
Posons o), = ax(z;)dz, of = a(5z)dz. Qn a vu que « ‘est la forme de
Maurer-Cartan d’un élément de G(Xy) si, et seulement si, a1 = o’ ; et
a; = of. Ainsi a = o+’ | +ap+af +af. Les équations (6) s’écrivent
alors :

do/ + oy Aag)+[af Nah] = 0
(M) dozg—l—%[ao/\ag]—f—%[aé/\ag] =0
dof + [ Nagl+ [y ANah] = 0
dag + [Ozo VAN OQ] =0
Posons pour A € C*,
ay = A2y + 2l Fag+ Aaf + M\l
A2 422 A2 -\ 2
= Mla +ag+Aaf + +2 az + — (xag).
Alors on a
day +ayAay = ANHda |+ [ Aag)+ [of Aab))
1 1
+(da0 + 5[04[) A Oé()] + 5[0/2 A alzl])
+A(da + [ A ag] + [ A )
A2 22
T(dcm + [ao A QQ])
22—\ 2
+72i (d(*xa2) + [ao A (xa2)])
)\2 o )\—2
=~ (d(xaz) + [ao A (xa2))).

On peut maintenant démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 10. On suppose €2 simplement connexe. Soit o« € T*Q®g.
Alors

e « est la forme de Maurer-Cartan d’un élément de G(Xy) si, et
seulement si, da+aNa=0,a";, =a] =0 et a'_, o] ne s’annule
pas.

e Dans ce cas, o correspond ¢ une immersion conforme Xy telle que
px est harmonique si, et seulement si, la forme de Maurer-Cartan
prolongée ay = A\ 2ah + A7t | + ag + Aol + N2l vérifie

(8) day + ay Nay =0, YA e C.
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Démonstration — On a déja vu le premier point. Quand au second,
il s’agit d’apres le calcul précédent de montrer que : px est harmonique
si, et seulement si, d(xa2)+ [ap A (*xa2)] =0. Or on a

ap+ag=F1LdF = (O 0 > + M tdM
0 Ragap.p-1ya—
d’ott
g = 1 (_Ra(dp~p‘1)-a‘1 0 ) — ML <_R7/2 0 ) M
2 0 ‘Ra(dp,p—l).a—1 0 R7/2
avec v = dp.p~ !, et
ao= MM+ mt (T Oy
0 Ry
Posons 3 = ~FRyp 0 > Alors p est harmonique si, et seulement
0 By

si, d(xy) = (Ap + |dp|?p)p~tdu A dv = 0 si, et seulement si, d(*3) = 0.
Or

d(*B) = d(M (xas)M 1) = M(d(xas) + [(M ™ .dM) A (xas)] )M 1.
De plus on a [(M~1.dM) A (xaz)] = [ A (xa2)] puisque

O (5 ) ) rtee)

1 ~R 0
Vs < (YA GY)] > M =
4 0 Rigney)

car [y A (*y)] = 0. Finalement on a
d(*83) = M(d(xaz) + [ag A (xaz)] )M~
ce qui achéve la démonstration du théoréme. q.e.d.

Remarque 6. Chaque point de la surface sera régulier, respective-
ment singulier de type Pi, ou P, si, et seulement si, a_l(%) € gy,
F1 ou F respectivement. En outre il suffit que (8) soit vrai pour tout
X € St pour que px soit harmonique.

Corollaire 2. Supposons que ) soit simplement connezxe. Soit o €
T*Q®g la forme de Maurer-Cartan associée G une immersion conforme
Yy dont le px est harmonique, et zg € Q. Alors pour tout A € S*, il
existe un unique relévement Xy, Uy € C(Q,G) tel que

dUy = Uyay et Ux(z9) = 1.
Ainsi il existe un famille (X))zes1 d’immersions ¥y dont le px est
harmonique donnée par Uy = (F), X)), tel que X = X1 (en supposant

que X (z9) = 0). En outre si X admet un point régulier (resp. singulier
de type Py ou Py) en z € Q, il en est de méme pour X, pour tout
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A\ € S1. Autrement dit le type d’un point z € Q est le méme pour toutes
les immersions X .

Démonstration — 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent et de
remarquer que pour A € S', a est & valeurs dans g, et qu'on a (ay)’ | =
At . q.e.d.

3.3. Equations associées (linéaire et non linéaire). Soit X une im-
mersion Xy sur §) simplement connexe. Posons (E1, Ey) = engl(q, q).
Alors Fy = EV.E; ie., en posant F; = (z) #0ona Fy = (;y) Alors
écrivons que dX = R,(Eidu + Eadv) est fermée, on obtient

OB, 0B (0 0 0 0
(9) O—Er"a+ﬁ)m)ﬂ—ﬂ>m)@

1

ol ¥ = Yudu + Ypdv = dp.p~*, ce qui s’écrit encore

o Wy
"o v_2r + — 2.7 =0
8” 82} y’Y’U ’Yu -

On va essayer de retrouver cette équation en utilisant le relévement

U= (R,,X). Alors on a

a=U1dU = ((8 }g ) ,Eldu—i—Egdv) .
Y

Posons E = 1(Ey —iE,) = %<(§) —i(}Y) =zety.(Lpi.€) = (z+iy).c
On a alors :

o | = Edz, of = E.dz,
. 1 1 , 1 1
ag = Diag <§Ry, §R7> , a2 = Diag <—§R7, §Ry> .

Projetons I’équation da + o A @ = 0 sur g_1, on obtient :

o8 1 (Rya) O 1 (Ry2ay 0 -
(11) E‘i‘i( 03 R o .E+§ Od _R,y(i) E=0.

V(53 9z
On vérifie facilement que cette équation est équivalente a (9). Nous allons

maintenant utiliser le théoréme 6 pour réécrire cette équation.
Soit g : Q — G, a,ﬁ:QH(Ri)z, et 6:Q — R tel que

(Er, E2) = (g (o, 8) - (90, 90)) - Ro
L =L
ou (qo,q)) = ((‘?) , (@)) par exemple, et ot on écrit H = R &

V2 V2
RI ® RJ & RK pour ne pas confondre le ¢ des complexes provenant de

la complexification avec celui de H. Comme p(qo, ¢)) = p(E1, E2) = 1,
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on a p(g) = 1 ie., g = Diag(RgLe, RoL:). On peut aussi écrire que
E = 1(BEy —iEs) = €g.((amo + iByo).€) alors (11) s’écrit

e [i% g - ((awo +ifyo) - €) + % ~((azo +1fyo) - €)

Oa 0p
+9- ((5900—1-@@?40) e>]

1 . (R o 0 ,
+5ez€< W R )'g~<<axo+z6yo>~e>

1 (B2 0 - o
+§€ ( Of’ _Rv -9 - ((awg —iByo) - €) =0

ce qui s’écrit encore, tout calcul fait et en factorisant par e*.g :

00 0 0 0A
(12) i—A+5(—)A+Ad(—_)+%

0z 0z 0z
0., e - d., 1\ _
A (a’y(&)a > + A (a’y(&)a > =0

—2i0

N | =

_l’_

ot on a posé A = axg+ifyy = %(a—l—i[ﬁ), & =da.a™t, 6 =c'.dc. Les

inconnues &, § et v/ = aya~! sont les paramétres qui interviennent dans

la forme de Maurer-Cartan, F~1.dF, du relévement F de px, donnée
par (5). Ainsi, on peut considérer que I’on construit px a partir de la
représentation de Weierstrass pour I'espace symétrique S® = GY/GY (cf.
[3]), alors cela nous donne la forme de Maurer-Cartan, F~1.dF, et on
peut donc considérer &, § et 7/ comme des paramétres, les inconnues
étant alors 0 et A. Cependant, il y a alors un probléme de compatibilité
puisque A € (R@RI) ® C.

4. Groupe de lacets

4.1. Définitions et notations.

Définition 4. Soit G un groupe de Lie, on appellera groupe de lacets
sur G, le groupe C*°(S!, G) que l'on notera AG (cf. [12]).
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Dans notre cas, les groupes considérés sont G, G, Gg, GY. On définit
les groupes suivants :

AG: = {[A— U, € AG/U;\ = 7(Uy)}
AGE = {[A > Ux] € AGE/Uix = 7(Un)}
A;GE = {[\+— Uy] € AGE /U, se prolonge en une fonction holomorphe
sur le complémentaire du disque unité et Uy, = 1}
A*GE = {[\ — Uy € AGE /U, se prolonge en une fonction holomorphe
sur le disque unité }
AEGE = {[\ — U,] € AGE /U, se prolonge en une fonction holomorphe
sur le disque unité et Uy € (B,0)}

ot B est un sous-groupe de G°. De maniére analogue, on définit les
algébres de Lie suivantes :

AgF = {[A = ax] € Ag%/air = T(an)}
Agr ={[A— an] € AgE/ay €5, YA€ ST}
A7 g% = {[A — an] € AgE/a, se prolonge en une fonction holomorphe
sur le complémentaire du disque unité et o, = 0}
ATEE = {[\ — ayn] € AgE/ay, se prolonge en une fonction holomorphe
sur le disque unité }
A g% = {[A — an] € AgE/a, se prolonge en une fonction holomorphe
sur le disque unité et ag € (b,0)}.
ol b est une sous-algébre de Lie de gp.
On voit que la condition a;y = 7(ay), VA € S' est équivalente a dy, €
05 mod 4 avec ay = > .., & A" En outre, on a Agt = A7 gt & ATgE,
ce qui permet de définir une projection :[.J,—z: AgE — A;gC. On peut
alors réécrire le résultat de la section précédente :
Corollaire 3. Soit o une 1-forme sur Q a valeurs dans g qui donne
lieu a une immersion >y dont le px est harmonique. Il lui correspond

alors une 1-forme a valeurs dans Agr, a) , qui vérifie ’équation de
courbure nulle (8), et telle que

0 N A)
o (52)] g = 2o () e ()

et
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Réciproquement, a toute 1-forme ay € Ag, vérifiant ces conditions cor-
respond la 1-forme o = a1 qui donne lieu & une immersion Xy dont le
px est harmonique. En outre, il existe une unique fonction Uy: Q — AG,
tel que dUy = Uyay et Ux(z9) = 1. Uy sera appelée une extention Ly
de U = U;.

Démonstration — C’est une conséquence immeédiate du théoréme 10
et du fait que, comme « est réelle, on a & = &_y. q.e.d.

4.2. Théorémes de décomposition de groupe. Ecrivons les décom-
positions d’Iwasawa des différents groupes que ’on a rencontrés :

{Ry,a e S}¢ = {R,, ac S%}.Bg

{Le, ce 83}¢ = {L., ce S*}.By.

On remarque que Br et By commutent. Ensuite, on a
SO(4)® = {R,Le, a,c € S*}° = SO(4).(BrBy).

Alors on en déduit G°C = GO.B et Gg(c = G8.Bo avec

AC 0
B = {(0 BC),A,BGBR,CEBL}

AC 0
By = {(0 AC),AGBR,CEBL}.

Soit F' = Diag(A, B) € Go°, (A,B € SO(4)®) alors on a 7(F) =
—LpFLy, = Diag(B, A). Ainsi si (A — F)) € AGOC, alors Fy €
AGQ(C si, et seulement si, en écrivant F\ = >, Fo A% on a Fy €
{Diag(RyL¢, RoLc), a,c € HRC} et Py € {Diag(RoL¢, —RoL¢), a,c €
H® C}. En particulier, si (A — Fy) € AEGQC alors , comme Fy € B, on
en déduit que Fy € By, donc AEGQC = AEOGQC.
On va utiliser le théoréme suivant (cf. [12]) sur les groupes de lacets.
Théoréme 11. Soit G un groupe de Lie compact, GC son complezifié
et GC = G.Bg sa décomposition d’Twasawa. Alors
(1) La fonction produit
AG x Ay GE —  AGE
(&x, Bx) > Pr.Oa

est un difféomorphisme.
ii existe un ouwvert Cg de el que la fonction produi
ii) 1l exist t Cq de AG© tel que | ti duit

A;GExATGE —  Cg
(3, 0%) — 0N
est un difféomorphisme.

On va en déduire :
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Théoréme 12.
(1) La fonction produit
AGY x Af GOE —  AGO®
(F)\,B,\) — F)\.B)\

est un difféomorphisme.
—
(ii) 1l existe un ouwvert C' de AGQ(C tel que la fonction produit

AZGOE x ATGS — O
(Fy,FY) —  Fy.FY

est un difféomorphisme.

Démonstration du théoréme 12 —

(i) D’aprés le théoréme 11, Papplication (Fy, By) € AG? XAEGOC —
F\.B) € AGYC est un difféomorphisme. Soit Uy € AGQ(C alors Uy, =
F)\.B)\ avec (F,\,B)\) € AGD X AEGOC et Fi)\.Bi)\ = T(F)\)T(B)\)
7(G% c G° et 7(B) C B donc 7(Fy) € AG, 7(B)) € AZQGDC or
d’aprés le théoréme 11, il y a unicité de la décomposition d’ou F;) =
7(F)), By = 7(By), finalement Fy € AGY, B € AFGY" = A, GO° ce
qui démontre (i).

Q

T

(ii) ¢ = A*_GQC.A+G9C est 'image par un difféeomorphisme (celui
donné par le théoréme 11) de A;GQC X A‘*‘G’Q(C donc c’est une sous-
variété de AGQ(C difféomorphe a A;GQC X A+G9(C. En outre C = CaoN
AGQ(C donc c’est un ouvert de AGQC. q.e.d.

Passons maintenant aux applications affines :

Théoréme 13.
(i) On a la décomposition suivante :

AGE = NG, A GF

(ii) I existe un ouvert C de AGS tel qu’on ait la décomposition sui-
vante :

C'=A;GEATGE

Démonstration — 11 suffit de reprendre mot pour mot la démonstra-
tion faite dans [9], en remplacant L; par Lg,. q.e.d.

4.3. Représentation de Weierstrass. Nous allons suivre la méme
procédure que dans [9] (i.e., utiliser les méthodes de [3] en les adaptant).
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4.3.1. Potentiel holomorphe.

Définition 5. Soit 4 une 1-forme sur © a valeurs dans A<, alors on
dira de p que c’est un potentiel holomorphe si on a

A=) A"

n>-—2
avec fl, = ,&n(%)dz ol ,&n(%) est holomorphe.

Théoréme 14. Soit U = (F,X) un reléevement Xy dont le px est
harmonique et Uy = (Fy\,X)): Q@ — AG, son extension Ly (Q est
simplement conneve, on a choisi zg € Q et Uy(z9) = Id VA € St).
Alors :

e Il existe une fonction holomorphe Hy: Q — AGE et une fonction

Bx: Q — Af GE tel que Uy = Hy.By.
e En outre la forme de Maurer-Cartan py = H;l.dH,\ est un potentiel
holomorphe : on dira que c’est un potentiel holomorphe pour Uy, .

Démonstration — L’existence de H) et B) est reliée & la résolution
de I’équation :

OU\B7!
0= B () -2

0z 0z 0z
qui est équivalente a
5 = By (ag +Aag + A ag) <&> )

avec la contrainte que (A — Bj(2)) € AEOQ;C pour tout z € €. L'exis-
tence de B) s’obtient en suivant les mémes arguments que [3]. Pour
montrer que ) est un potentiel holomorphe, il suffit d’écrire :

py = H'.dHy = By(ay — By '.dB,).B; "
et d’utiliser le fait que (A — B\ (z)) € AEOQ;C et que z — H)(z) est
holomorphe. q.e.d.

Inversement tout potentiel holomorphe produit une surface ¥y dont
le px est harmonique :

Théoréme 15. Soit uy un potentiel holomorphe, zy € Q) et Hg une
constante dans AGE (par evemple H) = Id). Alors
— Il existe une unique fonction holomorphe Hy: Q — AGE, tel que

dHy = Hypy et Hy(z) = Hy.

— En appliquant la décomposition AGE = AQT.AEOQT a Hy(z) pour
chaque z, on obtient deux fonctions Uy: Q@ — AG; et By: Q —
AnggT tel que Hy(z) = Ux(z).Ba(z) Vz € Q. Alors Uy est une
extension Xy d’une surface Xy dont le px est harmonique (pourvu
que &1 # 0).
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— De plus ) est un potentiel holomorphe pour U).
Démonstration — On a duy = 0, de plus ,u,\(%) = 0 implique py A
px = 0 d’out
dpx + px Ay =0,
et il existe donc une unique fonction holomorphe Hy: Q@ — AGC tel
que

(13) dHy = Hy.p1)

et H)(20) = HY. Ecrivons la décomposition du théoréme 13 pour Hy(z),
z €  : il existe un unique couple (Uy, B)) € AG; X A‘gog;c tel que
H)(z) = Ux(2).Bx(%). Alors en utilisant (13), on a

(14) U, '.dUy = By(uy — By *.dB)) By !
Posons a = U, L.dUy. Alors (14) nous dit que v doit s’écrire sous la
forme
oy = Z Aap A"
n>—2

Mais comme « est réelle par définition, on a &, = &_,, et donc

ay = A"2a g+ A a1 + o + Aar + Mao.
De plus, en utilisant B;l = 30_1 — ABalBléal + .-, il résulte d’aprés
(14) que
G_o=DBoji_oBy' et a_1=DBoji1By ' +Biji_aBy ' — Boji_2 By ' B1By
c’est a dire :

a9 = BO,&—2BO_1

a1 = BofiiBy'+[Bi1B; !, Boji—2By']
Ainsi on voit que &_1 et &_o sont des (1,0)-formes. De plus comme a)
vérifie automatiquement la condition day +a Aay = 0 alors le corollaire
3 implique -pourvu que &_1 # 0 - que Uy est une extension Xy dont le

px est harmonique. Enfin comme Uy = H A.BA_I, on voit que p)y est un
potentiel holomorphe pour U. q.e.d.

4.4. Potentiel méromorphe. Le potentiel holomorphe construit au
théoréme 15 est loin d’étre unique. On peut remédier a cela en incluant
les potentiels méromorphes.

Définition 6. Un potentiel méromorphe est une 1-forme méromorphe
sur  a valeurs dans Age qui s’écrit
pa = A2+ A i

Théoréme 16. Soit Uy : Q@ — AG, une extension Ly (dont le
px est harmonique). Alors il existe une suite de points isolés de Q ,
S ={an, n € I} tel que :
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~VzeQ~A{an, nel}, Uxz)eC=AGE.ATGE.

~ De plus les fonctions Uy : @\ {an, n € [} — A;GE et Uy : Q\
{an, n € I} — ATGE ainsi définies sont holomorphes .

— En outre Uy s’étend en un fonction méromorphe sur (2.

— Sa forme de Maurer-Cartan py = (U;)_ldU; est un potentiel mée-
romorphe.

Démonstration — C’est une simple adaptation de la démonstration
de [3]. q.e.d.

Remarque 7. Le potentiel méromorphe est unique par unicité de
la décomposition Uy = U)\_.U;r. D’autre part, on peut retrouver X en
appliquant la méthode du théoréme 15 a u). En effet, comme on peut
toujours supposer que Ux(z0) = Id, on a U; (29) = Id donc U, est
solution de py = (Uy )"1.dU, , U, (29) = Id. En outre, on peut écrire
Uy = ByH avec H € C®(Q\ 5,GY) et By € C®°(Q\ S, AEOQ;C), alors
ona Uy = U\(UH)™! = (U\HY)B;" mais UyH ™! est la partie AG,
dans la décomposition de U, suivant AQ’;C = AQT.AEOQ;C sur Q2 S et
UyH™ ! est un relévement de X).

5. Le vecteur courbure moyenne

On se propose de calculer le vecteur courbure moyenne d’une surface
Sy
Soit X : © ¢ R? — R® une immersion conforme Xy,. Alors on a
—2f - 79 od’
e e
H=5"AX ( 1,4

A /
8u+ v +fuCI+va>'

2 2

Posons (E1, Fy) = R;l(q,q’), alors

e 0F, 0F»
H==5R [% e

0 O 0 O
+ (0 R%) b+ (O R%) Es+ fuE + fUE2:|

avec comme d’habitude v = dp.p~!. En outre, en écrivant que d(dX) =
0, on a

0F, OFs 0 O 0 0
el N E - Eo+ foEy — fuBEs =0,
7ot (o n) B (o m) o aE - B0

appliquons l'endomorphisme L, a cette équation

0E, O0Fs —Y. Y T Yy .
%—F%ﬁ-( 0 + 0 + foEs + fuE1 = 0.
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Injectons cela dans I'expression de H :
—f
e Yo — TV
H = —R
2 r (y-’Yu + l‘-’Yv)
—f
e —R 0 —-R 0
- _ Yu Yo
- < RK : R%>E1+( A R%>EQ]

1

En posant v¢ = dp.p~! et v9 = p~l.dp, on peut réécrire cela sous la

forme
-f -R 0 -R 0
_ ¢ Ve Ve /
= 2 Rp[( 0 R75>q+< 0 Rvé’)q}

6. Surfaces wr-isotropes, p-harmoniques

6.1. Le produit vectoriel de O et le groupe Spin(7). Considérons

Papplication A: v € ImQ — 16“ _% > € Endgr(0) & Endr(0). On
vérifie que A(u)? = —|u|?Id. Ainsi, A est une application de Clifford

et on montre qu’elle se prolonge en un isomorphisme d’algébre C1(7) =
Endg(0) @ Endg(0) (cf. [4]). On a de plus CI(7)P¥*® = Endg(0) et
Spin(7) est le groupe engendré par {L,, v € S(ImQ)}. D’autre part,
g € SO(8) appartient & Spin(7) si, et seulement si,

Vu e ImO =R’, Jw € ImO = R

gLugil = Lw

Cette propriété nous donne aussi la représentation vectoriel de Spin(7),
x: Spin(7) — SO(7) (revétement universel de SO(7)) : Vg € Spin(7),
Vu € ImQ

(15) Lyy(uw) = 9Lug™

ce qui donne x,(u) = g(ug~'(1)). On a alors que g € O(0) est dans
Spin(7) si, et seulement si,

(16) 9(uv) = x4(u)g(v)

pour tout u,v € O (on pose x4(1) = 1). Considérons maintenant le
produit vectoriel de O :

g% q =—-Im(q.¢) =1m(q.q)
pour ¢, ¢ € Q. C’est une application antisymétrique de O x QO dans Im Q.
Ainsi elle définit une application
p: Gra(0) — S(ImO)
gNg — gxd



510 FRENCHI. KHEMAR

de la grassmanienne des plans orientés de @ dans S® ¢ Im Q. La pro-
priété fondamentale qui va nous permettre de faire dans un cadre plus
général ce que 'on a déja fait pour les surfaces ¥y est la suivante

(17) Vg € Spin(7), (9.9) x (9-¢') = xg(qa x ¢').

Elle veut dire que le produit vectoriel est Spin(7)-équivariant (lorsque
Spin(7) agit sur O x O de maniére naturelle et sur InQ = R” par
I'intermédiaire de x). En particulier lorsque 'on se restreint aux ac-
tions de Spin(7) sur Gre(0) et sur S® = S(ImQ) alors p est Spin(7)-
équivariante.

Pour tout couple orthonormé de Q, on a p(q,q¢') = —q.¢’ et donc
q' = p.q. Ainsi ’ensemble des couples orthonormés de O est difféomorphe
4 8% x S7. De plus, on rappelle que I'on a pour tout (g,q’) € O?

7
gxqd ==Y wilg,d)ei .
=1

Considérons maintenant, pour I & {1,2,...7}, les ensembles

Vi = {(¢,d) €S xS /{q,d) =wilq,q')=0,i €I}
Qr = {PeGry(0)/ wi(P)=0,i€l}.

On a Q7 = Vi/SO(2); et p(Q) = ST = S(D;¢r Rei). En particulier
Vr 287 x S~ Pour I = @, on a Qu = Gro(Q). Pour I = {1,2,3} on
retrouve ’ensemble () étudié dans la section 2.

Cherchons le sous-groupe, Gy, de Spin(7) qui conserve les w;, i €
I. g € Spin(7) conserve w; si, et seulement si, il commute avec L,
gLe, gl = L., ce qui veut dire que x4(e;) = e;, c’est a dire qu'il conserve
e; par son action sur S°. Il en résulte que G = Xfl(SO(@iﬂ Re;)) ~
X H(SO(7 — 1)) = Spin(7 — |I]). Ainsi G agit sur @Q; ainsi que que
sur ST et le produit vectoriel p: Qr — ST est Gy—équivariant. De plus,
G agit transitivement sur S’. En outre le stabilisateur d’un point de
S6 pour Paction de Spin(7) s’identifie & x~1(SO(6)) = Spin(6) et donc
S5 = Spin(7)/Spin(6). Plus généralement on a ST = G1/Grigy ~
Spin(7 — |I)/Spin(6 — |I]).

On peut toujours considérer en toute généralité que I = {1,2,...,|I|}.
En effet, le groupe SO(7) agit transitivement sur les S7 avec I de méme
cardinal. Donc en prenant l'image réciproque par x, et p, on voit que
Spin(7) agit transitivement sur les Vi avec I de cardinal fixé. Ainsi
quitte a faire agir un élément de Spin(7) on peut toujours considérer
que I ={1,2,...,|1|}, ST = 861l et Gy = Spin(7 — |1I).

Exemple 1. Prenons I = {1,2,3}, on retrouve le cas étudié dans
les sections précédentes. On a Q7 = Q , G = Spin(4) = 83 x 93 et
S3 ~ 53 x §3/8% = Spin(4)/Spin(3). Plus précisément, on a vu que
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_J(Ba O 3
GI_{(O Rb>,a,b€S}et

R, 0
Stabg, (EY) = Gy = {( o R ) ,a € 53}.

En outre, on a vu que laction de G sur S? s’écrit

Xg(u) =aub ie.,

x: Diag(Rq, Ry) € Spin(4) — LRy, € SO(4).

Nous allons maintenant passer en revue les autres cas possibles.

0)

Si I = @, alors Gy = Spin(7) et V; = Sto(0Q) 'ensemble des
couples orthonormés de Q. L’action de Spin(7) sur S% est donnée
par Xy(u) = g(u)g(1) d’aprés (16). Spin(7) agit transitivement sur
les couples orthonormés de Q. En effet, I'action de Spin(7) sur S7
est transitive et Stab(1) = G, et donc S” = Spin(7)/G2. Ensuite
Iaction de G sur S({1}+) = S est transitive et Stabg,(e1) =
SU(,-; Re;, Le,) ~ SU(3) et donc S% = G2/SU(3). On déduit
alors facilement de cela que Spin(7) agit transitivement sur St2(Q)
et Stabgpin(r)(1,e1) = SU(3) et donc St2(0) = Spin(7)/SU(3),
Gra(0) = Spin(7)/(SO(2) x SU(3)).

Si I = {1} alors G; = Spin(6) = SU(4). En effet, c’est le sous-
groupe de Spin(7) qui commute avec la structure complexe L, il
est donc inclus dans U(4). D’autre part comme Spin(6) est engen-
dré , dans CI(6), par les u-v, (u,v) couple orthonormé de R, alors
comme (u - v)? = —1, si on note A la représentation de Spin(6)
dans End(C*) alors on a A(u-v)? = —Id, donc A(u - v) est une
structure complexe de C* donc detc(A(u - v)) € {#1,+i}, ainsi
detc(A(Spin(6))) C {£1,+i}. Enfin la connexité de Spin(6) et
un calcul des dimensions nous donne A(Spin(6)) = SU(4).

En outre, Spin(6) = SU(4) agit transitivement sur V; qui n’est
autre que I’ensemble des couples hermitiens de (Q, L.,) = C*, et
donc il agit transitivement sur Q7. Le stabilisateur d’un couple
(q,q') est isomorphe a SU(2). Ainsi Vi, = SU(4)/SU(2), Qq1y =
SU(4)/(S0(2) x SU(2)).

Si I = {1,2}, alors Gy = Spin(5) ~ U(2,H). En effet, c’est le
sous-groupe de Spin(7) qui commute avec Iy = Ly et Io = L
donc avec Is = I;I; aussi. Il est donc inclus dans le groupe des
automorphismes H—linéaires pour la structure de H—espace vec-
toriel sur Q@ définie par Iy, o, I3; mais il est aussi inclus dans
SO(8), il est donc inclus dans le groupe des H—automorphismes
de @ qui conservent la forme hermitienne quaternionique C =
(-, )+ (-, Iiyi+ (-, Ia-)j + (-, I3-)k, qui est un conjugué de U (2, H).
Ensuite un calcul des dimensions et la connexité des deux groupes
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permettent de conclure que Spin(5) ~ U(2,H). Spin(5) n’agit
pas transitivement sur V(; gy car Spin(5) conserve la forme C' et
agit librement et transitivement sur les fibres de C, tandis que
C(Vi12y) = [=1,1]k. Ainsi les orbites sont caractérisées par la
fonction C' qui sur Vi 9y vaut C(q,q') = (¢, I3.¢)k et chaque or-
bite est diffeomorphe a Spin(5).

3) Le cas I ={1,2,3} a déja été longuement étudié dans les sections
précédentes. On ’a rappelé dans I'exemple 1. En outre rajoutons
que d’aprés la section 2 (cf. la démonstration du théoréme 5), le
groupe Spin(4) n’agit pas transitivement sur @, et que les orbites
sont caractérisées par la fonction 7: ¢ A ¢ — Im(z.2’). Il y a
alors une orbite de dimension 6 : G.P; = r~1(0), une S%—famille
d’orbites de dimension 5, dont la réunion est G.P, : {P/r(P) =
u/2}, u décrivant S2, et enfin une famille d’orbite de dimension 6,
celles tel que 0 < |r| < 1/2.

4) Si [I| = 4, on a vu que Gy = Spin(3) = {Diag(R,, R4), a € S3}.
L’action de Spin(3) sur S? s’écrit x,4(p) = apai.e x: Diag(Ra, Ry)
€ Spin(3) — LzR, € SO(3).

5) Si |I| = 5 alors G = Spin(2) = {Diag(R.is, R.i), 0 € R}. L’ac-
tion de Spin(2) sur S! est donnée par

Xg(eiﬂ) — 6721‘9'6'[,8
I'identification entre C et Reg ® Re; étant aeg + ber — a + b.

6) Si|I| =6, alors Gy = {£Id}, St = {£er} et VI ={(¢, £Le.,q), q €
ST}

On a besoin, pour refaire dans le cas général ce que 'on a fait pré-
cédemment, de définir une application p: Gy — S’. Soit donc I &
{1,...,T et e € ST = S(@iel Re;), disons pour que les choses soient
fixées une fois pour toutes que e = |7, (en supposant comme on en a
le droit que I = {1,...,|I|}). Posons alors

p1(g) = xg(€)

pour tout g € Gy, alors pr(Gr) = S! et par passage au quotient pr
définit I'isomorphisme G;/G TU{k} =~ ST, De plus on a

plg " a,97d) = e = pr(g) = pa.4).
En outre p(q,¢") = e < ¢’ = Leq.
6.2. Algébres de Lie. L’automorphisme intérieur de Spin(7), inty,,
stabilise G. En effet, soit g € G, alors pour i € I on a

Le;(Leg L)L = Le(LegLe)Le;, = (—LeLe;)g(—Le;Le)
= Le(Le, gL' )L;' = LegL;!

ainsi L. g L;! commute avec L, i € I d'ott L.(G;)L;' C Gj. L’algébre
de Lie de G, g7 = spin(7—|I|) est stable par Ad L. et on a (Ad L.)? = Id
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donc elle se décompose en somme directe des deux sous-espaces propres
associés aux valeurs propres +1 respectivement :

a1 =go(1) ® g2(I)

avec

go(f) = ker(Ad L. — Id), g2(I) = ker(Ad L. + Id).
On posera g = gi(9), k = 0,2, ainsi spin(7) = go ® g2. Pour |I| = 5,
on a inty,, = —Id d’ot go(I) = 0. Pour |I| =6, on a gy = 0.
Considérons maintenant le groupe G = ASpin(7) des isométries affines
de O dont la partie linéaire est dans Spin(7) et plus généralement G; =
AGr et g(I) son algébre de Lie. Soit 7. 'automorphisme intérieur de
Gr défini par (—Le,0). 11 induit un automorphisme d’ordre 4 de g(I) (il
est d’ordre 4 pour tout |I| méme pour |I| = 5 et 6, car sur O, L, est
d’ordre 4) ce qui donne une décomposition de g©(I) = g(I) ® C suivant
les espaces propres de 7, associés aux valeurs propres i*, —1 < k < 2.
On notera g(]S(I ) ces espaces propres. Les espaces propres associés aux
valeurs propres +1 ne dépendent pas de I, on les notera simplement ggl.
On a alors

o, = ker(L.—ild) , ¢t = ker(L, +ild)
o) = wHeC ., g) = gl)eC

On a [gE (1), g~ ()] C 9§+l moda (1), puisque 7. est un automorphisme.

6.3. Surfaces wy—isotropes et p—harmoniques.

Définition 7. Soit ¥ une surface immergée de O, alors il lui est
associée une application py: ¥ — S définie par px(z) = p(T.Y) ie.,
si X: X — O est une immersion alors py, = X*p. On dira que X est
p—harmonique si ps est harmonique. Soit I & {1,...,7} alors on dira
que X est wr—isotrope si Vz € X, T3 € Q7 (si [ = @ il n'y a aucune
condition). Dans ce cas, py est a valeurs dans S7 C S6.

Définition 8. On appellera relévement w;—isotrope (si [ = @ on
dira seulement relévement) une application U = (F, X): ¥ — G tel que
X soit une immersion conforme wj—isotrope et p; o F' = px;

Théoréme 17. Soit 2 un ouvert simplement connexe, o € T*Q ®
g(I), alors
e « est la forme de Maurer-Cartan d’un relévement wy—isotrope si,
et seulement si,

da+aha=0, o’ =0eta | nesannule pas,

e dans ce cas, a correspond & une immersion conforme wy—isotrope,
p — harmonique si, et seulement si, la forme de Maurer-Cartan
prolongée ay = A\ 2ah + A7ta’ | + ag + Aol + N2 vérifie

day +ayx Nay =0, VX e C*.
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Démonstration — Pour le premier point cf. Section 3. Pour le second
on remarque que 'on a

day + ax A ay = dfBye + Bz A Bye

ott By = At + ap + Aaj est la forme de Maurer-Cartan prolongée
associée & = F~1.dF, la forme de Maurer-Cartan du relévement F €
Gy de px € ST. D’aprés [3] (cf. aussi [6], ou [7]) on sait que py est
harmonique si, et seulement si, dBy + By A By = 0 VA € ST ce qui achéve
la démonstration. q.e.d.

On peut maintenant faire ce que 'on a fait dans la section 4 a ’aide
des groupes de lacets et obtenir une représentation de Weierstrass par
des potentiels holomorphes a valeurs dans Ag®(I),.

Remarque 8. On a choisi e = ¢7;1. Avec ce choix le groupe de
symétrie Gryqjs+1) n'est autre que le groupe d’isotropie pour l'action
de Gi. Donc c’est pratique lorsqu’on fait une étude théorique ou on
envisage successivement les différents cas possibles. Mais ce choix n’est
pas pratique si 'on veut que les décompositions des algébres de Lie
se correspondent i.e., la décomposition du sous-cas soit la "trace" de
la décomposition du cas plus général. Pour cela il faut donc prendre
le méme e. Il suffit de le prendre compatible avec le sous-cas alors il
sera compatible avec le cas plus général. Exemple : Si on veut étudier
le cas |I| = 2 ainsi que le sous-cas |I| = 3, alors le choix de e = E!
pour les deux convient bien et les décompositions se correspondent :
g-({1,2,3}) = g% ({1,2}) N g%({1,2,3}). Donc on peut faire une étude
simultanée des deux (on a le méme automorphisme 7.) et la représenta-
tion de Weierstrass du sous-cas s’obtiendra tout simplement en prenant
dans la représentation de Weierstrass du cas plus général, des poten-
tiels holomorphes & valeurs dans une sous algébre de Lie, Ag®(.J),, de
I’algébre de Lie du cas plus général, Ag®(I),.

Remarque 9. On peut évidemment envisager le cas plus général des
surfaces wg—isotropes ot E est un sous-espace vectoriel de Im O : on dira
qu'un plan P de O est wg—isotrope s’il est isotrope pour we = (-, L)
pour tout e € S(E). Pour tout E, il existe g € Spin(7) qui envoie
I’ensemble des plans wg—isotropes sur I’ensemble des plans wy—isotropes
avec |I| = dim E. En effet, soit h € SO(7) tel que h.E = Vect(e;, i € I)
alors pour g € x " '({h}) on a g*w; = wg avec wg = Vect(w,, ¢ € F),
wr = Vect(w;, ¢ € I). Donc quitte a faire agir un élément fixe de Spin(7)
on est ramené au cas que ’on a étudié.

Remarque 10. Ce que l'on vient de faire dans O peut étre fait dans
H. On définit le produit vectoriel z x y = —Im (z.y) pour z,y € H. On
axxy=—30 wilr,ye avec w; = (-,e;-) et (e1,ea,e3) = (i,5,k)
la base canonique de ImH = R3. Alors on a pour g = R,L;, € SO(4),
(g9z) x (gy) = —Im (bxyb) = b(x x y)b~!. Ainsi la représentation vecto-
rielle de Spin(3) = {Ly, b € S3}, x: Spin(3) — SO(3) est donnée par
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Ly € Spin(3) — inty, = LyRy-1 € SO(ImH). En procédant comme on
I’a fait dans O, on montre que les surfaces de R* p—harmoniques sont
un systéme complétement intégrable. Plus généralement, les surfaces
wy — isotropes, p—harmoniques de R* sont un systéme complétement
intégrable. Ici on a |I| = 0,1 ou 2. Pour |I| =1 on retrouve les surfaces
lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires. Pour |I| = 2 on trouve les
surfaces spéciales lagrangiennes.

D’ailleurs une surface wy—isotrope, p—harmonique de H n’est autre
qu’une surface wy—isotrope, p—harmonique de @ contenue dans le sous-
espace H de Q. D’autre part, on voit que si 'immersion X est & valeurs
dans R? = ImH alors X est p—harmonique si, et seulement si, elle est
A courbure moyenne constante. Ainsi 'ensemble des CMC de R3 n’est

autre que I’ensemble des surfaces p—harmoniques de H incluses dans
Im H.

6.4. Calcul du vecteur courbure moyenne. Dans le cas des surfaces
Sy (|I| = 3) on disposait du relévement R: p € 3 +— R, € Spin(4), en
particulier la fibration Spin(4) — S® est triviale (on a vu que c’est un
produit semi-direct). Ceci nous a permis d’écrire I’équation linéaire (11)
qui caractérise les surfaces Xy et de calculer le vecteur courbure moyenne
en utilisant le fait que le fibré Q — S est trivial : on a représenté (q,q’)
par (p,(FE1, Es)). Dans le cas général, ce n’est pas possible : SO(n +
1) — SO(n+ 1)/SO(n) = S™ n’est pas trivialisable sinon la sphére
S™ serait parallélisable or on sait que ce n’est le cas que pour n =
1,3,7. On retrouve donc le cas n = 3 et le cas évident n = 1 (dans ce
cas Spin(2) = S'). Dans le cas général donc on ne peut pas faire la
séparation précédente. Cependant, on peut toujours calculer le vecteur
courbure moyenne en fonction de p et la formule obtenue est valable
pour n’importe quelle surface de O sans aucune hypothése.

Soit X: Q — O une immersion conforme alors par définition de
p: Gra(0) - ImO on a

«dX = —px.dX

et cette équation détermine le px = X*p de 'immersion (i.e., si on a

xdX = —0.dX alors 0 = px). Prenons la différentielle de cette équation,
on obtient
0X 0X 0X 0X
X = 0u)- 25— (0u)- 2= ((au -2 1, )'%>
On en déduit
e 2f e 2f 0X 0X
H=—0X=— ((&JP)'%—(@LP)'%)
e 2f 0X 0X

= (@) @) 51 ).
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