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Introduction

Dans cette article, comme dans la pr\’ec\’edente [11], nous envisageons
l’analyse cohomologique des valeurs au bord des formes holomorphes ou,
plus g\’en\’eralement, d’un faisceau coh\’erent sur la fronti\‘ere d’un ouvert
fortement pseudoconvexe. Nous avons fait dans [11] une recherche sur
la cohomologie de De Rham \‘a la fronti\‘ere, nous d\’evelopperons ici une
contrepartie du th\’eor\‘eme de dualit\’e de Serre, et puis, du th\’eor\‘eme de
dualit\’e de Poincar\’e-Lefschetz, \‘a la fronti\‘ere.

Il est longtemps que M. Serre a pr\’esent\’e son th\’eor\‘eme de dualit\’e;
sur une vari\’et\’e compacte ou de Stein il existe une dualit\’e entre la
cohomologie d’un faisceau coh\’erent $H^{q}(M, F)$ et l’Ext \‘a support compact
$Ext_{c}^{n-q}(M;F, \Omega^{n})$ , ainsi $que\backslash $ la cohomologie \‘a support compact $H_{c}^{q}(M, F)$

est en dualit\’e avec l’Ext groupe $Ext^{n-q}(M;F, \Omega^{n})$ , o\‘u $n$ est la dimension
de la vari\’et\’e $M$ et $\Omega^{p}$ est le faisceau des p-formes holomorphes sur $M$.
On obtient les m\^emes th\’eor\‘emes sur un domaine fortement pseudoconvexe
$D$ dans une vari\’et\’e, parceque l\‘a on a le th\’eor\‘eme de finitude ou des
s\’eparations, [1, 2, 14, 15, 17]. On a les homomorphismes canoniques;
$H_{c}^{q}(D, F)\rightarrow H^{q}(D, F)$ et $Ext_{c}^{n-q}(D;F, \Omega^{n})\rightarrow Ext^{n-q}(D;F, \Omega^{n})$ . Alors, il est
naturel de demander comment la dualit\’e entre les cylindres de ces
homomorphismes. On peut imaginer que chacun des cylindres des appli-
cations ci-dessus serait une quantit\’e cohomologique ne d\’ependant que la
fronti\‘ere $B$ de $D$ . Or il existe des suites spectraux;

$E_{1}^{p,q}=H^{q}(D, \Omega^{p})-H^{\cdot}(D, C)$ ,

$0E_{1}^{p.q}=H_{0}^{q}(D, \Omega^{p})-H5(D, C)$ .
Le cylindre de l’application $cE_{1}^{p,q}\rightarrow E_{1}^{p,q}$ va donner comme l’aboutissement
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le cylindre de l’application $H:(D, C)\rightarrow H^{\cdot}(D, C)$ , que l’on trouve \’egal \‘a
$H^{\cdot}(B, C)$ . 0nest donc sugg\’er\’e $quelecylindrede1’ applicationH_{c}^{q}(D, \Omega^{p})\rightarrow$

$H^{q}(D, \Omega^{p})$ est la cohomologie du faisceau des p-formes ”holomorphes sur
le bord $B’$ , dont l’hypercohomologie se r\’eduit \‘a $H^{\cdot}(B, C)$ . D’apr\‘es l’argu..
ment heuristique ci-dessus nous sommes convaincus de la n\’ecessit\’e
d’introduire le faisceau de valeurs au bord d’un faisceau coh\’erent. Sur
la fronti\‘ere fortement pseudoconvexe c’est la premi\‘ere cohomologie
locale au bord $\underline{H}_{B}^{1}F$ que nous voulons introduire comme le faisceau de
valeurs au bord d’un faisceau coh\’erent. Quant \‘a les cylindres des ap-
plications que l’on a voulu chercher, ce sont respectivement $H^{q}(B, \underline{H}_{B}^{1}F)$

et $Ext^{n-q-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ , voir le paragraphe 3.3.
On montrera les deux th\’eor\‘emes de dualit\’es suivantes dans la section

3.

TH\’EOREME 3.2.1. Soit $F$ un faisceau coh\’erent dans un $voi\grave{s}inage$ de
$B$ tel que codh $F\geqq 3$ . Pour tout $p\leqq codhF-2$ , le groupe $H^{p}(B, \underline{H}_{B}^{1}F)$ est
muni d’une structure d’espace $FS$, ainsi le groupe $Ext^{n-,-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$

d’une structure d’espace $DFS$. Le dual topologique de $H(B, \underline{H}_{B}^{1}F)$ est
isomorphe a $Ext^{n-p-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ .

TH\’EOR\‘EME 3.2.2. Soit $F$ un faisceau coh\’ereni sur un voisinage $dc$

$B$ tel que $k=codhF=\dim F\geqq 2$ . Pour tout $r\geqq 1$ , il eniste sur $H^{r}(B, \underline{H}_{B}^{1}F)$

une structure d’espace DFS et sur $Ext^{n-\prime-1}(B;H_{?}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega‘‘)$ une structure
d’espace $FS$ telles que le dual de $H^{r}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ est isomorphe \‘a
$Ext^{n-r-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega‘‘)$ .

Comme un corollaire on a l’isomorphisme $(H^{q}(B, \underline{H}_{\epsilon}^{1}\Omega))\cong$

$H^{n-1-q}(B, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n\leftarrow})$ , pour tous $p$ et $q$ , o\‘u l’accent signifie le dual topologique.
Il existe une suite spectrale de l’hypercohomologie du complexe

$\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot}$ , dont le terme initial est $H^{q}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega)$ . On a montr\’e [11] d’autre
part le lemme de Poincar\’e au bord:

$0\rightarrow C\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{0}\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{1}\rightarrow\cdots-\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}\rightarrow 0$ .
Il en r\’esulte que $H^{-}(B, H_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(B, C)$ . On va \’etudier aussi un complexe
de pr\’ecofaisceaux qui est dual au celui ci-dessus et dont l’hyperhomologie
donne l’homologie de $B$ :

$H.(\mathcal{U}, b\omega.)\cong H.(B, C)$ , o\‘u $\iota_{\omega.=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n-})}$ .
On verra alors que l’isomorphisme dual dit plus haut donne comme
l’aboutissement l’isomorphisme dual;

$H^{i}(B, C)\cong H_{i}(B, C)$ pour tout $i$ .
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Nous envisageons dans la section 4 des diverses relations dualistes
entre 1‘homologie et la cohomologie de l’accouplement $(\partial, B)$ , par example,
le th\’eor\‘eme de dualit\’e de Poincar\’e-Lefschetz; $H_{i}(\overline{D}, C)\cong H^{2n-}(\vec{D}, B;C)$

pour tout $i$ , et $H_{i}(B, C)\cong H^{2n-1-i}(B, C)$ pour $i\leqq n-2$ ou $i\geqq n+1$ . Ce qui
est int\’eressant c’est qu’on les montre usant les th\’eor\‘emes de dualit\’es.
Je remercie vivement Monsieur l’examinateur qui a bien voulu sousligner
certaines erreurs, en particulier, dans la d\’emonstration de la Proposition
2.1.7(i).

\S 1. Cohomologie et $Ext$ . \‘a support (Rappels).

1.1. Soit (X, $X$) un espace annel\’e. Soient $F$ et $G$ des X-Modules.
On d\’esigne par $Ext_{X}^{i}(U;F, G)$ , pour toute partie $U$ de $X$, le i-\‘eme
foncteur d\’eriv\’e du foncteur $G\rightarrow Hom_{Y}(U;F, G)$ . On a des homomor-
phismes canoniques

$Ext_{s},(U;F, G)\rightarrow Extk(V;F, G)$ , $V\subset U$ ,

et le syst\‘eme des $Ext_{X}^{i}(U;F, G)$ pour $U$ ouvert, donne un pr\’efaisceau
sur $X$, qu’on note $ext_{X}^{\ell}(F, G)$ . Le faisceau associ\’e est aussi le i-\‘eme
foncteur d\’eriv\’e du foncteur $G\rightarrow Hom_{X}(F, G)$ , on le note $ext_{\vee}^{l}(F, G)$ .
Celui-ci est un $\mathscr{A}$-Module.

Soit $\mathcal{U}$ un recouvrement ouvert de $X$. Alors il existe une suite
spectrale aboutissante au groupe gradu\’e $Ext_{X}(X;F, G)$ , et dont le terme
initial est

$E_{1}^{p,q}=C^{p}(\mathcal{U}, ext_{X}^{q}(F, G))$ ,

o\‘u on a d\’esign\’e $C^{\cdot}(\mathcal{U}, L)$ , pour un pr\’efaisceau $L$ , le complexe des
cochaines altern\’es de $\mathcal{U}$ \‘a valeur dans $L$ .

On suppose dans la suite que $X$ est un espace s\’epar\’e et localement
compact. Soient $F$ et $G$ deux $\mathscr{A}$-Modules. On d\’esigne par $Ext_{K,t}^{l}(U;F, G)$ ,
pour un ouvert $U$, le i-\‘eme foncteur d\’eriv\’e du foncteur de groupe des
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$-homomorphismes \‘a support compact dans $U;Hom_{X.c}(U;F, G)$ . Les
$Ext_{X.c}^{i}(U;F, G)$ pour $U$ ouvert variable sont reli\’es par les fl\‘eches
d’agrandissement \’evidentes et d\’efinissent un pr\’ecofaisceau sur $X$, que
l’on note $ext_{X,0}^{i}(F, G)$ . Pour un recouvrement ouvert $\mathcal{U}$ de $X$ et pour
un pr\’ecofaisceau $M$, on d\’esigne par $C.(\mathcal{U}, M)$ le complexe des chaines
altern\’es de $\mathcal{U}$ \‘a valeur dans $M$.

Il existe une suite spectrale aboutissante \‘a $Ext_{X,c}(X;F, G)$ , et dont
le terme initial est donn\’e par

$cE_{1}^{p,q}=C_{-p}(\mathcal{U}, ext_{sV,\iota}^{q}(F, G))$ .
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Soit (X, $\ovalbox{\tt\small REJECT}$) un espace annel\’e, o\‘u $A$ est une Alg\‘ebre commutative
avec unit\’e, qui est localement compact et s\’epar\’e. Soient $F,$ $G$ et $H$ des
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$-Modules. On a le produit de composition des foncteurs $Ext_{X}$ et
$Ext_{J}$, ;

Extk $(U;F, G)\otimes Ext_{\vee,\iota}^{q}(U;G, H)\rightarrow Ext_{\vee,c}^{p+q}(U;F, H)$ ,

ce qui entraine l’accouplement

$ext_{X}^{p}(F, G)\otimes ext_{x,0}^{q}(G, H)\rightarrow ext_{X.\iota}^{p+q}(F, H)$ .
Il existe alors un accouplement des suites spectraux $E\otimes_{\iota}E\rightarrow_{c}E$ qui
s’accorde avec le produit de composition des aboutissements

Extbl$(X;F, G)\otimes Ext,.\iota(X;G, H)\rightarrow Ext_{K,e}(X;F, H)$

tel que l’accouplement entre les termes initiaux
$C^{p_{1}}(\mathcal{U};ext_{X}^{q_{1}}(F, G))\otimes C_{-p_{8}}(\mathcal{U};ext_{\vee,e}^{q_{2}}(G, H))$

$\rightarrow C_{-p_{1}-p_{2}}(\mathcal{U};ext_{x,c}^{q_{1}+q}(F, H))$

est le produit des chaines et cochaines, [17].
On pose, pour un $\ovalbox{\tt\small REJECT}$-Module $F$,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}(F)=ext_{\vee}^{q}(\ovalbox{\tt\small REJECT} F)$ ,

c’est le pr\’efaisceau

$V\rightarrow H^{q}(V, F)$ .
De m\^eme le pr\’ecofaisceau

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{q}(F)=ext_{X.\iota}^{q}(\mathscr{A}_{1}F)$

est celui d\’efini par

$V\rightarrow H_{a}^{q}(V, F)$ .
Pour un complexe diff\’erentiel $(C^{\cdot}, \delta)$ , on d\’esigne par $h^{p}(C^{\cdot})$ sa p-\‘eme

cohomologie;

$h^{p}(C^{\cdot})=\frac{ker\delta.\cdot C^{p}\rightarrow C^{p+1}}{\delta C^{p-1}}$ .
1.2. Soient $X$ un espace topologique et $Z$ une partie localement

ferm\’ee. Soit $j:Z\rightarrow X$ l’inclusion naturelle. L’image directe par $j$ d’un
faisceau $G$ sur $Z$ est not\’ee $j_{*}G$ . L’image directe propre (ou prolonge-
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ment par z\’ero), not\’ee $j_{1}G$ , est d\’efinie par
$\Gamma(U, j_{1}G)=sous$ groupe de $\Gamma(U\cap Z, G)$ form\’e des sections \‘a support

ferm\’e dans $U$.
Si $Z$ est ouvert on a une suite exacte bien conue;

$0\rightarrow j_{1}(F|Z)\rightarrow F\rightarrow i_{*}(F|X-Z)\rightarrow 0$ ,

pour tout faisceau ab\’elien $F$ sur $X$, o\‘u $i:X-Z\rightarrow X$ est l’inclusim.
Soient $\Phi$ une famille de supports de $X$ et $Z$ une partie localement

ferm\’ee. $\Phi|Z$ d\’esigne la famille de supports de $Z$ form\’ee des $A$ $e\Phi$ qui
sont contenus dans $Z$, tandis que $\Phi\cap Z$ d\’esigne la famille de supports de
$Z$ form\’ee des parties $A\cap Z$ avec A $e\Phi$ . On a $\Phi|Z=\Phi\cap Z$ si $Z$ est ferm\’ee.
Si $\Phi$ est paracompactifiante alors $\Phi|Z$ est aussi paracompactifiante.

Quel que soit une famille de supports $\Phi$ , on a
$\Gamma_{\phi 1Z}(Z, G)=\Gamma_{\phi}(X, j_{I}G)$

pour tout faisceau ab\’elien $G$ sur $Z$, o\‘u $j:Z\rightarrow X$ est l’inclusion. D’autre
part on peut v\’erifier aussit\^ot la formule

$\Gamma_{onz}(Z, G)=\Gamma_{\phi}(X, j_{*}G)$ .
Soit $F$ un faisceau ab\’elien sur $X$. L’homomorphisme canonique

$H_{\Phi|Z}^{p}(Z, F)\rightarrow H_{\Phi}^{p}(X, j_{I}(F|Z))$

est un isomorphi8me dans chacun des deux cas suivants:
1. $Z$ est ferm\’e,
2. $\Phi$ est paracompactifiante et $Z$ est ouvert. [7].
Pour une famille de supports $\Phi$ de $X$, il existe une suite spectrale

aboutissante \‘a $H_{\Phi\cap Z}(Z, F|Z)$ dont le terme initial est

$E_{2}^{p.q}=H_{\Phi}^{p}(X, R^{q}j_{*}(F|Z))$ .
En particulier, si $F|Z$ est $j_{*}$-acyclique on a

$H_{onz}^{n}(Z, F|Z)=H_{\Phi}^{n}(X, j_{*}(F|Z))$ .
On suppose maintenant que $\Phi$ est paracompactifiante et $Z$ ouvert ou

que $Z$ est ferm\’e. Alors la suite suivante est exacte;

$\rightarrow H_{\phi 1Z}^{p}(X, F)\rightarrow H_{\Phi}^{p}(X, F)$

$\rightarrow H_{\Phi\cap(X-Z)}^{p}(X-Z, F|X-Z)\rightarrow H_{\phi|Z}^{p+1}(X, F)$

$[1, 6]$ .
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Soit $U$ un ouvert de $X$. On d\’enote d\’esormais $\varphi=\varphi(U)$ (resp.
$c=c(U))1’ en8emble$ de toutes les parties ferm\’ees (resp. compactes) de $U$.

Il est montr\’e dans [7] que, si $\Phi$ est une famille paracompactifiante,
on a

$H_{\phi}^{p}(X, F)=\lim_{\rightarrow}H_{c(U)}^{p}(U, F)$ ,

la limite inductive \’etant prise suivant l’ordonn\’e filtrant des ouverts $U$

dont l’adh\’erence est dans $\Phi$ .
1.3. Soit (X, $\ovalbox{\tt\small REJECT}$) un espace annel\’e localement compact et s\’epar\’e.

Soient $D$ un ouvert relativement compact dans $X$ et $B$ la fronti\‘ere de $D$ .
$i:B\rightarrow X$ , $j:D\rightarrow X$

d\’enotent des injections canoniques. L’espace annel\’e $(D, \ovalbox{\tt\small REJECT}|D)$ est not\’e
par abr\’eviation $(D, \mathscr{A})$ . Ainsi que $(B, \mathscr{A})$ . On voit aussit\^ot l’exactitude
de la suite pour tout $\ovalbox{\tt\small REJECT}$-Module $F$:

(1.3.1) $0\rightarrow j_{1}(F|D)\rightarrow j_{*}(F|D)\rightarrow i_{*}(j_{*}(F|D)|B)\rightarrow 0$ .
Utilisant cette $suite_{1}$ exacte on a montr\’e dans [12] la proposition

suivante.

PROPOSITION 1.3.2. Soient $F$ un $\ovalbox{\tt\small REJECT}$-Module de pr\’esentation finie et
$G$ un $\ovalbox{\tt\small REJECT}$-Module tel que $G|D$ soit $j_{*}$-acyclique; $R^{q}j_{*}(G|D)=0$ pour $q\geqq 1$ .
On $a$ alors la suite exacte suivante:

$\rightarrow Ext_{x,\varphi(X)1D}^{p}(D;F, G)\rightarrow Ext_{\vee}^{p}(D;F, G)\rightarrow$

$Ext_{\vee}^{p}(B;j_{*}(F|D)|B, j_{*}(G|D)|B)\rightarrow Ext_{x,\varphi(X)1D}^{p+1}(D;F, G)\rightarrow$ .
PROPOSITION 1.3.3 (Corollaire 1.2.5 dans [12]). Soit $G$ un $\ovalbox{\tt\small REJECT}$-Module

tel que $G|D$ soit $j_{*}$-acyclique. On $a$ alors

$Ext_{\vee}^{p}(B;j_{*}(\mathscr{A}|D), j_{*}(G|D))\cong H^{p}(B, j_{*}(G|D))$ .
\S 2. Dualit\’e locale des cohomologies locales au bord de faisceaux

coh\’erents.

2.1. Soit (X, $p$) un espace analytique r\’eduit de dimension $n\geqq 2,$ $p$

\’etant le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur $X$. Soient $D$

un ouvert relativement compact dans $X$ et $B$ sa fronti\‘ere. Nous sup-
poserons que;

$B$ est fortement pseudoconvexe, [2].
On d\’esigne par $i:B\rightarrow X$ et $j:D\rightarrow X$ des inclusions naturelles.
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On d\’esigne par $\underline{H}_{B}^{p}$ le p-\‘eme foncteur d\’eriv\’e du foncteur $\underline{\Gamma}_{B};\underline{\Gamma}_{B}F$

pour un faisceau ab\’elien $F$ sur $X$ est le faisceau d\’efini par

$V\rightarrow\Gamma_{V\cap B}(V, F|V)$ .
On sait d’apr\‘es Andreotti-Grauert [2] les \’enonc\’es suivants.
Soit $\xi e$ B. Il existe alors un voisinage de Stein $V$ ‘ $du$ point $\xi$ tel

que pour tout voisinage de Stein $V$ de $\xi,$ $VcV’$ , qui soit de Runge dans
$V$‘, et tout faisceau coh\’erent $F$ sur $V$, on ait;

(2.1.1) $H^{p}(V\cap D, F)=0$ pour $p\geqq 1$ ,

(2.1.2) $H_{c}^{p}(V\cap D, F)=0$ pour $p\leqq prof_{\text{\’{e}}}F-1$ ,

(2.1.3) $H^{p}(V-\overline{D}, F)=0$ pour $1\leqq p\leqq prof_{\epsilon}F-2$ ,

$et$

$\Gamma(V, F)\rightarrow^{\cong}\Gamma(V-\overline{D}, F)$ si $prof_{\xi}F\geqq 2$ .
On appellera bon voisinage un tel voisinage $V$ qui satisfait aux

propri\’et\’es ci-dessus.
On sait d’autre part, d’apr\‘es un th\’eor\‘eme de Malgrange \’etendu par

Siu pour des espaces analytiques, que

(2.1.4) $H_{c}^{p}(V\cap D, F)=0$ pour $p\geqq\dim_{\text{\’{e}}}F+1$ ,

$et$

$H^{p}(V-\overline{D}, F)=0$ pour $p\geqq\dim_{\xi}F$ .
Il en r\’esulte que; pour tout faisceau coh\’erent $F$ dans un bon

voisinage de $\xi\in B$ ,

(2.1.5) $R^{p}j_{*}(F|D)=0$ , pour $p\geqq 1$ ,

$\underline{H}_{B}^{p}F=0$ , $p\neq 1$ , $p<prof_{\epsilon}F$ ou $p>\dim_{e}F$ ,
$et$

$i_{*}(j_{*}(F|D)|B)\cong\underline{H}_{B}^{1}F$ si $prof_{\epsilon}F\geqq 2$ .
Voir [11, Proposition 2.1.5] pour la v\’erification.

PROPOSITION 2.1.6. Soient $F_{i},$ $i=1,2,3$ , des faisceaux coh\’erents tels
que $profF_{i}\geqq 2$ pour tout $i$ . Si la suite $0\rightarrow F_{1}\rightarrow F_{2}\rightarrow F_{8}\rightarrow 0$ est exacte
alors la suite

$0\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}F_{1}\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}F_{2}\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}F_{3}\rightarrow 0$
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est aussi exacte.

En effet, $R^{p}j_{*}(F|D)$ \’etant nulle pour tout faisceau coh\’erent et tout
$p\geqq 1$ , le foncteur $j_{*}(\cdot|D)$ transforme une suite exacte de faisceaux
coh\’erents en une suite exacte. D’o\‘u la proposition si l’on note le fait
que

$i_{*}(j_{*}(F|D)|B)\cong\underline{H}_{B}^{1}F$ si prof $F\geqq 2$ .
L’\’evanouissement des cohomologies suivantes est une clef de vo\^ute

dans notre th\’eorie.

PROPOSITION 2.1.7. Soit $V$ un bon voisinage de $\xi\in B$.
(i) $H^{p}(V, j_{1}(F|D))=H_{\varphi(\gamma)1D\cap V}^{p}(D\cap V, F)=0$ , pour $p\leqq prof_{\xi}F-1$ ou

$p\geqq\dim_{\epsilon}F+1$ .
(ii) $H_{e}^{p}(V, j_{*}(F|D))=H_{o(\gamma)\cap D\cap 7}^{p}(D\cap V, F)=0$ , pour $p\neq 0$ .
D\’EMONSTRATION. (i) Soit $\rho$ une fonction fortement plurisoushar-

monique dans un voisinage $N$ de $B$ telle que $D\cap N=\{\rho<0\}$ . On pose

$W.=\{x\in V;\rho(x)<-\epsilon\}$ , $\epsilon>0$ .
D’apr\‘es (2.1.2) et (2.1.4), $H_{\iota}^{p}(W_{l}, F)=0$ pour $p<prof_{\epsilon}F$ ou $p>\dim_{\epsilon}F$.
$\varphi(V)|D\cap V$, o\‘u $\varphi(V)$ est l’ensemble des parties ferm\’ees dans $V,$ \’etant
paracompactifiante, on a

$H^{p}(V, j_{1}(F|D))=H_{\varphi(\gamma)1D\cap V}^{p}(D\cap V, F)$

$=\lim_{\rightarrow}H_{c}^{p}(U, F)$

o\‘u la limite est prise suivant l’ordonn\’e filtrant croissant des ouverts $U$

dans $V$ tels que $\overline{U}e\varphi(V)|D\cap V$. Si l’on d\’esigne le syst\‘eme inductif
$(H_{e}^{p}(U, F),$ $g_{U^{\prime}U},$

$U\subset U’$), alors l’application $g_{U^{\prime}U}$ n’est autre que l’extension
par $0$ hors de support. Soient $U$ un tel ouvert et $\alpha eH_{c}^{p}(U, F)$ . Il
existe un $\epsilon>0$ tel que $ U\cap W.\supset Supp\alpha$ . On peut trouver un $\alpha^{\prime}eH_{c}^{p}(W_{l}, F)$

tel que $\alpha|U\cap W_{l}=\alpha^{\prime}|U\cap W_{l}$ . On choisit un $U’\subset\overline{U}’ e\varphi(V)|D\cap V$ de tel
fagon que $U^{\prime}\supset U\cup W_{l}$ et on a $g_{U^{\prime}U}(\alpha)=g_{U^{\prime}W}(\alpha’)$ . Cela \’etant ainsi 1‘applica-
tion canonique

$H_{o}^{p}(U, F)\rightarrow\lim_{\rightarrow}H_{c}^{p}(U, F)$

se factorise par
$\rightarrow\lim_{l}H_{c}^{p}(W_{l}, F)$ . Celle-ci s’annule pour $p<prof_{\xi}F$ ou

$p>\dim_{\epsilon}F$. Il en r\’esulte que

$\varliminf H^{p}(U, F)=0$ pour $p<prof_{\epsilon}F$ ou $ p>\dim$, $F$ .
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(ii) Soit $U$ un ouvert de Stein dans $C^{m},$ $m\geqq 2$ , et soit $\varphi$ une fonc-
tion fortement pseudoconvexe sur $U$. On pose $W=\{zeU;\varphi(z)>\varphi(\xi_{0})\}$ ,
$\xi_{0}eU$. D’apr\‘es [14] on sait que l’espace $H^{p}(W, \Omega^{n})$ est s\’epar\’e pour $ p\leqq$

$m-l$ , ainsi que l’espace $H_{\iota}^{p}(W, p)$ pour $p\geqq 2$ , donc que le dual fort
d’espace $H^{p}(W, \Omega^{n})$ est isomorphe \‘a $H_{0}^{n-p}(W, \beta)$ pour $p\leqq m-2$ . D’autre
part $H^{p}(W, \Omega^{n})$ est isomorphe au $H^{p}(U, \Omega^{m})$ pour $p\leqq m-2,$ $(2.1.3)$ . Donc
il $y$ a des isomorphismes $H_{c}^{p}(W, P)\rightarrow H_{c}^{p}$ ( $U$, cl“) pour $p\geqq 2$ .

Soient maintenant $V^{\prime}$ un bon voisinage du point $\xi\in B$, et $F$ un
faisceau coh\’erent avec prof\’e $F\geqq 2$ . En vertu des isomorphismes ci-dessus
et du ”lemme des cinq”, usant la r\’esolution de $F$ par des faisceaux libres,
on peut montrer que l’homomorphisme $H_{c}^{p}(V^{\prime}-\overline{D}, F)\rightarrow H_{\iota}^{p}(V‘, F)$ est
bijectif pour $p\geqq 2$ . (L’argument ci-dessus est le m\^eme que celui dans
[2] pour d\’emontrer les Th\’eor\‘emes 5 et 10 l\‘a-bas.) Soit $V$ un bon voisinage.
$c(V)|V-D$ \’etant paracompactifiante, on a, pour tout $p\geqq 2$ ,

$H_{c(V)|V-D}^{p}(V, F)=\lim_{\rightarrow}H_{c}^{p}(V’-\overline{D}, F)$

$\cong\lim_{\rightarrow}H_{c}^{p}(V’, F)=H_{c}^{p}(V, F)$ ,

la limite \’etant prise suivant l’ordonn\’e filtrant croissant des bons voisinages
V’c $V$. De la suite exacte

$\rightarrow H_{\langle V)1V-D}^{p}(V, F)\rightarrow H_{c}^{p}(V, F)\rightarrow H_{\iota(V)\cap D}^{p}(V\cap D, F)$

$\rightarrow H_{c(V)|V-D}^{p+1}(V, F)\rightarrow H_{c}^{p+1}(V, F)\rightarrow$ ,
on d\’eduit que

$H_{t}^{p}(V, j_{*}(F|D))=H_{c(V)\cap D}^{p}(V\cap D, F)=0$ , pour $p\geqq 1$ .
2.2. D’apr\‘es (1.3.1) et (2.1.5) on obtient la suite exacte

(2.2.1) $0\rightarrow j_{1}(F|D)\rightarrow j_{*}(F|D)\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}F\rightarrow 0$

pour tout faisceau coh\’erent $F$ tel que prof $F\geqq 2$ . Il en r\’esulte la longue
suite exacte de cohomologies:

$\rightarrow H^{p}(V, j_{1}(F|D))\rightarrow H^{p}(V, j_{*}(F|D))\rightarrow H^{p}(V, \underline{H}_{B}^{1}F)$

$\rightarrow H^{p+1}(V, j_{1}(F|D))\rightarrow$ .
D’autre part, puisque $R^{q}j_{*}(F|D)=0$ pour $q\geqq 1$ , on a

$H^{p}(V, j_{*}(F|D))=H^{p}(V\cap D, F)=0$ , pour $p\geqq 1$ .
D’o\‘u et de la Proposition 2.1.7(i) on conclut que

$H^{p}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ , pour $0<p<prof_{\epsilon}F-1$ ou $ p\geqq\dim$, $F$ ,
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et que $\Gamma(V\cap D, F)\cong\Gamma(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ . On a montr\’e la

PROPOSITION 2.2.2. Soit $V$ un bon voisinage de $\xi e$ B. Soit $F$ un
faisceau coh\’erent sur $V$ tel que prof $F\geqq 2$ . On $a$ ;

$\Gamma(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong\Gamma(V\cap D, F)$

$H^{p}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ , pour $0<p<profF-1$ ou $p\geqq\dim_{\epsilon}F$ .
PROPOSITION 2.2.3. $V$ \’etant le m\^eme que ci-dessus. Soit $F$ un

faisceau coh\’erent sur $V$ tel que prof $F\geqq 2$ sur V. Alors on a
$H_{\iota}^{p},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ , pour $0<p<profF-1$ ou $p\geqq d{\rm Im} F$ ,

o\‘u $c’=c(V)|B\cap Ve\epsilon t$ l’ensemble des parties compactes dans $B\cap V$.
D\’EMONSTRATION. De la suite exacte (2.2.1) d\’ecoule la longue suite

exacte de cohomologies \‘a support compact dans $V$:

$\rightarrow H_{c}^{p}(V, j_{!}(F|D))\rightarrow H_{c}^{p}(V, j_{*}(F|D))\rightarrow H_{c}^{p}(V,\underline{H}_{B}^{1}F)\rightarrow$ .
On a d’ailleurs

$H_{c}^{p}(V, j_{I}(F|D))=H_{c}^{p}(V\cap D, F)=0$ , pour $p<profF$ ou $p>\dim F$ ,

(2.1.2). D’o\‘u et d’apr\‘es la Proposition 2.1.7 (ii) on entraine que

$H_{c}^{p},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ , pour $0<p<profF-1$ ou $p\geqq\dim F$ .
COROLLAIRE 2.2.4. Soit $F$ un faisceau de Cohen-Macaulay sur un

bon voisinage V. Soit $k=profF=\dim F\geqq 2$ sur V. On $a$ alors;
(i) $H^{p}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ , pour $p\neq 0,$ $k-1$ ,

$\Gamma(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong\Gamma(V\cap D, F)$ ,
$H^{k-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong H_{\varphi(V)1D}^{k}(V\cap D, F)$ ,

(ii) $H_{c}^{p},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ , pour $p\neq 0,$ $k-1$ ,
$H_{c}^{0},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong H_{c(V)\cap D}^{0}(V\cap D, F)$ ,
$H_{c}^{k-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong H_{\iota}^{k}(V\cap D, F)$ .

2.3. Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur un ouvert de Stein $V$ de $X$

L’espace $\Gamma(V, F)$ est muni de fagon naturelle d’une structure d’espact
$FS[3]$ . Si $V$ est form\’e des points lisses et $F$ est le faisceau de germef

des fonctions holomorphes $p$, cette topologie sur $\Gamma(V, p)$ coincide $ave($

la topologie de la convergence uniforme sur tout compact dans $V$. Danf
ce cas il existe sur $H_{c}^{n}(V, \Omega^{n})$ une unique structure d’espace DFS et le
dual d’espace $FS\Gamma(V, p)$ est $H_{c}^{n}(V, \Omega^{n})$ , o\‘u $\Omega^{p}$ est le faisceau de $p$ .
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formes holomorphes, (Dualit\’e de Serre). En g\’en\’eral le dual de $\Gamma(V, F)$

est isomorphe \‘a $Ext_{c}^{n}(V;F, \Omega^{n})$ , celui-ci est muni canoniquement d’une
structure d’espace $DFS$, (Dualit\’e de Malgrange-Suominen).

On suppose d\’esormais que $n=\dim X\geqq 3$ .
Soit maintenant $D$ un ouvert relativement compact dans $X$ dont la

fronti\‘ere $B$ est fortement pseudoconvexe. On suppose que;
$B$ est une sous-vari\’et\’e diff\’erentiable de codimension 1 dans la partie

r\’eguli\‘ere de $X$.
Il existe donc un voisinage $N$ de $B$ qui est une vari\’et\’e complexe de
dimension $n=\dim X$. Soit $V\subset N$ un bon voisinage d’un point sur $B$ . On
muni l’espace $\Gamma(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ d’une structure d’espace $FS$ par l’isomor-
phisme

$\Gamma(V\cap D, F)\rightarrow^{\cong}\Gamma(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ .
De la m\^eme mani\‘ere, pour tout faisceau libre de $p$-Module $F$, l’isomor-
phisme

$H_{c}^{n-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\rightarrow^{\cong}H_{c}^{n}(V\cap D, F)$

fournit une structure $d$ ‘espace DFS \‘a $H_{c}^{n-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ . La dualit\’e de
Serre ci-dessus donne la nouvelle dualit\’e:

$(\Gamma(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{p}))^{\prime}\cong H_{c}^{n-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n-p})$ .
PROPOSITION 2.3.1. Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur un bon voisinage

$V$ tel que prof $F=k_{1}constante\geqq 3$ , sur V. Alors

$Ext^{p},(B\cap V;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})=0$ , pour $n-k+1\leqq p\leqq n-2$ , ou $p\geqq n$ ,

et $Ext_{\iota}^{n-1}(B\cap V;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega‘‘)$ est muni d’une structure d’espace DFS
eanonique de telle $\epsilon orte$ qu’il soit dual au $\Gamma(B\cap V,\underline{H}_{B}^{1}F)$ .

La d\’emonstration se fait par r\’ecurrence sur $k$ en vertu des Propo-
sitions 1.3.3, 2.1.6 et Corollaire 2.2.4 et de la dualit\’e pour le cas o\‘u
$ F=\rho$. On montre en chemin l’isomorphisme

$Ext_{c^{\prime}}^{n-1}(B\cap V;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\cong Ext_{c}^{n}(D\cap V;F, \Omega^{n})$ ,

qui nous permet de munir d’une structure d’espace DFS au groupe \‘a
gauche.

Nous allons chercher la deuxi\‘eme relation de dualit\’e locale.

LEMME 2.3.2. $V,$ $F$ et $k$ \’etant les $m_{-}^{\wedge}mes$ que dans la Proposition
2.3.1. On a
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$Ext^{p}(V\cap B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\cong Ext^{p}(V\cap D;F, \Omega^{n})$

pour $p\leqq n-2$ .
D\’EMONSTRATION. D’abord on va montrer que

(2.3.3) $Ext_{\varphi(V)1D}^{p}(V\cap D;F, \Omega^{n})=0$ , pour $p\leqq n-1$ .
En effet, ceci est vraie pour $F=ff$ d’apr\‘es la Proposition 2.1.7, ensuite
pour tout $F$ en question par r\’ecurrence sur $k$ . Or, d’apr\‘es la Proposi.
tion 1.3.2 et (2.1.5), la suite suivante est exacte:

$\rightarrow Ext_{\varphi\{V)1D}^{p}(V\cap D;F, \Omega^{n})\rightarrow Ext^{p}(V\cap D, F, \Omega^{n})$

$\rightarrow Ext^{p}(V\cap B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\rightarrow Ext_{\varphi(V)1D}^{p+1}(V\cap D;F, \Omega^{n})\rightarrow$ .
Il en r\’esulte que

$Ext^{p}(V\cap D;F, \Omega^{n})\cong Ext^{p}(V\cap B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ ,

pour tout $p\leqq n-2$ .
PROPOSITION 2.3.4. Soit $F$ un faisceau de Cohen-Macaulay sur un

bon voisinage $V$ dont le profondeur est une constante $k\geqq 2$ . Alors,

$Ext^{p}(V\cap B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})=0$ , pour $p<n-1$ , $p\neq n-k$ ,
$et$

$Ext^{n-k}(V\cap B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ est muni d’une structure $d’ e\epsilon pace$ $FS$

canonique, et cet espace est le dual de $H_{c}^{k-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ .
D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es le deuxi\‘eme th\’eor\‘eme de dualit\’e $[3, 14]$ ,

on sait qu’il existe une structure d’espace $FS$ sur $Ext^{p}(V\cap D;F, \Omega^{n})$ et
celle d’espace DFS sur $H_{\iota}^{p}(V\cap D, F)$ de telle sorte que le dual de
$H^{p}(V\cap D, F)$ soit $Ext^{n-p}(V\cap D;F, \Omega^{n})$ , o\‘u on a compt\’e sur le fait que
$V\cap D$ est de Stein. Puisque

$H_{c}^{p}(V\cap D, F)=0$ , pour $p\neq k$ ,

on a, pour $q\neq n-k$ ,

$Ext^{q}(V\cap D, F, \Omega^{n})=0$ .
D’apr\‘es le lemme,

$Ext^{p}(V\cap B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})=0$ , pour $p<n-1$ , $p\neq n-k$ .
On sait d’ailleurs
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$H_{\iota}^{k-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong H_{c}^{k}(V\cap D, F)$ , Corollaire 2.2.4.
Donc le groupe $H_{c}^{k-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ est muni d’une structure d’espace $DFS$,
par laquelle le dual devient isomorphe \‘a

$Ext^{n-k}(V\cap D;F, \Omega^{n})\cong Ext^{n-k}(V\cap B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ .
2.4. On \’etude ici la suite spectrale de Leray (th\’eorie locale-globale)

\‘a cohomologie (resp. homologie) de faisceau $\underline{H}_{B}^{1}F$ d’un recouvrement du
bord $B$.

Soit $\mathcal{U}$ un recouvrement d’un voisinage $N$ de $B$ par des bon8
voisinages $V;\mathcal{U}=\{V_{i}\},$ $N=\bigcup_{i}V_{i}$ . Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur $N$.
On pose

codh $F=\inf_{x\in}prof_{x}F$ , dim $F=\sup\dim_{x}FxeN$

Il existe une suite spectrale

$E_{2}^{p,q}=H^{p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}F))-H^{\cdot}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ .
On a d’apr\‘es 2.2.2,

$E_{2}^{p,q}=0$ pour $0<q<codhF-1$ .
$E_{2}^{p,0}=H^{p}(\mathcal{U}\cap D, F)=H^{p}(N\cap D, F)$ ,

o\‘u la deuxi\‘eme \’egalit\’e d\’ecoule du th\’eor\‘eme de Leray pour le recouvre-
ment $\mathcal{U}\cap D,$ $\mathcal{U}\cap D$ \’etant F-acyclique d’apr\‘es (2.1.1). Il en r\’esulte

(2.4.1) $H^{p}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong H^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong H^{p}(N\cap D, F)$ ,

pour $p\leqq codhF-2$ .
Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur $N$ tel que

$k=codhF=\dim F\geqq 2$ .
Dans ce cas on aura de plus les propri\’et\’es suivantes. On $a$ ;

$E_{2}^{p,q}=0$ pour $q\neq 0$ , $k-1$ ,

$E_{2}^{p,0}=H^{p}(N\cap D, F)=0$ pour $p\geqq k$ , (Malgrange-Siu),

et

$E_{2}^{p,k-1}=H^{p}(\mathcal{U}, \ovalbox{\tt\small REJECT}^{k}(j_{I}F))=H_{\varphi(N)1D\cap N}^{p+k}(D\cap N, F)=0$ , pour $p\geqq 1$ .
Faisant un calcul d’aboutissement de la suite spectrale on $a$ ;

(2.4.2) $H^{p}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ pour $p\geqq k$ ,
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et la suite
$0\rightarrow H^{\iota-1}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\rightarrow H^{k-1}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)$

$\rightarrow H^{0}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}^{k-1}(\underline{H}_{B}^{1}F))\rightarrow 0$

est exacte.

PROPOSITION 2.4.3. Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur $N$ tel que $k=$

codh $F=\dim F\geqq 2$ . On $a$ ;

$H^{f}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong H_{k-r-1}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{k-1}(\underline{H}_{B}^{1}F))$

$\cong H_{\iota_{-f}-1}(\mathcal{U}\cap D, \mathscr{G}_{c}^{k}(F))\cong H_{\iota}^{\gamma+1}(N\cap D, F)$

pour $r\geqq 1$ .
En effet, utilisant la suite spectrale

$cE_{2}^{p,q}=H_{-p}(\mathcal{U}\cap B, \mathscr{G}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}F))-H^{\cdot}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ ,

on peut montrer la proposition d’apr\‘es le Corollaire 2.2.4. La deuxi\‘eme
assertion est montr\’ee par la m\^eme mani\‘ere.

COROLLAIRE 2.4.4 [12].

$H^{p}(N\cap D, F)\cong H_{c}^{p+1}(N\cap D, F)$ pour $1\leqq p\leqq k-2$ .
On va \’etendre les r\’esultats aux groupes $Ext$

. et $Ext_{c}$ .
PROPOSITION 2.4.5. Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur N. On $a$ alors

Ext$f(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\cong H_{-r-1}(\mathcal{U}\cap B, ext_{c^{\prime}}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$ ,

pour $r\geqq n$ -codh $F+1$ , si codh $F\geqq 3$ .
Ceci r\’esulte de la Proposition 2.3.1 par un calcul de la suite spectrale.
On d\’emontre dela m\^eme mani\‘ere la proposition suivante.

PROPOSITION 2.4.6. Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur $N$ tel que $k=$

codh $F=\dim F\geqq 2$ . On $a$ ;

$Ext^{f}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\cong H^{k+r-n}(\mathcal{U}\cap B, ext^{n-k}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$ ,

pour $r<n-1$ , en particulier,

$Ext^{f}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})=0$ pour $r<n-k$ .

\S 3. Dualit6 de cohomologies locales au bord des faiseeaux roh\’erents.

Soit $D$ un ouvert relativement compact dans un espace analytique
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r\’eduit de dimension $n\geqq 3$ dont la fronti\‘ere $B$ est fortement pseudoconvexe.
On suppose qu’

il existe une sous-vari\’et\’e ouverte $N$ de $X$ dans laquelle $B$ est une
sous-vari\’et\’e diff\’erentiable de codimension 1.

3.1. Trace. On d\’esigne par $\Omega^{p}$ le faisceau de germe8 des p-formes
holomorphes; $\Omega^{0}=p$. Le lemme de Poincar\’e est valable sur $N$;

$0\rightarrow C\rightarrow\Omega^{0}\rightarrow\Omega^{1}$–. . $.\rightarrow\Omega^{n}\rightarrow 0$

est exacte.
On a montr\’e dans [11] un analogue sur le bord $B$ du lemme de

Poincar\’e, c’est \‘a dire que la suite

(3.1.1) $0\rightarrow C_{B}\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{0}\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{1}$–. . $.\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}\rightarrow 0$

est exacte, o\‘u $C_{B}$ est le faisceau de constante sur $B$ prolong\’e par z\’ero
hors de $B$ .

On a la suite spectrale d’hypercohomologie:

$E_{1}^{p,q}=H^{q}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{p})-H^{\cdot}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})$ .
Grace \‘a (3.1.1),

$H^{i}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\cong H(B, C)$ .
On a d’autre part

$E_{1}^{p,q}=0$ , pour $p\geqq n+1$ ou $q\geqq n$ .
D’o\‘u d\’ecoule la relation;

$E_{2}^{n,n-1}=h^{n}H^{n-1}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\cong H^{2n-1}(B, C)\cong C$ .
On a obtenu la suite exacte

(3.1.2) $H^{n-1}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n-1})\rightarrow H^{n-1}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\rightarrow C\rightarrow 0$ .
L’application lin\’eaire

$T:H^{n-1}(B,\underline{H}_{B}^{I}\Omega^{n})\rightarrow C$

est appel\’ee trace.

PROPOSITION 3.1.3. Soit $V$ un bon voisinage contractible d’un point
de B. Les deux suites suivantes sont exactes;

$ 0\rightarrow H_{\iota}^{0},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{0})\rightarrow H_{c}^{0},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{1})\rightarrow$

. . $.\rightarrow H_{c}^{0},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\rightarrow 0$ ,
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$ 0\rightarrow H_{c}^{n-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{0})\rightarrow H_{c}^{n-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{1})\rightarrow$

$\rightarrow H_{c}^{n-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\rightarrow C\rightarrow 0$ .
D\’EMONSTRATION. On v\’erifie aussit\^ot

$h^{p}H_{c}^{n}(V\cap D, \Omega^{\cdot})=C$ si $p=n$ , $et=0$ si $p\neq n$ ,

si l’on consid\‘ere la suite spectrale d\’eg\’en\’er\’ee

$E_{1}^{p,n}=H_{c}^{n}(V\cap D, \Omega^{p})-H_{\iota}^{p+n}(V\cap D, C)\left\{\begin{array}{ll}=0, & p\neq n,\\=C, & p=n.\end{array}\right.$

D’o\‘u et de la relation

$H_{c}^{n-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{p})\cong H_{c}^{n}(V\cap D, \Omega^{p})$ ,

on d\’eduit la deuxi\‘eme suite exacte. Pour obtenir la premi\‘ere suite, on
verra la suite spectrale d’hypercohomologie

$E_{1}^{p.q}=H_{c}^{q},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{p})-H_{l^{\prime}}^{\cdot}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})$ .
Grace \‘a (3.1.1) on a

$H_{c}^{i},(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})=H_{c},(V\cap B, C)=\left\{\begin{array}{ll}0, & i\neq 2n-1,\\C, & i=2n-1.\end{array}\right.$

Puisque $E_{1}^{p,q}=0$ pour $q\neq 0,$ $n-1$ , on aura $E_{2}^{i,0}\cong E_{2}^{i-n,n-1}$ pour $i\leqq n$ , ce qui
implique

$h^{i}H_{c}^{0},(B\cap V,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\cong h^{i-n}H_{c}^{n-1}(B\cap V,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})=0$ ,

pour $i\leqq n$ .
COROLLAIRE. Les suites suivantes des pr\’ecofaisceaux sont exactes

sur $N$:

$ 0\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{0}(\underline{H}_{B}^{0}\Omega^{0})\rightarrow \mathfrak{X}^{0}(\underline{H}_{B}^{0}\Omega^{1})\rightarrow\cdots$

$\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}^{0}(\underline{H}_{B}^{0}\Omega^{n})\rightarrow 0$ ,

$ 0\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{e^{\prime}}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{0})\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{c^{\prime}}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{1})\rightarrow\cdots$

$\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\rightarrow C\rightarrow 0$ .
Soit $\mathcal{U}$ un recouvrement de $B$ par des bons voisinages. Il existe

une suite spectrale

$E_{1}^{p.q}=C_{-p}(\mathcal{U}, \mathfrak{X}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))-H^{\cdot}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ .
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D’apr\‘es le corollaire ci-dessus on a l’application lin\’eaire

$T_{1}^{0,n-1}:C_{0}(\mathcal{U}, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))\rightarrow C$ ,

qui est d\’efinie comme la somme des

$H_{c}^{n-1}(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\rightarrow C$ , $V\in \mathcal{U}$ .
Pour $q\neq n-1$ , on d\’efinit

$T_{1}^{0,q}:C_{0}(\mathcal{U}, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))-C$

comme l’application nulle: $T_{1}^{0,q}=0$ , ce qui s’accorde avec le fait que

$\mathscr{G}_{c^{\prime}}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})=0$ pour $q\neq 0$ , $n-1$ ,

et, lorsque $q=0$ , avec l’exactitude de la premi\‘ere suite du corollaire.
On regarde $C$ comme une suite spectrale d\’eg\’en\’er\’ee dont le seul terme
non-nul est

$E_{r}^{0,n-1}=C$ , $r\geqq 1$ ,

on \’etend puis les applications $T_{1}^{0,q}$ \‘a un homomorphisme de suites
spectraux dont l’homomorphisme du premier terme est $T_{1}^{0,q}$ . L’homomor-
phisme d’aboutissements est la trace expliqu\’ee plus haut:

$T:H^{n-1}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\rightarrow C$ .
Rappelons-nous de montrer l’isomorphisme

$H^{n-1}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\cong H_{0}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$ , (2.4).

D\’esormais nous entendrons la trace par l’homomorphisme de suites
spectraux introduit ci-dessus;

$T_{2}^{p,q}:E_{2}^{p,q}=H_{-p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))\rightarrow C$ .
3.2. Soit $\mathcal{U}$ un recouvrement fini de $B$ par des bons voisinages. Soit

$F$ un faisceau coh\’erent sur $N=\cup\{V;V\in \mathcal{U}\}$ . L’ensemble des sections
de $\underline{H}_{B}^{1}F$ sur chaque nerf \’etant muni d’une structure d’espace $FS$, l’espace
$C^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ des p-\‘emes cochaines en est aussi muni. De m\^eme l’espace
$\hat{C}^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ des cochaines altern\’ees, comme un sous-espace ferm\’e du
pr\’ec\’edent, est aussi un espace $FS$. Si $V\subset V$ sont des bons voisinages,
l’application de r\’estriction $\Gamma(V, F)\rightarrow\Gamma(V^{\prime}, F)$ est continue, donc l’appli-
cation cobord

$\delta^{p}:C^{p}(\mathcal{U}, F)\rightarrow C^{p+1}(\mathcal{U}, F)$
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l’est aussi. Il en r\’esulte, grace \‘a la relation $\Gamma(V\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\cong\Gamma(V\cap D, F)$ ,
que l’application cobord

$\delta^{p}:C^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)\rightarrow C^{p+1}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$

est continue.
Dans notre article pr\’ec\’edente nous avons montr\’e le th\’eor\‘eme de

finitude pour la cohomologie $H^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ ;

TH\’EOREME. [12]

dim $ H^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)<\infty$ , pour tout $p\geqq 1$ ,

donc

dim $ H^{p}(B, \underline{H}_{B}^{1}F)<\infty$ pour $1\leqq p\leqq codhF-2$ .
Par une m\^eme consid\’eration, on met le chaine

$C_{-p}(\mathcal{U}\cap B, ext_{0}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$

d’une structure d’espace $DFS$. L’application bord
$\theta_{-p}:C_{-p}(\mathcal{U}\cap B, ext_{c}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))\rightarrow C_{-p-1}(\mathcal{U}\cap B, ext_{c}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$

est continue. $\theta_{-p}$ est l’application dual de $\delta^{p}$ par rapport au produit de
cochaines et chaines.

Nous allons commencer \‘a montrer que le dual de $H^{p}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ pour
$p<codhF-2$ est isomorphe \‘a $Ext^{n-p-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ .

Il existe un accouplement des suites spectrales $E\otimes_{c}E\rightarrow F$, o\‘u

$E_{1}^{p,q}=C^{p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}F))-H^{\cdot}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ ,

$cE_{1}^{p,q}=C_{-p}(\mathcal{U}\cap B, ext_{c}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))-Ext\cdot(B,\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ ,

et

$F^{p,q}=C_{-},(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))-H^{\cdot}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ .
Cet accouplement pour les premiers termes initiaux est le produit de
cochaines et chaines;

$C^{p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}^{t}(\underline{H}_{B}^{1}F))\times C_{q}(\mathcal{U}\cap B, ext_{c}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$

$\rightarrow C_{q-p}(\mathcal{U}\cap B, \mathscr{G}^{r+}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$ .
La trace $T:F\rightarrow C$ a comme le terme initial l’application lin\‘eaire

$T_{1}^{u,v}:C_{-u}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}^{v}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))\rightarrow C$ ,
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entre eux le seul pour $v=n-1$ n’est pas banal et celui-ci est continue.
La trace pr\’ec\’ed\’ee par l’accouplement ci-dessus fournit un accouple-

ment $E\otimes_{c}E\rightarrow C$. Nous en obtenons une forme bilin\‘eaire;
$C^{p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}F))\times C_{-p}(\mathcal{U}\cap B, ext_{c}^{n-q-1}(\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))\leftrightarrow C$ .

On voit d’apr\‘es la Proposition 2.3.1 que cette forme bilin\‘eaire d\’efinit un
isomorphisme de $cE_{1}^{-p,n-1}=C_{p}(\mathcal{U}\cap B, ext_{0}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$ sur le dual topo-
logique de $E_{1}^{p,0}=C^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ .

En vertu du th\’eor\‘eme de finitude et le lemme bien connu de Serre-
Schwartz on a l’isomorphisme de $cE_{2}^{-p,n-1}=H_{p}(\mathcal{U}\cap B, ext_{c}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$

sur le dual de $H^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ . D’apr\‘es (2.4.1) et la Proposition 2.4.5,
on a le th\’eor\‘eme de dualit\’e suivant.

TH\’EOREME 3.2.1. Soit $F$ un faisceau coh\’erent dans un voisinage de
$B$ tel que codh $F\geqq 3$ . Pour tout $p\leqq codhF-2$ , le groupe $H^{p}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ est
muni d’une structure d’espace $FS$, ainsi le groupe $Ext^{n-p-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$

d’une structure d’espace $DFS$ . Le dual fort de $H^{p}(B,\underline{H}_{B}^{1}F)$ est isomorphe
\‘a $Ext^{n-p-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ .

COROLLAIRE. Pour tout $p,$ $H_{p}(\mathcal{U}\cap B, ext_{c}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$ est isomor-
phe au dual de $H^{p}(\mathcal{U}\cap B, \underline{H}_{B}^{1}F)$ .

Nous donnerons puis le deuxi\‘eme th\’eor\‘eme de dualit\’e.

TH\’EOBEME 3.2.2. Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur un voisinage de
$B$ tel que $k=codhF=\dim F\geqq 2$ . Pour tout $r\geqq 1$ , il existe sur $H^{f}(B, \underline{H}_{B}^{1}F)$

une structure d’espace $DFS$, et sur $Ext^{n-r-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ une
structure d’espace $FS$ telles que le dual de $H^{r}(B, \underline{H}_{B}^{1}F)$ est isomorphe \‘a
$Ext^{n-r-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$ .

Pour montrer le th\’eor\‘eme on pr\’epare d’abord un lemme.

LEMME. $H_{p}(\mathcal{U}\cap D, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{\epsilon}^{k}(F))$ et $H^{p}(\mathcal{U}\cap D, ext^{n-k}(F, \Omega^{n}))$ sont munis
des structures d’espaces DFS et $FS$ respectivement, et le dual fort de
l’espace $H_{p}(\mathcal{U}\cap D, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{k}(F))$ est isomorphe au $H^{p}(\mathcal{U}\cap D, ext^{n-k}(F, \Omega^{n}))$ .

En effet, d’apr\‘es la dualit\’e de Serre-Suominen, il $y$ a un isomorphisme
de l’espace $FSC^{p}(\mathcal{U}\cap D, ext^{n-k}(F, \Omega^{n}))$ sur le dual de l’espace DFS
$C_{p}(\mathcal{U}\cap D, \mathscr{G}_{c}^{k}(F))$ . On montrera que la dimension de $H^{p}(\mathcal{U}\cap D$,
$ext^{n-k}(F, \Omega^{n}))$ est finie pour $p\geqq 1$ . Alors l’espace $H_{p}(\mathcal{U}\cap D, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota}^{k}(F))$ est
s\’epar\’e pour $p\geqq 0$ , donc il est $DFS$ . Ainsi la dualit\’e ci-dessus entre les
chaines et cochaines entraine la dualit\’e entre leurs homologies et coho-
mologies; 1‘espace $FSH^{p}(\mathcal{U}\cap D, ext^{n-k}(F, \Omega^{n}))$ est isomorphe au dual de
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l’espace DFS $H_{p}(\mathcal{U}\cap D, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{k}(F))$ . A propos de la finitude, on a vu dans
[12] que

dim $ H^{p}(N\cap D, F)<\infty$ ,

pour tout faisceau coh\’erent $F$ et tout $p\geqq 1$ , celle-ci a \’et\’e obtenue comme
un lemme pour montrer notre th\’eor\‘eme de finitude \’enonc\’e plus haut.
Par r\’ecurence sur la dimension homologique on a la finitude:

dim $Ext^{n-k+p}(N\cap D;F, \Omega^{n})<\infty$ ,

pour $p\geqq 1$ . D’autre part ext $i(F, \Omega^{n})$ s’annulant pour $i\neq n-k$ , on a
l’isomorphisme

$H^{p}(\mathcal{U}\cap D, ext^{n-k}(F, \Omega^{n}))\cong Ext^{n-k+p}(N\cap D;F, \Omega^{n})$ .
D’o\‘u r\’esulte la finitude de l’homologie \‘a gauche.

D\’EMONSTRATION $DU$ TH\’EOREME 3.2.2. Pour un faisceau coh\’erent $F$

de $k=codhF\geqq 2$ , on a les isomorphismes

$C_{p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{k-1}(\underline{H}_{B}^{1}F))\cong C_{p}(\mathcal{U}\cap D, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota}^{k}(F))$ ,
et

$C^{p}(\mathcal{U}\cap B, ext^{n-k}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))\cong C^{p}(\mathcal{U}\cap D, ext^{n-k}(F, \Omega^{n}))$ .
Ces isomorphismes fournissent aux chaine et cochaine aux c\^ot\’es gauches
les structures d’espaces DFS et $FS$ respectivement.

Consid\’erons maintenant l’accouplement

$C_{p}(\mathcal{U}\cap B, \mathscr{G}_{\iota}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}F))\otimes C^{p}(\mathcal{U}\cap B, ext^{n-q-1}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$

$\rightarrow C_{0}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))\rightarrow C\overline{T_{1}^{0.n-1}}$

Pour $q=k-1$ , il $y$ a un isomorphisme de $C^{p}(\mathcal{U}\cap B, ext^{n-k}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$

sur le dual de $C_{p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{k-1}(\underline{H}_{B}^{1}F))$ . D’apr\‘es le lemme et les isomor-
phismes en haut on voit que l’homomorphisme de bord

$\theta_{p+1}:C_{p+1}(\mathcal{U}\cap B, \mathfrak{X}^{k-1}(\underline{H}_{B}^{1}F))\rightarrow C_{p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{k-1}(\underline{H}_{B}^{1}F))$

est \‘a l’image ferm\’ee. On obtient ainsi l’isomorphisme de
$H^{p}(\mathcal{U}\cap B, ext^{n-k}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$

sur le dual de $H_{p}(\mathcal{U}\cap B, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{k-1}(\underline{H}_{B}^{1}F))$ . D’o\‘u et d’apr\‘es les Propositions
2.4.3 et 2.4.6 on a le th\’eor\‘eme.

COROLLAIRE 3.2.3. Le dual d’espace $H^{q}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{p})$ (comme un espace
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$FS$ ou $DFS$) est isomorphe \‘a $H^{n-q-1}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n-p})$ pour tous $p$ et $q$ .
3.3. Dans ce paragraphe on suppose que $X$ soit une vari\’et\’e complexe

de dimension $n\geqq 3$ . DcX et $B=\partial D$ soient les m\^emes qu’avant. Le
premier et le deuxi\‘eme th\’eor\‘emes de dualit\’es s’expliquent comme suit.

Pour tout faisceau coh\’erent $F$ sur $X$ et pour tout $p$ ,
(i) il existe une structure d’espace QFS (le quotient de $FS$) sur

$H^{p}(D, F)$ et celle d’espace QDFS (le quotient de $DFS$) sur $Ext_{c}^{n-p}(D;F, \Omega^{n})$

telles que la trace; $H_{c}^{n}(D, \Omega^{n})\rightarrow C$, induit entre eux un accouplement qui
fait $du$ s\’epar\’e associ\’e de $Ext_{c}^{n-p};(D;F, \Omega^{n})$ le dual fort $du$ s\’epar\’e associ\’e
de $H^{p}(D, F)$ . $H^{p}(D, F)$ est s\’epar\’e si et seulement si $Ext_{c}^{n-p+1}(D;F, \Omega^{n})$

est s\’epar\’e,
(ii) il existe une structure d’espace QDFS sur $H_{c}^{p}(D, F)$ et celle

d’espace QFS sur $Ext^{n-p}(D;F, \Omega^{n})$ telles que la trace induit un accouple-
ment entre ces espaces qui fait $du$ s\’epar\’e associ\’e de $Ext^{n-p}(D;F, \Omega^{n})$ le
dual fort $du$ s\’epar\’e associ\’e de $H_{c}^{p}(D, F)$ . La s\’eparation de $H_{c}^{p}(D, F)$ est
\’equivalente \‘a celle de $Ext^{n-p+1}(D;F, \Omega^{n})$ .

Dans notre cas, le domaine $D$ \’etant fortement pseudoconvexe, les
espaces $H^{p}(D, F)$ sont s\’epar\’es pour tout $p$ et les espaces $H_{c}^{p}(D, F)$ sont
s\’epar\’es pour $p\leqq codhF$. On a donc les isomorphismes;

$(H^{p}(D, F))^{\prime}\cong Ext_{c}^{n-p}(D;F, \Omega^{n})$ , pour tout $p$ ,
et

$(H_{c}^{p}(D, F))^{\prime}\cong Ext^{n-p}(D;F, \Omega^{n})$ pour $p\leqq codhF$ .
De ces dualit\’es avec nos dualit\’es pr\’ec\’edentes et des Propositions

1.3.2, 2.4.6 et (2.4.2), on d\’eduit la relation entre $H^{p}(D, F),$ $H_{c}^{p}(D, F)$ ,
$H^{p}(B, \underline{H}_{B}^{1}F)$ et ces duaux:

TH\’EOR\‘EAE 3.3.1. Soit $F$ un faisceau coh\’erent sur $X$ tel que $k=$

codh $F=\dim F\geqq 3$ . On a les deux suites exactes suivantes dont chaque
terme dans la deuxi\‘eme est le dual topologique $du$ terme correspondant
dans la premi\‘ere:

i) $ 0\rightarrow\Gamma(D, F)\rightarrow\Gamma(B,\underline{H}_{B}^{1}F)\leftrightarrow H_{c}^{1}(D, F)\rightarrow\cdots$

. . $.\rightarrow H_{c}^{k-1}(D, F)\rightarrow H^{k-1}(D, F)\rightarrow H^{k-1}(B, \underline{H}_{B}^{1}F)$

$\rightarrow H_{c}^{k}(D, F)\rightarrow 0$ ,

ii) $0\leftarrow Ext_{c}^{n}(D;F, \Omega^{n})\leftrightarrow Ext^{n-1}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$

$\leftarrow Ext^{n-1}(D;F, \Omega^{n})\leftarrow\cdots\leftarrow Ext^{n-k+1}(D;F, \Omega^{n})$

$\leftarrow Ext_{c}^{n-k+1}(D;F, \Omega^{n})\leftarrow Ext^{n-k}(B;\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})$

$\leftarrow Ext^{n-k}(D;F, \Omega^{n})\leftarrow 0$ .
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Nous posons;

$\chi(p)=\sum_{i=1}^{n-1}(-1)$‘ dim $H(D, \Omega^{p})$ ,

$\chi_{\iota}(p)=\sum_{i=1}^{n-1}(-1)$ ‘ dim $H_{c}^{i}(D, \Omega^{p})$ ,

$\chi_{b}(p)=\sum_{i=1}^{n-2}(-1)^{i}$ dim $H^{i}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{p})$ .
D’apr\‘es le th\’eor\‘eme de dualit\’e et du Corollaire 3.2.3, on voit que,

$\chi_{\iota}(p)=(-1)^{n}\chi(n-p)$ ,

$\chi_{b}(p)=(-1)^{n-1}\chi_{b}(n-p)$ .
De la longue suite exacte ci-dessus, on a

$\chi_{0}(p)+\chi_{b}(p)=\chi(p)$ .
D’o\‘u la relation suivante.

PROPOSITION 3.3.2.
$\chi(p)+(-1)^{n-1}\chi(n-p)=x_{b}(p)$ .

S. S-T. Yau a donn\’e une condition o\‘u la gauche s’annule. Il sera
int\’eressant de chercher le lien de notre th\’eorie avec les r\’esultats
donn\’es dans [19]. En faisant on pourrais esp\’erer le th\’eor\‘eme de Riemann-
Roch sur des vari\’et\’es fortement pseudoconvexes. On a les relations
suivantes.

PROPOSITION 3.3.3.
$\chi_{b}(p)=(-1)^{n-1}\chi_{b}(n-p)$ ,

$\sum_{p=0}^{n}(-1)^{p}\chi_{b}(p)=0$ .

\S 4. Dualit\’e de Poincar\’e-Lefschetz et de Hodge.

Soient $X$ une vari\’et\’e complexe de dimension $n\geqq 3$ et $D$ un ouvert
relativement compact et fortement pseudoconvexe dans $X$, soit $B$ la
fronti\‘ere de D. $\Omega^{\cdot}$ est le complexe de faisceaux des formes holomorphes
sur $X$.

Pour un recouvrement ouvert $\mathcal{U}$ d’une partie $E$, et pour tout com-
plexe de pr\’efaisceaux $K^{\cdot}$ sur $E$, on d\’esigne par $H^{\cdot}(\mathcal{U}, K^{\cdot})$ l’hyper-
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cohomologie de recouvrement $\mathcal{U}$ \‘a coefficients dans $K^{\cdot}$ ([9], p. 63). Lorsque
$K^{\cdot}$ est un complexe de faisceaux, il existe une suite spectrale aboutissante
\‘a l’hypercohomologie $H^{\cdot}(E, K^{\cdot})$ ;

(4.0.1) $E_{2}^{p,q}=H^{\cdot}(\mathcal{U}, \mathscr{G}^{q}(K^{\cdot}))-H^{\cdot}(E, K^{\cdot})$ ,

o\‘u $\mathscr{G}^{q}(K^{\cdot})$ d\’esigne le complexe de pr\’efaisceaux $V\rightarrow H^{q}(V, K^{\cdot})$ .
Soit maintenant L. un complexe de pr\’ecofaisceaux. L’hyperhomologie

du recouvrement $\mathcal{U}$ \‘a coefficients dans L. est l’homologie du bicomplexe
$C.(\mathcal{U}, L.)$ , dont le composant d’indices $(i, j)$ est $C_{i}(\mathcal{U}, L_{\dot{g}})$ , groupe des
i-chaines altern\’ees du nerf de $\mathcal{U}$ \‘a valeurs dans $L_{j}$ . Nous la noterons
$H.(\mathcal{U}, L.)$ .

4.1. Soit $\mathcal{U}=\{V_{i}\}$ un recouvrement de $\overline{D}$ par des ouverts de Stein
tel que $V_{i}$ soit un bon voisinage si $ V_{i}\cap B\neq\emptyset$ . On pose

$\mathcal{U}^{\prime}=\{V_{i};V_{i}\cap B\neq\emptyset\}$ .
On a vu dans la section 2 que; pour tout faisceau localement libre $F$,

(i) $\mathscr{G}^{rq}(j_{*}(F|D))=0$ pour $q>0$ sur tout nerf de $\mathcal{U}$,
(ii) $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}(j_{1}(F|D))=0$ pour $q>0$ sur tout nerf de $\mathcal{U}$ qui est contenu

dans $D$ ,
(iii) $\mathscr{F}^{q}(j_{1}(F|D))=0$ pour $q\neq n$ sur tout nerf de $\mathcal{U}^{\prime}$ ,
(iv) $\mathscr{F}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ pour $q\neq 0,$ $n-1$ , sur tout nerf de $\mathcal{U}$ .

LEMME 4.1.1. Les suites suivantes des complexes des pr\’efaisceaux
sur les nerfs de $\mathcal{U}$ sont exactes:

$ 0\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}(j_{1}\Omega^{0})\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}(j_{1}\Omega^{1})\rightarrow\cdots\rightarrow$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}(j_{I}\Omega^{n})\rightarrow 0$ ,

$ 0\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{0})\rightarrow \mathscr{G}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{1})\rightarrow\cdots$

$\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n})\rightarrow 0$ .
L’exactitude de la deuxi\‘eme suite d\’ecoule, par un argument de la

suite spectrale, de la suite exacte (3.1.1) et de (iv) ci-dessus (Lemme

2.3.2 dans [12]). D’o\‘u l’exactitude de la premi\‘ere suite si l’on note,
$d’ ap$r\‘es
$\mathcal{U}$ .

le Corollaire 2.2.4, que $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}(j_{1}\Omega^{p})\cong \mathscr{G}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{p})$ sur les nerfs de

PROPOSITION 4.1.2.
$H^{\cdot}(\mathcal{U}, j_{*}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(X, j_{*}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(D, \Omega^{\cdot})$

$\cong H^{\cdot}(\overline{D}, C)$ .
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En effet, on a, d’apr\‘es (4.0.1) et (i) ci-dessus,

$H^{\cdot}(\mathcal{U}, j_{*}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(X, j_{*}\Omega^{\cdot})$ .
Puisque $R^{q}j_{*}(\Omega^{\cdot}|D)=0$ pour $q>0$ , on a $H^{q}(X, j_{*}(\Omega^{p}|D))\cong H^{q}(D, \Omega^{p})$ , par
suite,

$H^{\cdot}(X, j_{*}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(D, \Omega^{\cdot})$ .
D’apr\‘es le lemme de Poincar\’e la derni\‘ere est isomorphe \‘a $ H^{\cdot}(D, C)\cong$

$H^{\cdot}(\overline{D}, C)$ .
PROPOSITION 4.1.3.

$H^{\cdot}(\mathcal{U}, j_{1}\Omega)\cong H^{\cdot}(X, j_{1}\Omega^{\cdot})\cong H_{c}^{\cdot}(D, \Omega^{\cdot})$

$\cong H^{\cdot}(\overline{D}, B;C)$ .
D\’EMONSTRATION. D’apr\‘es les enonc\’es (ii) et (iii) ci-dessus et le fait

que $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}(j_{1}\Omega^{\cdot})$ est quasi-isomorphe au complexe $0$, on a
$H^{\cdot}(\mathcal{U}, \ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}(j_{I}\Omega^{\cdot}))=0$ pour tout $q>0$ .

Il en r\’esulte que

$H^{\cdot}(\mathcal{U}, j_{1}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(X, j_{I}\Omega^{\cdot})\cong H_{c}^{\cdot}(D, \Omega^{\cdot})$ .
On a d’autre part, pour tout faisceau localement libre $F$,

$\Gamma(U_{0^{\cdot}p}, j_{1}(F|D))\cong\Gamma_{\varphi t\sigma_{0}\cdots)1\sigma_{0}}ip$ $p\cap D(U_{l_{0p}}\ldots\cap D, F)$

$=\left\{\begin{array}{ll}0 & si U_{0 p}\cap B\neq\emptyset,\\\Gamma( & , F) si U_{i_{0}\cdots i_{p}}\subset D,\end{array}\right.$

donc on a
$C^{p}(\mathcal{U}, j_{I}(F|D))\cong C^{p}(\mathcal{U}, \mathcal{U}’;F)$ ,

o\‘u $C^{p}(\mathcal{U}, \mathcal{U}^{\prime};F)$ est le p-\‘eme cochaine relative de $(\mathcal{U}, \mathcal{U})$ . Le foncteur
$j_{1}(.|D)$ \’etant exact, il en d\’ecoule l’isomorphisme:

$H^{\cdot}(\mathcal{U}, j_{1}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(\mathcal{U}, \mathcal{U}^{\prime};\Omega^{\cdot})$ .
En vertu du lemme de Poincar\’e, celle-ci est isomorphe \‘a

$H^{\cdot}(\mathcal{U}, \mathcal{U};C)\cong H^{\cdot}(\overline{D}, B;C)$ .
PROPOSITION 4.1.4.

$F(\mathcal{U},\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(B, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(B, C)$ .
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D’abord on rappelle que le support de $\underline{H}_{B}^{1}F$ est $B$. D’apr\‘es (iv) ci-
dessus et le fait que le complexe $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})$ est quasi-isomorphe \‘a $0$ ,
appliquant la suite spectrale (4.0.1), on a l’isomorphisme:

$H^{\cdot}(\mathcal{U}, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})$ .
On a, d’apr\‘es (2.1.1), l’isomorphisme:

$H^{\cdot}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\cong H^{\cdot}(B, C)$ .
Consid\’erons la suite exacte

$0\rightarrow j_{1}(\Omega^{\cdot}|D)\rightarrow j_{*}(\Omega^{\cdot}|D)\rightarrow\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot}\leftrightarrow 0$ .
On en d\’eduit la suite d’hypercohomologie:

$\rightarrow H^{i-1}(B, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\rightarrow H_{\iota}^{i}(D, \Omega^{\cdot})$

$\rightarrow H^{i}(D, \Omega^{\cdot})\rightarrow H^{i}(B,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})\rightarrow$ .
D’o\‘u et d’apr\‘es les Propositions ci-dessus on obtient la suite exacte de
cohomologie de la couple $(\overline{D}, B)$ :

$\rightarrow H^{i-1}(B, C)\rightarrow H^{i}(\overline{D}, B;C)\rightarrow H(\overline{D}, C)$

$\rightarrow H(B, C)\rightarrow^{.}$ .
4.2. On passe maintenant au calcul des homologies. On a vu dans

2.1 et 2.2 que; pour tout faisceau localement libre $F$,
(v) $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{q}(j_{*}(F|D))=0$ pour $q\neq n$ sur tout nerf de $\mathcal{U}$ qui est contenu

dans $D$, et
$\mathscr{G}^{q}(j_{*}(F|D))=0$ pour $q\neq 0$ sur tout nerf de $\mathcal{U}’$ ,

(vi) $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{q}(j_{|}(F|D))=0$ pour $q\neq n$ sur tout nerf de $\mathcal{U}$,
(vii) $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{e}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}F)=0$ pour $q\neq 0,$ $n-1$ , sur tout nerf de $\mathcal{U}^{\prime}$ , et

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota}^{0}(\underline{H}_{B}^{1}F)\cong \mathscr{G}^{0}(j_{*}(F|D)),$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{a}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F)\cong\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{n}(j_{I}(F|D))$ .
On a vu aussi dans le Corollaire de la Proposition 3.1.3 que le

complexe $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{e}^{0}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot})$ est quasi-isomorphe au complexe $0$ . De la relation
(vii) ci-dessus on voit aussit\^ot que $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{0}(j_{*}\Omega^{\cdot})$ est quasi-isomorphe \‘a $0$ .
Il en d\’ecoule la proposition suivante.

PROPOSITION 4.2.1.

$H.(\mathcal{U}, \mathscr{G}_{0}^{q}(j_{*}\Omega^{\cdot}))=0$ pour $q\neq n$ ,

$H.(\mathcal{U}, \mathscr{G}_{0}^{q}(j_{I}\Omega^{\cdot}))=0$ pour $q\neq n$ ,

$H.(\mathcal{U}, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{q}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{\cdot}))=0$ pour $q\neq n-1$ .



324 TOSIAKI KORI

Nous posons;
$t\omega.=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota}^{n}(j_{*}(\Omega^{n-}|D))$ ,

$\omega.=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{n}(j_{1}(\Omega^{n-}|D))$ ,

$b\omega.=\mathscr{G}_{e}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n-})$ .
Chacun est un complexe de pr\’ecofaisceaux dont l’op\’eration de d\’eriva-

tion est de degr\’e $-1$ ;

$0\rightarrow\omega_{n}\rightarrow\omega_{n-1}\rightarrow\cdots\rightarrow\omega_{0}\rightarrow 0$ ,

respectivement pour $0\omega$. et $b\omega.$ . On peut v\’erifier d’apr\‘es la Proposition
2.4.3 que $b\omega_{p}$ est actuellement un cofaisceau, ainsi que $\omega_{p}$ et $0\omega_{p}$ .

PROPOSITION 4.2.2.

$H.(\mathcal{U}_{1}\omega.)\cong H.(\overline{D}, C)$ ,

$H.(\mathcal{U}, 0\omega.)\cong H.(\overline{D}, B;C)$ ,
$H.(\mathcal{U}, b\omega.)\cong H.(B, C)$ .

D\’EMONSTRATION. On note que $0\omega_{p}$ s’annule sur les nerfs de $\mathcal{U}’$ ,
tandis que $b\omega_{p}$ s’annule sur les nerfs de $\mathcal{U}$ qui sont contenus dans $D$ .
Sur tout nerf de $\mathcal{U}$ contenu dans $D$ le complexe $\ell\omega$ . est quasi-isomorphe
\‘a $C$. En vertu des Corollaires 3.1.3 et 2.2.4 (ii), on voit que les complexes
$\omega$ . et $ b\omega$ . sont aussi quasi-isomorphes \‘a $C$. On en conclut d’abord que

$C_{-p}(\mathcal{U}, t\omega_{-q})=C_{-p}(\mathcal{U}, \mathcal{U};^{0}\omega_{-q})$ ,

$C_{-p}(\mathcal{U}, b\omega_{-q})=C_{-p}(\mathcal{U}, b\omega_{-q})$ ,

ensuite on obtient les isomorphismes suivants des hyperhomologies;
$H.(\mathcal{U}, \omega.)\cong H.(\mathcal{U}, \mathcal{U} ;^{ 0}\omega.)\cong H.(\mathcal{U}, \mathcal{U};C)$ ,
$H.(\mathcal{U}, \omega.)\cong H.(\mathcal{U}, C)$ ,

$H.(\mathcal{U}, b\omega.)\cong H.(\mathcal{U}^{\prime b}\omega.)\cong H.(\mathcal{U}, C)$ .
La proposition est montr\’ee en vertu du th\’eor\‘eme de Leray.

Si l’on tien compte des (vi) et (vii) plus hauts, on trouve que la
suite suivante est exacte;

$0\rightarrow^{b}\omega_{p}\rightarrow\omega_{p}\rightarrow^{t}\omega_{p}\rightarrow 0$ .
D’o\‘u $d\acute{e}c\dot{o}ule$ la suite d’hyperhomologies correspondante, et puis on a la
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suite exacte d’homologies de la couple $(\overline{D}, B)$ ;

$\rightarrow H_{i}(B, C)\rightarrow H_{i}(\overline{D}, C)\rightarrow H(\overline{D}, B;C)$

$\rightarrow H_{i-1}(B, C)\leftrightarrow$ .
4.3. Nous allons d\’eduire la dualit\’e de Lefschetz-Poincar\’e un peu

restreinte de nos representations analytiques dans 4.2 des cohomologies
et homologies. Bien entendu cette dualit\’e est vraie pour toute vari\’et\’e
diff\’erentiable avec la fronti\‘ere [18].

PROPOSITION 4.3.1.
$H_{i}(\overline{D}, C)\cong H^{2n-}(\overline{D}, B;C)$ , pour tout $i$ ,

$H_{i}(\overline{D}, B;C)\cong H^{2n-i}(\overline{D}, C)$ , pour $i\leqq n-1$ ,

$H_{i}(B, C)\cong H^{2n-1-i}(B, C)$ , pour $i\leqq n-2$ .
D\’EMONSTRATION. D’abord on note que, pour un faisceau coh\’erent

$F$, on a
$H_{n-i}(\mathcal{U}, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}^{n}(j_{1}F))\cong H_{c}^{i}(D, F)$ ,

et
$H_{n-j}(\mathcal{U}, \ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}^{n}(j_{*}F))\cong H^{\dot{f}}(D, F)$ pour $j\geqq 1$ .

Ceci est montr\’e par la suite spectrale des homologies de pr\’ecofaisceaux
qu’om a vue dans la section 1, et d’apr\‘es la Proposition 2.1.7. De ces
relations on $a$ ;

$H_{-p}(\mathcal{U}, \omega_{-q})\cong H_{c}^{n+p}(D, \Omega^{n+q})$ ,
et

$H_{-p}(\mathcal{U}, C\omega_{-q})\cong H^{n+p}(D, \Omega^{n+q})$ , pour $p\geqq-n+1$ .
D’autre part, d’apr\‘es les propositions dans 4.1 et 4.2, on a les suites
spectraux pour homologies;

$E_{1}^{p,q}=H_{-p}(\mathcal{U}, \omega_{-q})-H.(\overline{D}, C)$ ,

et
$cE_{1}^{p,q}=H_{-p}(\mathcal{U}, c\omega_{-q})-H.(\overline{D}, B;C)$ ,

et celles pour cohomologies;

$\iota E_{1}^{r},$ $=H_{c}^{r}(D, \Omega)-H^{\cdot}(\overline{D}, B;C)$ ,

et
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$E_{1}^{f}\cdot\cdot=H^{f}(D, \Omega)-H(\overline{D}, C)$ .
Il en r\’esulte que

$H_{i}(\overline{D}, C)\cong H^{2n-i}(\overline{D}, B;C)$ ,
et

$H_{\dot{f}}(\overline{D}, B;C)\cong H^{2n-j}(\overline{D}, C)$ , pour $j\leqq n-1$ .
Par le m\^eme argument que ci-dessus, usant la Proposition 2.4.3, on a
l’isomorphisme:

$H_{i}(B, C)\cong H^{2n-1-i}(B, C)$ , pour $i\leqq n-2$ .
On veut remarquer qu’on n’a pas ci-dessus us\’e aucun th\’eor\‘eme de

dualit\’e qu’on a trait\’e dans la section pr\’ec\’edente. Nous allons voir plus
de la relation dualiste des homologies et cohomologies en vertu du
th\’eor\‘eme de dualit\’e.

Rappelons qu’on a montr\’e le th\’eor\‘eme de finitude

dim $ H^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F)<\infty$ ,

et le th\’eor\‘eme de dualit\’e;
$(H^{p}(\mathcal{U}\cap B,\underline{H}_{B}^{1}F))\cong H_{p}(\mathcal{U}\cap B, ext_{\iota}^{n-1}(\underline{H}_{B}^{1}F,\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{n}))$ ,

pour tout $p$ et tout faisceau coh\’erent $F$ tel que codh $F\geqq 3$ , voir le
corollaire du Th\’eor\‘eme 3.2.1. En particulier, le dual de $H^{p}(\mathcal{U},\underline{H}_{B}^{1}\Omega^{q})$

est $H_{p}(\mathcal{U}, b\omega_{q})$ , et ces espaces sont de dimension finite. Cela \’etant ainsi,
les aboutissements h\’eritent la relation dualiste des termes initiaux dans
les suites spectraux suivantes;

$E_{1}^{p,q}=H^{-p}(\mathcal{U}, \underline{H}_{B}^{1}\Omega^{-q})-H^{i}(B, C)$ ,

$E_{1}^{p.q}=H_{-p}(\mathcal{U}, b\omega_{-q})-H_{i}(B, C)$ , $i=-(p+q)$ .
On a donc l’isomorphisme de dualit\’e;

$H_{\ell}(B, C)\cong H(B, C)$ , pour tout $i$ .
PROPOSITION 4.3.2.
(i) $H(B, C)\cong H^{i}(B, C)$ pour tout $i$ ,
(ii) soit $i\leqq n-2$ , soit $i\geqq n+1$ ,

$H_{i}(B, C)\cong H^{2n-1-}(B, C)$ ,
(iii) soit $i\leqq n-1$ , soit $i\geqq n+2$ ,

$H_{i}(\overline{D}, B;C)\cong H^{2n-}(\overline{D}, C)$ .
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En effet, le troisi\‘eme isomorphisme est une cons\’equence des suites
exactes des cohomologies et homologies du couple $(\overline{D}, B)$ et de la Propo-
sition 4.3.1.

REMARQUE IMPORTANTE. Pour les isomorphismes (i) et (ii) ci-dessus
il ne faut supposer que les points dans un voisinage $N$ de $B$ sont r\’eguliers
comme dans la section 3, $D-N$ admet n’importe quelle singularit\’e.
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