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Un anneau de déformation universel en conducteur supérieur

Par Jakub BYSZEWSKL " Gunther CORNELISSEN** et Fumiharu KATO**)
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Résumé:

Soit k un corps parfait de caractéristique 5. Nous démontrons que ’anneau

versel de 'action d’un élément d’ordre 5 et de conducteur de Hasse 2 comme automorphisme d’un
anneau de séries formelles k[t] calculé par Bertin et Mézard, est en fait universel. C’est le premier
exemple d’anneau non-trivial de déformation universel en conducteur supérieur.

A universal deformation ring in higher conductor

Abstract:

Let k denote a perfect field of characteristic 5. We show that the versal

deformation ring of an element of order 5 and Hasse conductor 2 as automorphism of a ring of
formal power series k[t], computed by Bertin and Mézard, is in fact universal. This provides the
first example of a non trivial universal deformation ring in higher conductor.

Key words:

1. Introduction. On ne connait que quel-
ques anneaux de déformation formelle pour les
actions de groupes finis par automorphismes (con-
tinus) d’un anneau de séries formelles en caractér-
istique positive: pour les actions de conducteur
de Hasse 1 (dites ((faiblement ramifiées)), [1], [5],
[6], [4]), et pour laction d’un élement d’ordre 5 et
conducteur 2 en caractéristique 5 ([1]). Néanmoins,
ces actions sont intéressantes; par exemple, le
principe ((local-global)) de Henrio, Green-Matignon
et Bertin-Mézard ([8], [7], [1]) implique que les
questions de déformations et de relevements des
actions de groupes sur les courbes algébriques se
réduisent a des questions similaires pour les actions
par automorphismes de k[t]. Dans cette note, nous
démontrons que l’anneau versel de déformation
d’une action d’ordre 5 et conducteur 2 en caractér-
istique 5 est universel. Ceci donne un premier
exemple non trivial d’un anneau universel pour une
action non faiblement ramifiée. Les foncteurs de
déformations locales admettant une infinité d’auto-
morphismes infinitésimaux, ce résultat peut étre
une surprise. La démonstration de l'universalité
pour les actions faiblement ramifiées dans [4] utilise
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des méthodes qui ne se généralisent pas aux cas de
conducteur supérieur et donc ne donne pas de
raisons évidentes pour établir Iuniversalité dans
une situation plus générale. Pour ces raisons, nous
espérons que notre résultat, qui n’est au fond qu’un
calcul, serve & illuminer la question de I'universalité
en conducteur supérieur.

Terminons l'introduction par expliquer pour-
quoi s’intéresser a l'universalité. Remarquons que,
pour les questions géométriques, la versalité des
anneaux de déformation suffit souvent pour obtenir
les résultats désirés. Par contre, en théorie des
nombres, on a besoin d’établir 'universalité. Si
les déformations de représentations linéaires d’un
groupe sont comprises ({(Lemme de Schur)),
cf. [9]), les représentations par automorphismes
des séries formelles restent souvent plus mystér-
ieuses. Pourtant 1'universalité est parfois essen-
tielle. Par exemple, dans [4, Remark 3.3] pour
calculer anneau wversel de la déformation d’une
action faiblement ramifiée de Z/p @ Z/p, on utilise
Puniversalité de action de Z/p. Un autre exemple:
pour établir des résultats de ((dévissage)) pour les
foncteurs de déformations locales il est parfois
nécessaire de supposer que les anneaux de déforma-
tions sont universels [3, Theorem 6.4.7], [2].

2. Universalité. Dans cette section, k dé-
signe un corps parfait de caractéristique 5 et W (k)
I’anneau des vecteurs de Witt de k. Nous désignons
par o l'automorphisme de ’anneau de séries for-
melles k[t] qui est défini par
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On voit aisément que o est d'ordre 5 et son
conducteur (de Hasse) ord;(o(t)/t — 1) est égal a
2. 1l est connu que tout automorphisme de k[t]
d’ordre 5 et de conducteur 2 est conjugué a o
(Voir [1,4.2.1].)

Bertin et Mézard ([1]) ont étudié le foncteur de
déformations formelles infinitésimales de o. Soit
Arty, la catégorie des W (k)-algebres locales artiniens
de corps résiduel k. Pour un anneau A de Art;, on
appelle relévement de o a A une série formelle 6(t) €
Auty A[t] d’ordre 5 (pour la composition) et telle
que 6(t) = o(t) mod my. On dit que deux reléeve-
ments &1 et 2 de o a A sont équivalents s’ils sont
conjugués par un élément & de Auty A[t] tel que
&(t) =t mod my. On définit le foncteur de défor-
mations formelles infinitésimales de o

(1) o:

t—

D, : Arty — Ens,

qui associe a un anneau A de Art; ’ensemble des
classes d’équivalence de reléevements de o a A.

Rappelons quelques notions de théorie infin-
itésimale des foncteurs (voir aussi [10]). On dit
qu’un foncteur D: Art, — Ens est pro-représentable,
s’il existe un anneau local noethérien complet R de
corps résiduel k tel que D soit isomorphe au
foncteur Hom(R, ), qui associe & un anneau A de
Art; D’ensemble des homomorphismes locaux de
W (k)-algebres de R dans A. Si un tel anneau existe,
on appelle R 'anneau universel de o. Parfois, il
n’est facile que d’établir un condition plus faible: on
dit qu’un foncteur D: Art; — Ens admet un anneau
versel R, si D(k) est réduit & un seul élément et s’il
existe un foncteur pro-représentable F' = Hom(R, -)
et un morphisme lisse p: F'— D, c.-a~d., tel que
pour tout morphisme surjectif A” — A dans Artg,
I’application induite

F(A") — D(A") xp(ay F(A)

soit surjective; de plus, on demande que I’applica-
tion F(k[e]/e*) — D(k[e]/e?) soit bijective. Lorsqu’il
en est ainsi, on appelle ¢ un morphisme versel.
L’anneau R et le morphisme ¢ sont alors uniques
(a un isomorphisme non-unique pres), et le foncteur
D est pro-représentable si et seulement si le
morphisme versel est un isomorphisme. On appelle
I’action wverselle une classe de conjugaison d’une
série formelle ¢ € Auty R[t] telle que 'image de &
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dans D(R/m7,) est égale a l'image par le morphisme

versel de la projection canonique R — R/m™.
Bertin et Mézard ont démontré ([1,

Théoréme 4.2.8]) que D, admet un anneau versel

2) R, =WMH/A+y+7+v"+y")

avec 'action verselle
t

Nk

Le cas de caractéristique 5 et conducteur 2 est le
seul cas du conducteur > 1 dans lequel ’anneau
versel d’une action d’un groupe cyclique a été
completement déterminé.

Théoreme. Le foncteur D, de déformations
formelles d’un automorphisme d’ordre 5 et conduc-
teur de Hasse 2 de l'anneau de séries formelles k[t]
sur un corps k parfait de caractéristique 5 est pro-
représentable, et l'anneau versel correspondant est

oyt

en effet universel.

Démonstration. 1l suffit de démontrer I'univer-
salité de ’anneau R, de (2). Soit donc A un anneau
de la catégorie Artj, m, son idéal maximal. Nous
prouvons que le morphisme versel est un isomor-
phisme. Supposons que yi,y» € A satisfont y{ + 3 +
ity tl=pnty+tytp+l=0, yp=p=
1 mod my et qu'il existe une série formelle g(t) €
A[t] inversible (pour la composition) telle que
g(t) =t mod my et

gO(Tyl :Jyzog'

Pour démontrer 'universalité, il suffit de montrer
que y; = y2 — la seule complication étant que 'on
consideére un anneau A € Arty, arbitraire (le résultat
est trivial sur un corps). Si l'on pose g(t) =
ap + at + ast? + O(t?), on observe que ag € my et
a; € A*. Les termes d’ordre 0 et 1 du développe-
ment en t de I’égalité

g(t)

t
9(t)* + 1 _g<vt2+y2>’

donnent les formules:

(3)

ao

(4) — =
\/a(% + Y1
et
1 1
(5) ai 0 apa; = ap

Va+y (a2+y)*? N
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Dans (5), on a a; inversible et on peut utiliser (4)
pour simplifier (5), ainsi

1 1 9
(©) S B
vV ag + Y1 \/y—Z

Les termes d’ordre deux dans (3) donnent

a9 aoa%

Va+y (@ +y)*?

n ag 3 aa? 1 a} + 2apaz
Vag +y \2 (g +91)° 2 aj+um
az

ya
En utilisant (4) et (6),

(7) g(ag — 1Daga? = % <\/1y_2 - 1).

3

Comme 3

(a3 — 1)a} est inversible, on a

a 1—L =a’
0 NG = Qy,

et par suite a2 € aj A. Comme Panneau A est local,
cela entraine a2 = 0; la conclusion résulte de (6). O

[9]

[10]
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