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(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., May 12, 1998)

1. Introduction. Dans ce travail les let- mais ne faisons pas appel aux theories des frac-
tres latines D, a, b, c, u, v, x, y, z, tions continues. Dans une derniere partie (4)
d6signeront toujours des entiers, 61ements de nous expliquons rapidement comment on peut re-

l’ensemble Z, et l’expression (x, y, z) 1 sig- trouver une partie de ces resultats partir des
nifie que z, y et z n’ont pas de diviseur commun, theories des fractions continues, en citant des
Si /2 est un hombre rOel sa partie entiere sera travaux ant6rieurs of ceci est partiellement
dOsigne par [/2 ]. ralis+.

Soit D un discriminant positif, c’est--dire Les r6sultats nouveaux de ce travail sont les
un entier positif non carre congru 0 ou 1 rood- Theoremes 2 et 6, mais il n’est pas certain que
ulo 4" nous ne supposons pas que D soit fon- l’on puisse trouver dans la littOrature une dmon-
damental. Nous consid6rons d’une part l’ensemble stration complete des autres. Et, pour parler com-
fini S(D)des solutions (x, y, z)de l’(quation me Gauss, nous espOrons que la thOorie simple
(1.1) D y + 4xz, (x, y, z) 1, qui suit ne deplaira pas quelques lecteurs.

x > o, [yl < i-D, 2. Id6aux et nombres 0-r6duits et 1-r6duits
d’ofl z > 0, et d’autre part les id6aux et nombres de discriminant D. L’ordre 0D de discriminant
0-r6duits et 1-r6duits de discriminantDdontles D est le Z-module [1 D+
d6finitions prcises seront rappel6es plus bas’ 2 off [c, /3]

les hombres 1-rOduits sont les nombres quadrati- dOsigne le Z-module engendrO par o: et /3. Les
ques dont le dOveloppement en fraction continue id6aux primitifs de l’ordre O sont les
ordinaire est purement priodique, les nombres

modules a tels que
O-rduits sont ceux dont le dveloppement en 2
fraction continue l’entier suprieur est pure- D- b

(2.1) a >0, c Z, (a, b, c) 1.
ment p6riodique. Nous noterons s(D) le cardinal 4a
de l’ensemble S (D)et ro (D)le cardinal de Le nombre a est la norme de l’idOal I. Posons
l’ensemble des id6aux ou des nombres 0-rduits b
de discriminant D. qo 2a La classe de qo modulo 1 est dter-

Le but de ce travail est de d6montrer de mince par I et, inversement, le nombre o dter-
maniere simple les r6sultats suivants"

Th6or6me 1. s(D) 2r0(D),
Th6or6me 2. s(D)

o O-rduit de discriminant D

Th6or6me 3. s(D) 2
(p 1-rduit de discriminant D

Th6or6me 4. r0(D)
q9 1-rduit de discriminant D

mine l’id6al L On dit que Iet rp sont associ6s, et
on 6crit I I(p), ce qui signifie que

(2.2) I all, p], rp 2a
[0], off a et b vOrifient (2.1). Si aet b vOrifient (2.1)

on dit que le discriminant de l’id6al I et du nom-
[p], bre p d6finis par (2.2) est D. Deux nombres ou

deux idaux quivalents ont le meme discrimi-
et les rOsultats analogues, Th6orOmes 5, 6, 7 et nant. Dans tout ce travail, le mot ((idOal} signi-
8, que l’on obtient en se limitant une classe fiera ((id6al de discriminant D}, les lettres (pet
d’ideaux, oo d6signeront des nombres de discriminant D et

Pour d6montrer les Th6oremes 1 4 ({}2) et b- (D
les Th6oremes 5 8 ({}3) nous utilisons les

nous noterons q3 le conjugu6 q3- 2a de
b+-D

d6finitions des nombres et id6aux 0-r6duits et P- 2a Nous d6signerons par SO (D)
1-reduits et leurs proprit6s les plus simples, y-+-v/

l’ensemble des nombres 2x
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(x, y, z) S(D). On a card(So(D)) s(D) et 0 < u < po(I) et soit ,(2o(D) la reunion des en-

les hombres w de So(D) sont les hombres de dis- sembles Qo(I) pour I Ro(D). La cle de ce tra-
criminant D tels que w > 0 et 03 < 0. vail est la proposition simple qui suit:

Soit I a[ 1, rp] un ideal. Le hombre Proposition 1. a) On a card (/20 (I))--
[p] q ne depend pas du choix de (p dans sa (Po (I)] Si I, I" Ro (D) et I=/= I’, alors
classe modulo 1. Pour k _> 0 on dit (voir [4, p. 2o(/)
172], et [5, p. 287]) que l’ideal I est k-reduit si b)/2o(D) So(D).
p] q > k, ce qui equivaut p -4- [- q

k. Les ideaux 1-reduits sont les ideaux reduits
au sens usuel. Le hombre ro (D) des oideaux 0- Po(Ie) ue on a aussi Po(I) Ul qo(I) u.
reduits est fini. Nous allons retrouver une Comme 0 Po (I), Po (I) 1 on a u ue
demonstration simple de ce fair en prouvant le

d’o Po(I Po(I) et I Ie. Ceci prouve a).
Theorme 1:

Dmonstration (Theoreme 1). Soit I--a[1,p] b) Si w- Po (I)--u Qo (D) on a

un ideal. On peut choisir q de maniere unique de 0 Po (I) 1 u Po (I) donc qo (I) u
sorte que 1 q 0, et l’ideal I est
0-reduit si, et seulement si, [p] > 0 c’est- So(D).
-dire p > 0 si bien que Soit w So (D). Comme w et 03 > 0 on a

(2.3) ro(D) card({p; 1 q 0 < p}). [w] 03 > 0 ce qui prouve que l’ideal I(co)
Ceci montre dej que ro (D)est fini et que est 0-reduit. I1 existe donc u Z tel que

ro(D) < s(D). p w + u soit le hombre 0-reduit Po (I(o))).
Considerant la bijection p--* 1/p de So(D) Comme 03 0 et > 0 on voit que u > 0 et,

on voitque comme o3> 0, on a u q, ce qui prouve que

(2.4) ro(D) card ({p; 1, 0 < 9}). co Qo (D) et acheve la demonstration de la
Les equations (2.3) et (2.4) montrent que Proposition 1.
s(D) 2ro(D), ce qui est le Theoreme 1. Nous pouvons maintenant demontrer les

Si l’ideal I est 1-reduit on peut choisir q de Theormes 2, 3 et 4:
maniere unique de faon que D6monstration (Theoreme 2). D’apres la

(2.5) 0 < < 1 < o. Proposition 1 a)on a
On dit alors que q est un nombre 0-reduit et que card (Y2 (D)) oo (I)], et d’apres b),
q- oo (I)est le nombre 0-reduit associe

IO-r.duit

l’ideal /.

De mme si l’ideal Jest 1-reduit on peut
choisir q de maniere unique de facon que
(2.6) 1 < q < O, 1 < p.
On dit alors que rp est un nombre 1-reduit et que
q 99 (jr)est le nombre 1-reduit associe

s(D) card (90(D)), ce qui prouve le Theorme 2.
D6monstrat|on (Theoremes 3 et 4). Si 99 est

un nombre 0-reduit, l’ideal I(p) est 1-reduit si,
et seulement si, [p] q5 > 1, donc, comme
0 < < 1, si, et seulement si, 99 > 2. Le
Theorme 2 peut donc s’ecrire

l’ideal J; le nombre 0-reduit associe J est alors (2.7) S(D) Y, [90(1)] + Y, 1.

oo (J) (,o (J) + 1. 1-r}dui, O-rdui, non 1-rbduit

Avec ces notations les Theormes 2, 3 et 4 Comme si !’ideal I est 1-reduit on a r#o (I)
s’expriment ainsi

Th6orme 2. s(D) E [qo(I)],
O-rduit

Th6orme 3. s(D) 2 [p(I)],
1-rduit

Th6or6me 4. ro(D) [p(I)].
I 1-rduit

Considerons l’ensemble Ro (D)des ideaux
0-reduits. Pour chaque I Ro (D), soit Qo (I)
l’ensemble des nombres

01(/) + 1, la relation (2.7) s’ecrit

(2.8) s(D) to(D) + E [#1(I)].
I 1-r$duit

Combinant l’egalite (2.8) avec le Theoreme 1 on
trouve les Theor6me 3 et 4.

{}3. Classes d’idaux. Les notions d’equiva-
lence des ideaux sont bien connues, nous nous

referons par exemple fi [6] pour les details et le
lien avec les notions d’equivalence des hombres.
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Soit C une classe d’ideaux au sens large ou 2) Expliquons rapidement comment il est
strict. Nous noterons S (C), de cardinal s (C), possible de retrouver une grande partie des
l’ensemble des elements (x, y, z) s (D) tels Theoremes 1 8 partir des theories completes

y + / des fractions continues ordinaires et l’entier
que I (co) C off co- 2x et So (C)

superieur des nombres quadratiques.
l’ensemble de ces hombres co. Soit ro(C) le nora- Si q (go est un hombre 0-reduit (respec-
bre des ideaux 0-reduits de la classe C. Nous tivement" 1-reduit) son developpement en frac-
pouvons maintenant enoncer et demontrer les tion continue defini par (#n rn+l- 1/q)n+l,
Theoreme 5 A 8. 0n+ > 1 (respectivement" n qn+l + 1/q)n+,

Th6orme 5. Soit C une classe, d’idaux au 9n+ > 1) est purement periodique et definit la
sens large. On a: periode de tous les hombres de la classe au sens

s(C) 2ro(C). strict (respectivement" au sens large) de (#. Si le
Th/orme 6. Soit C une classe d’idaux au nombre pest 1-reduit le hombre 0-reduit deft-

sens large ou sens strict. On a"

s(C [0o(I)].
I C,I O-rduit

Thorme 7. Soit C une classe d’idaux au
sens large. On a"

s(C) 2 E: [(Z)].
IC,I 1-rduit

nissant l’ideal I(p)est p 4-1. Si l’on suppose
connue la suite qn on peut calculer la suite rnen
developpant p + 1 en fraction continue l’entier
superieur. Le resultat est donne, sans preuve,
dans [3, p. 50], [9, p. 178], [10, p. 131]. partir
de ces d6veloppements, et en discutant suivant le

Thorme 8. Soit C une classe d’idaux au signe de la norme de l’unite fondamentale de l’or-
sens large. On a" dre 0D, on obtient, pour une classe C au sens

ro(C) [P(I)]. large, la relation
IC,I 1-rduit

X [(..Po(I) + 1] 3 . [q.(I)],Dmonstration (Theoremes 5 fi 8). D’apres
IC,IO-r$duit ZC,Zl-rduit

la Proposition 1 l’ensemble So(D) est la reunion ce qui, combine avec les Theoremes 1 et 5, per-
disjointe des ensembles Qo(I)quand I parcourt met d’obtenir nos resultats, l’exception du
l’ensemble des ideaux 0-reduits. D’autre part si Theoreme 6 dans le cas des classes au sens
co Oo(I) on a I(co) I et l’ideal I(1/w) est strict.
equivalent au sens large l’ideal I (voir [7, p. Les auteurs cites ci-dessus prouvent le
357]). Ainsi si C est une classe au sens strict, ou Theoreme 1 ([3, p. 65], repris dans [8, p. 1278]),
au sens large, l’ensemble So (C)est la reunion puis le Theoreme 3 ([8, Theorem 2, p. 1276]),
disjointe des ensembles Qo(I) pour I C, ce qui apres avoir invoque, sans preuve, le Theoreme 8
prouve le Theoreme 6. De plus, si C est une clas- ([8, p. 1278, 1.7]). Notre methode est plus directe,
se au sens large, I(q) C si, et seulement si, nos demonstrations sont completes et nous avons
I(1/p) C donc on a"

to(C) card ({; 1 < q < 0 < , I(q) C))
card ({p; q < 1, 0 < p, I(q) C})

ce qui prouve le Theoreme 5. Les Theoremes 7 et
8 s’obtiennent partir des Theoreme 5 et 6 com-

obtenu en plus les Theoremes 2 et 6.
3) Certains auteurs ([7], puis [1]) ont

exprime les sommes ql (I)] et
1-r.duit

p (I)] en considerant le sous
me les Theoremes 3 et 4 partir des Theoremes ic,z 1-rduit

1 et 2. Ceci acheve la demonstration des ensemble T(D)de S (D)off y-> 0. I1 apparait
Theoremes 5 8. dans leurs formules un terme correctif dont nous

{}4. Remarques. 1) Nous avons volontaire- pouvons expliquer l’origine.
ment presente cette theorie de la maniere la plus Soit C une classe d’ideaux au sens large, t(C)
simple. I1 reste montrer que les hombres s(C) le hombre des lements de T (D) tels que
etro(C) sontnonnuls’cecivientdecequetoute (y+./-)classe contient un ideal 1-reduit, fair qui peut I 2x C, t (C)le nombre de ceux-ci

etre considere comme consequence de la partie la off y > 0, et t2(C) le nombre.de ceux-ci off y 0
plus simple de la theorie des fractions continues / \
des nombres quadratiques (voir par exemple [6 et 0 < x < z. Les ideaux I

y 4-
2x ) et

p. 341]). ! ( Y2Z+ / ) etant equivalents puisque
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2x 2z 1 on voit que

s(C) 2t(C) + 2t(C), t(C) t(C) + 2t(C)
ce qui, compte tenu du Theoreme 7, donne

t(C) 2 [pl(I)] + t(C).
ic,I 1-rduit

Rappelons qu’un ideal I--a[1, cp] est dit
ambige s’il est egal fi son conjugue, ce qui se tra-
duit par cp + q Z. Nous dirons que l’ideal I
est super-ambige si cp + q 2Z. On .voit facile-
ment, directement ou bien en utilisant la descrip-
tion des ideaux ambiges 1-reduits donnee dans
[2, p. 267], que t2(C) est le hombre des ideaux
super-ambiges 1-reduits de la classe C. Tenant
compte de l’infrastructure des classes ambiges

d’ideaux telle que decrite dans [2, Theorme 2],
on peut montrer que t. (C)est Ogal aux termes
correctifs des travaux [7] et [1].
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