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§1. Introduction. Dans cette note, nous étudions I’hyperbolicité du
systéme d’opérateurs pseudo-différentiels (o.p.d. en abrégé) effectivement
hyperboliques en involution dans le sense qui sera précisé dans la suite.
Soit U une partie ouverte dans R?*!, Notons par T*U le fibré cotangent
de U et par (&, &)=(x, ---, 24, &, -+ -, &,;) des coordonnées naturelles sur
T*U. Soit I un intervalle ouvert dans R et posons 2=Ix U. On note par
(z, &)= (2, 2/, &, &) des coordonnées naturelles sur T*Q2 et on pose

D,=—i@/ox,), j=0,1,...,d, D=(D,D"), D'=(D,,---,D,).
Soit

L(z,D)=3 Az, DD}, A, D)=1,,
7=0

un opérateur matriciel du second ordre ol A,(x, D’) est la matrice carrée a
m colonnes d’o.p.ds. classiques d’ordre j définis prés de (z, &) e IX (T*U\0).
Ici on a noté par I, la matrice unité d’ordre m. On note par L,(z, &) le
symbole principal de L(x, D) et on suppose que Ly(z, &) est de diagonal,
(1.n Ly(z, §)=diag (q,(, &), - - -, qa(x, §)).
Nous supposons que L,(x, -) est hyperbolique par rapport a dx, prés de
(7, &), c’est-a-dire que ’équation en &,
(1-2) p(x’ 50, 5/)=O, p(x, ‘S)= dét L2(xy ‘S)’
admet 2m racines réelles pour tout (x, &) prés de (z,&). Ici détLy(x, &)
désigne le déterminant de L,(x, £). Dans toute la suite nous supposons que
o= (&, &)=(x, &, &) est une caractéristique double pour tous ¢,(z, &) ;
Qt(P)qui(P)=0, i€ J={1’ 2’ ) m}'
On désigne par p,(x, &) la partie homogéne de degré le plus bas dans le
développement de Taylor de p(x,é) en p. On note par I'(p,, dx,) le cone
d’hyperbolicité de p,;
I'(p,, dx,)=la composante de dx, dans {X € T (T*Q) ; p,(X)x0}.
On a evidemment
r'w,, dz,) =]@F(qu dz,).

Puis on désigne par C(p,, dz,) le cone de la propagation de p,;

C,, dz)={X e T (T*2); (X, Y) <0, pour tout Y e I'(p,, dx,)},
ou ¢ est la 2-forme symplectique naturelle sur T*Q. Soient {H,} (i=1,
-+, k) un ensemble fini des hyperplans dans 7,(T*2). Nous dirons que
{H} (=1, ..., k) sont en involution si on a
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k
H;c H,, pourtout i=1,2,--.,k,
j=1

ou H; désigne I’espace orthogonal de H, par rapport a ¢. Nous introduisons
I’hypothése suivante; il existe des hyperplans {H,} (j € J) qui sont en involu-
tion
(1.3) tel qu’on ait

C(p,, dx,) N H,;={0}, H,D>Ker Hess ¢,(p), &-axe (pour tout j € J),
ou Ker Hess g,(o) est le noyau du Hessien de ¢, en p. On peut exprimer
I’hypothése (1.3) en d’autres termes; il existe un espace isotropique VC
T,(T*Q) (i.e. VCV°)
(1.3) tel que

I'(p,, dz,) N (Ker Hess q,(0))’ N VN T (T*2|,-2) @ pour tout jeJ.

Remarque 1.1. D’aprés le Corollaire 1.4.7 de [1], I’hypotheése (1.3)
entraine que tous ¢,(x, &) sont effectivement hyperboliques en p. De plus
si m=1, la condition (1.83)" est équivalente a ce que p(x, &)=q,(x, &) est
effectivement hyperbolique en p (cf. Lemme 3.2 de [3]).

Remarque 1.2. Nous notons que ’hypothése (1.3) est invariante sous
les changements des coordonnées symplectiques homogeénes prés de p con-
servant les plans initiaux x,=const.

Sous ces hypothéses on a le

Théoréeme 1.1.  Supposons que les hypotheése (1.1)—(1.3) soient vérifiées.
Alors il existe une paramétriz en (%,&) de L(x, D) & vitesse finie de la
propagation du front d’onde (avee n'importe quels termes d’ordre inférieur).

Pour la définition d’une paramétrix en un point & vitesse finie de la
propagation du front d’onde et ses propriétés, voir [4]. Puis nous donnons
un résultat de la propagation des singularités. Dans la suite H, désigne
le champ Hamiltonien de ¢.

Théoréme 1.2. Supposons que (1.1)-(1.3) soient satisfaites. Soit ¢(x, &)
une fonction homogeéne de degré 0 en & a valeur réelle définie prés de p telle
que

#(0)=0, —H (o) € I'(p,, dx),
et soit w un voisinage conique de p suffissmment petit. Alors il résulte de
oNP<ONWFw=g, p&WF({Lw),
que
o€ WF(w),
pour des distributions vectorielles u.

§2. Deux exemples. Quand nousétudions I’hyperbolicité forte d’un
systeme différentiel du premier ordre, il sera important de considérer le
systeme dont le symbole principal est de la somme directe des 2 X2 matrices
(cf. Remarque 2.2 de [5]). Soit

L(x’ D)=IZmD0+Al(xy Dl)y
un opérateur matriciel du premier ordre ol A,(x, D’) est la 2m fois 2m
matrice d’o.p.ds. classiques d’ordre 1 définis prés de (z,&’). Notons par
L(x, &) le symbole principal de L(x, D) et supposons que L,(x, &) soit de la
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somme directe des 2X 2 matrices C,(z, &),

2.1 Lz, 8)=C\(z, §)®Cy(x, §)D- - - DC,(2, §).

Nous nous intéresserons au cas ol p=(%, £) est une caractéristique d’ordre

2m de L,(z, &), c’est-a-dire que

@.2) 0,(=da (=0, jel={L2, -, m),

avec q,(x, &)=détCy(x,&). Si L(x, D) est I'opérateur différentiel et forte-

ment hyperbolique en Z par rapport a z,, d’aprés le Corollaire 2.1 de [5],

on sait que C,(p)=0 (matrice nulle) ou bien q,(z, £) est effectivement hyper-

bolique en p. Suivant cette observation nous considérons le cas ol tous

q,(x, &) sont effectivement hyperboliques en p. En désignons par “L,(z, §)

la matrice des cofacteurs de L,(z, &), on est amené & considérer le systéeme

du second or~dre L(z, D)°L,(x, D) dont le symbole principal Ez(w, &) est;
Ly(w, &)=diag (¢:(#, &), ¢.(x, §), - - -, ¢u(&, &), qul®, ).

En notant p(x, &)=dét L,(x, &) on a

F(pp, d%'o)=m F(Qjm dxo)-
Jj=1

Alors il résulte des Théorémes 1.1 et 1.2:

Théoréme 2.1. Supposons que (2.1), (2.2) et (1.3) sotent satisfaites.
Alors il existe une paramétriz en (¥',&) de L(x, D) d vitesse finie de la
propagation du front d’onde. De plus pour la propagation des singularités,
on a le méme résultat que Théoréme 1.2.

Comme deuxiéme exemple nous étudions l’opérateur scalaire d’ordre
m. Soit

P(z, D)=Dy+ > A,(@, DDy,
=1

un opérateur différentiel en D, d’ordre m ayant pour des coefficients A ;(x, D’)
d’0.p.ds. classiques d’ordre j définis prés de (z, &) e IX(T*U\0). On note
par p(x, &) le symbole principal de P(z, D) et on suppose que p(z, &) soit le
produit des symboles homogenes de degré 1,

@3) p@ =1 0@8,  0@H=8—0/8),

oll a,(x, &) sont les symboles d’o.p.ds. réels homogeénes de degré 1. On
s’intéresse au cas ou p=(7, &) =(7, &, &) est une caractéristique pour tous
q,,8); 4,(0=0, je J={1,2, ---,m}.
Maintenant nous introduisons ’hypothése suivante,
2.4 {q, a5} (0)=0, pour tout i,jeJ, i,
{a: a5} (@ +{a;, @i} (©)+{q ¢} (=0, pour tout 4, 7,kel,
ou {q,, q,} désigne la parenthése de Poisson de g, et ¢, On note par P(z, §)
le symbole entier de P(x, D). Donc on a I’expression suivante
P, 8)=p, )+ D, )+ - +0,(2, )+ -+,
ol p,(x, &) est la partie homogéne de degré ¢ de P(x,£). Soit K un sous
ensemble de J. Posons
2z, &)= [1 q,(=, &),
JjEK

et notons par |K| le nombre cardinal de K. Alors ’hypothése sur les termes
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d’ordre inférieur s’énonce que p,,_,(x, &) s’écrive
(2'5) pm—j(x’ §)=| Z C}((x’ &)q}{(x, E) pour j= 1) 2’ Ty [(m'—l)/z])

K|=m=2j,KcJ
prés de p avec des symboles ci(x, &) homogénes de degré j qui sont poly-
ndémes en &, ol [k] désigne la partie entiére de %k (cf. Théoreme 4.1 de [2]).
Alors on a

Théoréme 2.2. Supposons que (2.3), (2.4) et (2.5) soient vérifiées. Alors
il existe une paramétriz en (&', &) de P(x, D) d vitesse finie de la propagae-
tion du front d’onde. De plus on a la méme conclusion que Théoréme 1.2.
Pour appliquer le Théoréme 1.1 a cet opérateur P(x, D), nous remar-

quons que
Lemme 2.1. L’hypothese (2.4) est équivalente a la suivante ;

il existe des hyperplans {H,,} (i=7,1, je€J) qui sont en involution tels

que

C(p,, dxw,) NH;;={0}, H,;;D{dqp)=dq,(0)=0}, &-axe, pour tout

i,7ed, ix7.
I1 est facile de voir que sous I’hypothese (2.5), ’existence d’une para-
métrix & vitesse finie de la propagation du front d’onde de P(x, D) est réduit
a celui d’un systéme du second ordre dont le symbole principal est une
matrice diagonale. De plus on peut supposer que les éléments du symbole
principal soient constitués par g,(x, &)q,(x, &) (ix7, i, j € J) sauf répétitions.
Vu le Lemme 2.1 on peut appliquer le Théoréme 1.1 au systéme et on a le
résultat.

(2.6)
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