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1. Introduction. Dans cette note, nous tudions l’hyperbolicit6 du
systme d’oprateurs pseudo-diffrentiels (o.p.d. en abrg) effectivement
hyperboliques en involution dans le sense qui sera prcis dans la suite.
Soit U une partie ouverte dans R/. Notons par T*U le fibr cotangent
de U et par (x’, ’)--(x,..., x, ,..., ) des coordonnes naturelles sur
T* U. Soit I un intervalle ouvert dans R et posons/2--Ix U. On note par
(x, )--(x0, x’, 0, ’) des coordonnes naturelles sur T*/2 et on pose

Dj-- --i(3/x), ]--0, 1, ..., d, D=(D0, D’), D’=(D1, ..., D).
Soit

L(x, D)-- Y, A(x, D’)D-, Ao(x, D’)--I,
=0

un oprateur matriciel du second ordre off A(x, D’) est la matrice carrie /
m colonnes d’o.p.ds, classiques d’ordre j dfinis pros de (’x, ’) e Ix (T*U\O).
Ici on a not6 par I la matrice unit6 d’ordre m. On note par L(x, ) le
symbole principal de L(x, D) et on suppose que L.(x, ) est de diagonal,
(1.1) L(x, )- diag (q(x, ), ..., q(x, )).
Nous supposons que L.(x, .) est hyperbolique par rapport / dxo pros de
(x, $’), c’est--dire que l’quation en 0,
(1.2) p(x, o, ’)=0, p(x, )= d6t L(x, ),
admet 2m racines r6elles pour tout (x, ’) pros de (, ’). Ici d6tL(x, )
d6signe le d6terminant de Lz(x, ). Dens toute la suite nous supposons que
p= (x, $)= (x, 0, ’) est une caract6ristique double pour tous q(x, );

q(p)=dq(p)=O, i e J= {1, 2, ..., m}.
On d6signe par p,(x, ) la partie homogne de degr6 le plus bas dans le
d6veloppement de Taylor de p(x, ) en p. On note par F(pp, dxo) le cSne
d’hyperbolicit6 de pp

F(pp, dx0)=la composante de dxo dens {X e T,(T*9) pp(X)4=0}.
On a evidemment

F(p,, dx0)= I’(q,, dxo).

Puis on d6signe pa.r C(p,, dxo) le cSne de la propagation de p,
C(p,, dxo)= {X e T,(T*9) a(X, Y) go, pour tout Y e f’(p,, dx0)},

off a est la 2-forme symplectique naturelle sur T*9. Soient {H} (i=1,
.., k) un ensemble fini des hyperplans dans T(T*9). Nous dirons que

{H} (i= 1, ..., k) sont en involution si on a
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H[cfH, pour tout i=1,2,...,k,
j=l

oh H; d4signe l’espace orthogonal de H, par rapport a. Nous introduisons
l’hypothse suivante il existe des hyperplans {H} (] e J) qui sont en involu-
tion
(1.3) tel qu’on air

C(p, dxo) H= {0}, HKer Hess q(p), 0-axe (pour tout ] e J),
oh KerHessq(p)est le noyau du Hessien de q en p. On peut exprimer
l’hypothse (1.3) en d’autres termes; il existe un espace isotropique V
T(T*t2) (i.e. Vc V)
(1.3)’ tel que

F(p, dxo) (Ker Hess q(p)) V T(T*91oo) pour tout ] e J.
Remarque 1.1. D’aprs le Corollaire 1.4.7 de [1], l’hypothse (1.3)’

entraine que tous q(x, ) sont effectivement hyperboliques en p. De plus
si m-l, la condition (1.3)’ est quivalente ce que p(x, $)-q(x, ) est
effectivement hyperbolique en p (cf. Lemme 3.2 de [3]).

Remarque 1.2. Nous notons que l’hypothse (1.3) est invariante sous
les changements des coordonnes symplectiques homognes pros de p con-
servant les plans initiaux x0 const.

Sous ces hypotheses on ale
Theoreme 1.1. Supposons que les hypoth&se (1.1)-(1.3) soient vdrifides.

Alors il existe une paramtrix en (’, ) de L(x, D) d vitesse finie de la
propagation du front d’onde (avec n’importe quels termes d’ordre infgrieur).

Pour la dfinition d’une paramtrix en un point vitesse finie de la
propagation du ront d’onde et ses proprits, voir [4]. Puis nous donnons
un rsultat de la propagation des singularits. Dans la suite H dsigne
le champ Hamiltonien de .

Theoreme 1.2. Supposons que (1.1)-(1.3) soient satsfaites. Soit (x, )
une fonction homogne de degrg 0 en valeur rgelle dgfinie pros de p telle
que

(p)=0, -H(p) e F(p, dxo),
et soit o un voisinage conique de p susamment petit. Alors il rgsulte de

(o g { 0} WE(u) p WF(Lu),
que

p e WF(u),
pour des distributions vectorielles u.

2. Deux exemples. Quand nous tudions l’hyperbolicit4 forte d’un
systme diffrentiel du premier ordre, il sera important de considrer le
systme dont le symbole principal est de la somme directe des 2 2 matrices
(cf. Remarque 2.2 de [5]). Soit

L(x, D) IDo+A(x, D’),
un oprateur matriciel du premier ordre oh A,(x, D’) est la 2m lois 2m
matrice d’o.p.ds, classiques d’ordre 1 dfinis pros de (, $’). Notons par
L(x, )le symbole principal de L(x, D) et supposons que L(x, )soit de la
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somme directe des 22 matrices Cj(x, ),
(2.1) Ll(x, )= Cl(x, )C2(x, ). C(x, ).
Nous nous intresserons au cas oh p=(, $) est une caractristique d’ordre
2m de L(x, ), c’est--dire que
(2.2) q(p) dq(p) O, ] e J-- {1, 2, ..., m),
avec q(x, )=d6tC(x, ). Si L(x,D) est l’op6rateur diff6rentiel et forte-
ment hyperbolique en par rapport / x0, d’aprs le Corollaire 2.1 de [5],
on sait que C(p)=0 (matrice nulle) ou bien q(x, ) est effectivement hyper-
bolique en p. Suivant cette observation nous consid6rons le cas off tous
q(x, ) sont effectivement hyperboliques en p. En d6signons par L(x,
l’a matrice des cofacteurs de L(x, ), on est amen6 consid6rer le systme
du second ordre L(x, D)L(x, D) dont le symbole principal L(x, ) est;

L.(x, )= diag (q(x, ), q(x, ), ..., q(x, ), q(x, )).
En notant p(x, )= dt L.(x, ) on a

r(p, dx0)= F(qj, dxo).
j=l

Alors il rsulte des Thormes 1.1 et 1.2"

Theoreme 2.1o Supposons que (2.1), (2.2) et (1.3) soient satisfaites.
Alors il existe une paramdtrix en (’, ’) de L(x, D) vitesse finie de la
propagation du front d’onde. De plus pour la propagation des singularits,
on ale mme rgsultat que Thdorme 1.2.

Comme deuxime exemple nous tudions l’oprateur scalaire d’ordre
m. Soit

P(x, D)=D+ A(x, D’)D-,
j=l

un oprateur diffrentiel en Do d’ordre m ayant pour des coefficients A(x, D’)
d’o.p.ds, classiques d’ordre 2" d4finis pros de (, ’) e IX (T*U\O). On note
par p(x, ) le symbole principal de P(x, D) et on suppose que p(x, ) soit le
produit des symboles homognes de degr 1,

(2.3) p(x, )= q(x, ), q(x, )=0-a(x, ),
j=l

off a(x, ’) sont les symboles d’o.p.ds, rels homognes de degr4 1. On
s’intresse au cas off p=(x, )=(, $0, $’) est une caractristique pour tous
q(x, ) q(p)=0, ] e J--{1, 2, ..., m}.

Maintenant nous introduisons l’hypothse suivante,
(2.4) {q, q} (p)4=0, pour tout i,

{q, %} (p)+{q, q} (p)+{q, q} (p)=0, pour tout i, ], k e J,
oh {q, q} dsigne la parenthse de Poisson de q et q. On note par P(x,
le symbole entier de P(x, D). Donc on a l’expression suivante

P(x, )=p(x, )+p_(x, )+ +p,(x, )-}- .,
oh p,(x, ) est la partie homogne de degrS i de P(x, ). Soit K un sous
ensemble de J. Posons

q:(x, )=- q(x, ),
jK

et notons par IKI le nombre cardinal de K. Alors l’hypothse sur les termes
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d’ordre infrieur s’nonce que p_(x, ) s’crive
(2.5) pm_(x,)-- c(x,)qK(x,) pour ]=1,2,...,[(m-1)/2],

IK[ =m-2j,KcJ

pros de p avec des symboles c(x, ) homognes de degr ] qui sont poly-
nSmes en 0 off [k] dsigne la partie entire de k (cf. Thorme 4.1 de [2]).
Alors on a

Th6oreme 2.2. Supposons que (2.3), (2.4) et (2.5) soient vgrifiges. Alors
il existe une paramgtrix en (’, ’) de P(x, D) vitesse finie de la propaga-
tion du front d’onde. De plus on a la mme conclusion que Thgorme 1.2.

Pour appliquer le Thorme 1.1 k cet oprateur P(x, D), nous remar-
quons que

Lemme 2.1. L’hypothse (2.4) est gquivalente la suivante
il existe des hyperplans {H} (i-], i, ] e J) qui sont en involution tels

(2.6)
que
C(p, dxo) VH={O}, H{dq(p)--dq(p)=O}, o-axe, pour tout
i, ] e J, i-].

I1 est facile de voir que sous l’hypothse (2.5), l’existence d’une para-
mtrix k vitesse finie de la propagation du front d’onde de P(x, D) est rduit

celui d’un systme du second ordre dont le symbole principal est une
matrice diagonale. De plus on peut supposer que les lments du symbole
principal soient constitus par q(x, )q(x, ) (i-], i, ] e J) saul rptitions.
Vu le Lemme 2.1 on peut appliquer le Thorme 1.1 au systme et on a le
rsultat.
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