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4. Structures paragraduées (groupes, anneaux, modules). III

Par Marc KRASNER®) et Mirjana VUKOVIC*®

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., Jan. 12, 1987)

Anneaux paragraduées. Soient (4; x4y, ®y) un anneau (pas forcé-
ment associatif), et = : 4—Sg(A) une paragraduation de son groupe additif
(A; z+y). L’application r est dite une paragraduation d’anneau de (4 ;
+v, xy) si, pour tous &,y e 4 existe un { tel que A.A,S A, (ol 4,=x-9) et
I’anneau (4 ; z+¥, xy) muni de « est dit un anneau paragradué. Une ap-
plication (&, n)—¢&y de 4 X 4 dans 4 est dite un multiplication (ou composition)
des grades (pour =) si:

1) pour tous ¢,y ona A.A,SA4,,;

2) pour tous &,&,7,7 € 4, £<& et <7/ impliquent &p<&y.

La multiplication &p==Sup {6(xy) ; x, v € H, d(x)=¢&, d(y)=7}, ol H estla
partie homogene de (A ; x4 y) pour = est définie et satisfait aux conditions
1) et 2). Elle s’appelle la multiplication minimale des grades (pour z). Une
paragraduation = de (4 ; x+v, xy) est dite propre si elle I’est en tant que
paragraduation de (4 ; z+v) et si elle est munie de la multiplication minimale
de ses grades. Si 7 est une extragraduation de (4; x4vy) elle en est dite
une de (4; z+vy, xy), qui est dit un anneau extragradué.

On montre que I’existence, pour tous &,7¢e 4, d’un £ e 4 tel que 4.4,
S A, équivaut & deux conditions :

(I) HCH;

() Siz,a,y,y € H sont tels que x+2/, y+y' ¢ H, on a xy+a'y € H.
(Contrairement au cas des anneaux gradués, (IT) n’est pas une conséquence
de (I)). Donc, du point de vue semi-homogéne, le couple (4=(A4; z-+vy, 2y),
HC A) est un anneau paragradué ssi, en posant H(x)={ye H; x+y € H}
(xe H),on a:

1°) SiaeH, Ala)={xe H; Hx)2H(a)} est un sous-groupe de (4;
z4+Y);

2°) Si ACH est tel que A+ACH, il existe un sous-groupe g=H de
(4A; x+y), qui est fortement saturé et tel que ACy;

3°) H engendre le groupe abélien (A; x+y) avec le systéme des rela-
tions x4y =2, ou 2,y,2¢ H etona x+y=2 dans (4; z+v);

4°) H'CH;

5°) Siz, o, y,yeH, x+2' ¢ H et y+y’' € H impliquent xy+a'y’ € H.

I1 est clair quand (G, H) est un anneau extragradué.
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L’analogue homogeéne, dans le cadre des anneaux, des quasi-groupoides
(appelé quasi-annéide non-associatif) est la structure (H; z-1ty, 2y) avec
I’addition partielle z-+y et la multiplication partout définie xy satisfaisant
aux axiomes suivants. On pose, si xe H, Hx)={ye H; x $y}. Alors, ces
axiomes sont :

1°) Il existe un 0 € H tel que H(0)=H et que, pour tout « ¢ H, on ait
O4+z=2x;

2°) SiaeH, x+y est partout défini sur gla)={xe H; Hx)DH(a)} et
g(@) est un groupe abélien par rapport a x-+v;

3°) Si ACH est tel que, pour tous z,y € 4, on ait x ¢y, il existe un
sous-groupe fortement saturé ¢ de (H ; x+y) (autrement dit, x+vy est par-
tout défini sur ¢,g est un groupe par rapport a x+y et xe g implique
9(@)=g), tel que Acg;

4°) xz 42’ et y 4y impliquent zy # 2y’

Remarque. 1) En particulier, z #y implique zx # 2y et xz § yz.

5°) Sixzty, onazixty)=zx+zy et (x+y)z=x2+yz.

On prouve que si 0 designe la fonction-morphisante u(zx, ) =0 du quasi-
groupoide additif (H; x+y) de (H; x4y, vy), la multiplication xy de H
induit canoniquement une multiplication sur le groupe abélien additif
F(H)/N,(=Z(H)/N*, ou Z(H) est le Z-module libre engendré par H et N*
en est le sous-groupe engendré par les x+y—z, ou %,y,2€ H, xfy et x4y
=2 dans H), qui en fait un anneau. Donc, (H; xz+y, xy) est la partie
homogéne d’un anneau paragradué ssi (H;x-+y) est commutativement
linéarisable (car, dans ce cas, la multiplication canonique de F(H)/N,
s’obtient en prolongeant celle de H par distributivité. Dans ce cas, (H; »
4+, 2y) est dit un parannéide non-associatif. Il est une telle partie d’un
anneau extragradué, auquel cas il est dit un extrannéide non-associatif, si,
les axiomes “multiplicatifs” 4°) et 5°) restant les mémes, (H; x+y) est un
0-extragroupoide. Si la multiplication xy est associative, (H; x4y, xy)
satisfaisant aux axiomes 1°)-5°) est appelé un quasi-annéide et il est dit
un paraennéide resp. extrannéide si (H ; x+y) est un 0-paragroupoide resp.
0-extragroupoide.

Un quasi-annéide est dit un quasi-corpoide s’il est un presque-groupe
multiplicatif. Mais, les corpoides sont les seuls quasi-corpoides.

Modules paragradués. Soient A=(A4; x+y, xy) un anneau et M=
(M ; x4+y) un A-module, dont soit ax (@ € A, x € M) la multiplication externe.
Soient 7 : 4—-Sg((4; x+v)) et IT : D—Sg(M) les paragraduations et H, N les
parties homogénes de ’anneau A resp. du groupe additif M. Le couple
(z, II) est dit une paragraduation de I’ A-module M si, pour tous £e 4 et
se D existeunte D tel que A, M, =M, (on pose A,=z-6, M,=1I1]-detsiac H,
z e N, le grade de a par rapport & = sera noté d(a), et celui de « par rapport
& IT sera noté d(x)). Une multiplication (externe) des grades (&, s)—&s est
une application 4 X D—D telle que A, M, =M., et que s<s’ et £<¢& impli-
quent £s<é&’s’.
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La multiplication £é&s=Sup {d(ax); a € H, x € N, é(a)=§&, d(x)=s} est dite
minimale et (z, I1, £s) est dite une paragraduation propre du A-module M
si = et I sont propres et &s est minimale. Si II est une extragraduation
de (M ; x+y), le module paragradué congidéré est dit un module extragra-
dué. Si A est un anneau paragradué unitaire (autrement dit, comporte
une unité homogene 1), le module gradué considéré est dit unitaire si, pour
tout e M, on a lx=x.

Du point de vue semi-homogene, la structure ((4, H), (M, N), ax), ou
(4, H) est un anneau paragradué, (M, N) est un groupe commutatif para-
gradué et ax une multiplication externe A XM—M, est un module para-
gradué ssi:

1°) HNCN;

2°) pour tous a,a’e H et x,2’e N, a+a’c H et x+x" ¢ N impliquent
ar+a’'x’ e N.

Le module paragradué est dit extragradué si (M, N) est un groupe ex-
tragradué.

Du point de vue homogene, une structure (H ; x4y, xy), (N ; x+v), ax),
ou (H; x4y, xy) est un quasi-annéide, (N; x+y) est un quasi-groupoide
commutatif et ax est une multiplication externe H X N—N, est dite un quasi-
moduloide si ax satisfait aux axiomes:

1°) (ab)x=a(bx) (a,be H, e N);

2°) atbet xty(a,be H;xz,yecN) implique ax 4 by (en particulier,
a # b implique ax § bx et x # y implique ax § ay) ;

3°) a#b implique (a+b)x=ax+bx;

4°) x4y implique a(x+y)=0ax+ay.

Si (H; x4+, xy) est un paragroupoide et si (NV; z+y) est un O-para-
groupoide resp. 0-extragroupoide commutatifs, le quasi-moduloide ((H; x
+y, 2y), (N ; x+y); ax) est dit un paramoduloide rosp. extramoduloide.
Dans ce cas, si (4; x+y, xy) resp. (M; x+vy) est le linéarisé de (H; x+v,
xy) resp. le 0-linéarisé de (N; x+¥), ay s’étend par distributivité en une
application A X M—M, qui fait de (M ; x+y) un (4; -+, xy)-module para-
gradué resp. extragradué.
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