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100. Structures paragradues (groupes, anneaux, modules). I

Par Marc KRASNER*) et Mirjana VUKOVI**)

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., Nov. 12, 1986)

Les diffrentes structures gradues (groupes, anneaux, modules) or-
ment les categories qui ne sont pas ferms par rapport aux compositions
directes ou cartsiennes telles que le support de la partie homogne de ces
composs soit le produit cartsien restreint resp. cartsien de ceux des
composantes. Pourtant, de telles compositions peuvent 8tre dfinies, mais
elles conduisent aux structures plus gnrales que les structures gradues,
qui s’appellent structures multigraduges. D’autres part, les homomor-
phismes quasi-homognes des structures gradues (et les quasi-homomor-
phismes de leurs parties homognes) conduisent un autre type de struc-
tures groupes, anneaux et modules quasi-gradudes et leurs correspondants
homognes groupels, anels et monels. Enfin, les Homet les End des
homogroupoides abliens et des moduloides constituent une troisime
gnralisation naturelle des structures gradues.

L’ide vient qu’il existe peut-Stre des structures gnralisant les
structures gradues et englobant, comme cas particuliers, toutes les struc-
tures qu’on vient de mentionner, et qui soient, en plus, telles que, dans
chacun des trois cas (groupes, anneaux, modules), leur catgorie soit ferme
par rapport leur composs direct et cartsien tel que le support de la
partie homogne de ces composs soit le produit cartsien restreint resp.
cartsien de ceux des composantes. Cette idle est exacte, et, en plus, ce
point de vue est trs clairant pour les structures gradues elles-mSmes.
On va appeler ces structures les structures paragradudes (du moins quand
il s’agit des points de vue non-homogne et semi-homogne, car, du point
de vue homogne, on est amen / considrer les structures quelque peu
plus gnrales). Nous nous bornons / en donner les dfinitions, accom-
pagnes de quelques remarques indispensables.

Groupes paragraduees.
1. Point de vue nonohomogene. Soient Gun groupe (crit multipli-

cativement), (z/, ) un ensemble ordonn, qui soit un demi-treillis complet
infrieur et sup4rieurement inductif.

Une application =:A--Sg(G), qui fait correspondre / chaque e A un
sous-groupe GeSg(G)de G, est dite une paragraduation de G avec
l’ensemble des grades (ordonn) (z/, ) si elle satisfait aux axiomes (I)-(VI)

*) Professeur merit.e de l’Universit de Paris VI. Dcd le 13 mai 19,85 t l’tge
de 73 ans.

**) Prirodno-matematiSki fakultet (Odsjek za matematiku) Vojvode Putnika 43/IV,
710.00 Sarajevo, Jougoslavie.



No. 9] Structures paragradues. I 351

suivants
(I) =.O=Go={1}, et’ (, ’ e zl) implique G_G,
Remarqueso 1) H-G sera appel la partie homogne de G pour, et les x e H seront dits les glgments homogOne de G;
2) Si xeH,(x)-Inf{3ezi;xeG} s’appelle le grade de x. On a

3(x)=0 ssi x=l. Les 3(x), x e H sont dits les grades principaux, et leur
ensemble est not zl. L’application ’x--.(x) est une surjection de H sur

3) La paragraduation " A--.Sg(G) est dite propre si elle est injective
4) On va noter I* l’ensemble des 3 e zi non-nuls.
(II) Si J_zI, on a G Gi.f .
Remarque. 1) Si x e H, on a x e ( {G x e G}, donc 8(x)= Min {8 e

xe G,}.
(III) Tout G,, e zl, est invariant dans G.
Remarque. 1) Donc le commutateur (y,x)=yxy-lx -1 qu’on notera

z(x, y) appartient G,(x) G,()=Gnf(,(x),()). Ainsi, z(x, y) e H, (z(x, y))<
Inf ((x), 5(y)) et yx= z(x, y)xy.

(IV) H engendre G.
(V) Si A___H est tel que, pour tous x, y e A, on ait xy e H, il existe

un/ e zl tel que A
_

G,.
Remarques. 1) Si x, y e H, xy e H 6quivaut l’existence d’une majo-

rante commune de 5(x), (y);
2) Si = satisfait aux axiomes (I)-(V), il est dit une postparagraduation

de G, et G muni de est dit un groupe postparagradug. Parmi les rela-
tions, qui lient les 616ments de H, en tant que g6n6rateur de G, il y a en
tout cas, les relations xy=z pour tousles x, y, z e H, qui satisfont cette
6galit6 dans G (relations H-internes) et les relations yx=z(x, y)xy pour
tous x, y e H (relations de commutation gauche). On notera R l’ensemble
de toutes ces relations.

(VI) G est engendr6 par H avec l’ensemble des relations R.
Remarque. 1) Tout groupe postpargradu6 G est une image H-homo-

morphe, of H est la partie homogne de G, d’un groupe paragradu con-
tenant H (autrement dit l’image de ce groupe par un homomorphisme, dont
la restriction H est l’identit6).

Si satisfait aux axiomes (I)-(V) et l’axiome (VI’), il s’appelle une
extragraduation de G, et G muni de est dit un groupe extragradud.

(VI’) Soient 5,, , ..., e zl, incomparables deux deux, et soient
x, x, x, x, x, x e H tels que, pour tout i--1, 2, n, on ait (x)

t..<_ et (x)<_. Alors, si xx .x--xx .x, on a, pour tout i--1, 2, .,
n, (x;x)<.

Remarque. 1) On prouve qu’une extragraduation est toujours une
paragraduation. Vraisemblablement, l’inverse n’a pas lieu.

Deux paragraduation =" -Sg(G) et ="’-+Sg(G) de G sont dites
gquivalentes si leurs parties homognes respectives H,H’ coincident. I1
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rsulte de l’axiome (V) que ceci a lieu ssi pour tout 5 e existe un 5’e z’
tel que G_G, et vice versa.

2. Point de vue semi.homogene. Si H est un sous-ensemble de G et
six e H, soit H(x)={y e H; xy H}. Alors, H est la partie homogne de
G pour quelque paragraduation = de G ssi H satisfait aux trois axiomes
suivants

1) Six e H, g(x)- {y e H H(y) =z H(x)} est un sous-groupe invariant
de G.

Remarques. 1) Donc z--z(x, y)--yxy-lx -1 e g(x) g(y), d’oh resulte
que z e Het H(z)_H(x) H(y)

2) Un groupe g_H est dit fortement satur six e g implique g(x) g.
2 ) Si A_H est tel que, pour tous x,y e A, on ait xy e H, il existe

un sous-groupe g_H de G fortement satur tel que A _g.
3) (a) H engendre Get

(b) il l’engendre avec le systme de relations R.
Le couple (G, HG), oh H satisfait aux axiomes 1)-3), dfinit, donc,

la paragraduation de G l’quivalence et est appel le groupe paragradud
du point de vue semi-homogne. I1 permet, d’ailleurs, de construire, d’une
manire canonique, une certaine paragraduation appartenant cette classe
d’quivalence. Le groupe paragradu (G, H) est extragradu, ssi, au lieu
de la partie 3) (b) de l’axiome 3), il satisfait l’axiome

4) Soient u,,...,u e H, tels que tous les H(u) soient incom-
parables deux deux (par rapport ), et x, ..., x, x, ..., x e H, tels
que, pour tout i-- 1, 2, ., n, on ait H(x) H(x)H(u). Alors, x,x. x
xx: x’ implique pour tout i-- 1,2, , n, H(x;x)H(u) (on a bien

-1x x e H, car x, x e g(u)).
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