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Resume. On donne une estime suprieure de Eexp|of(xs)ds}
u ueiieiee cogce.

Summary. An upper bound o E(exp[.f(x)d) on a compact
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( 1 ) f= f(z)dv(z) la moyenne de f
V

f=f--f l’oseillation de f ar raort sa moyenne.
On note encore G l’oprateur de Green agissant sur les fonetions

f de earr intgrable et de moyenne nulle.
1 AG .

Nommons orateur de dviation ergodique, et notons l’ora-
teur non linaire sur les functions L qui assoeie route fonetion f e L
la fonetion

o gGf est la diffrentielle de Gf et est le earr de la longueur
des 1-formes our la mgtrique duale de g.

Notons encore z(t) le mouvement brownien de V de gnrateur
infinitsimal (1/2)A, D est son esaee de probabilitY, N est l’esranee
eonditionnelle saehant que z(0)=z. (Voir [1] ar exemle.)

Z. Fonctionnelles de Kac sur V. f tant une fonetion susam-
ment rfiguligre, on tudie la fonetionnelle de Kae [2]

lorsque t+. I1 est facile en utilisant le dvelopement en sfirie
des fonetions ropres de montrer
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Lemme 1. lira llog Ex(exp(tof(X,,,(s)ds)) 2

o est la borne supdrieure des spectres de l’opdrateur (1/2)z/+f.
L’objet de cette Note est d’obtenir une estim6e de (3) lorsque

t+, et par cons6quent de 2, en utilisant un raisonnement pro-
babiliste fort simple.

Notons d’abord le lemme 6vident.
Lemme 2. On a l’encadrement

Preuve: L’estim6e sup6rieure est 6vidente. Comme l’exponen-
tielle est convexe la borne obtenir est plus grande que

et cela est f (voir [1] pour des r6sultats, plus fins sur la loi de

Remarque. Darts le eas de R, (g) les estimes de ees fonetion-
nelles ont t obtenues dans [g], [4].

3. Estime de la fonctionnelle de Kac par utilisation de 1opra.
teur de dviation ergodique. Si p est une fonetion de moyenne nulle
bornfie sur V, les raisonnements exliqus darts () justifient la formule
de It6 our la fonetion Gp done

1

off b. est un brownien standard de R.
Mais (1/2)AGg= et de plus il existe un brownien fl tel que

;: OG (x(s))g,(x,,(s)) dbes):I: ()(x(s))d,(s)
donc

(x(s)) ds (G)(x())--(G)(x)- ()/(x(s))d(s)
jo jo

(5)

d’ofi

(6)

Lemme 3. On a l’estimge

Ex(exp (o (X,,(s)) ds))
<__exp (2,,GI,)Ex(exp 2 : q()(x(s))ds)1/2.

Preuve: Utilisons (5) pour estimer (6); il suffit d’estimer

Ex(exp (--o ()I/(x(s))d(s)))=Ex(exp [--i ()l/2(x(s))d(s)

--o ()(x)ds] exp (/o q()(x(s))ds)).
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On majore le second membre en utilisant l’ingalit de Cauchy-
Schwarz et l’galit de la martingale exponentielle de McKean [1]

E(exp [--2 : ()’/(x(s)) d(s)-2 : ()(x(s))ds])= l.

Theoreme. Pour tout nO, il existe une constante C’ telle que
pour tout t on air l’estimation

Ex(exp (t0 f(x(s))ds))<_C’exp t[f+C(f)+...+ C_O-(f)]
E exp 2- (f)(x(s))ds

avec C=2-- (k=l, 2, ..., n-l) et l’opgrateur de dgviation ergo-
dique dgfini en 1.

Preuve: 0n crit f=f+f et de proche en proche en utilisant le
lemme 3 on est amen tudier

E(exp n I:
E(exp 2It (nCn(f))(X.(8)) ds)’/

Mais l’esprance qui apparait est du type precedent avec

n=2i n+,--
2

d’ofi fl=2 et a=2-.
Corollaire. Pour tout n O on a

k=l

Remarque 1. Cette estime n’est pas celle qu’on obtiendrait par
une srie de perturbation pur (1/2)A+f. En particulier, lorsqu’on
arrte la s4rie de perturbation au rang p, on ne sait pas si on obtient
un minorant ou un majorant de . Ici la srie majore toujours 2.

Remarque 2. I1 peut sembler premiere vue que les coefficients

C ont une croissance trs grande. Cependant, comme va le montrer
l’exemple suivant, le ait que soit quadratique et qu’il aille prendre
l’oscillation de (f) pour dfinir le terme suivant permet d’obtenir
des s4ries convergentes. Enfin, des estimes de VG sont donnes dans
[6].

4. Cas d’un potentiel p5riodique sur Rn. Prenons pour V le
tore plat T de priodes 1 et pour f un potentiel priodique du type

( 9 ) f(2) =a cos (2u(k x))

off a e R, k e Z et k n’est pas nul, de sorte que f=0.
Posons

n(f)=fl(COS (2W(nk]X))+l) on dduit acilement

+(f)= 2 (cos (2(2I))+)
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de sorte que

soit
fl (2-’(2u) k ])-’( a;-)

fin 2(2)21kl2
et le terme gnral de la srie n_ Cnn(f) est

Cnn (2)21 k 12
a2.

Dans le cas off a/(2)[k[l, la srie Cfl converge et donne
un majorant de 2. Par ailleurs, on peut comparer l’estime grossire
g]]f]]=[al l’estime

4a21 (f)I=2 (2)11
Cette dernire estim6e est meilleure que lif]l lorsque 4a/((2u)lk])

<1.
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