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Suites limite.priodiques et th$orie des hombres. I

Par J.-L. ]VAUCLAIRE
Pensionnaire la Maison franco-japonaise

(Communicated by Shokichi IY.CNAGA, M. ..., April 12, 1980)

Une suite f: N*-+C est dite limite-pgriodique B, >/1, si pour
tout e 0, on peut trouver une suite priodique P,(n) telle que:

lim sup 1 ip(n)_f(n)l<.
x--.+oo X nKx

On a remarqu depuis longtemps que ces suites jouent un rSle
important dans l’tude des proprits des fonctions arithmtiques.
(On peut consulter, par exemple, les articles mentionns dans les rf-
rences, ainsi que leurs bibliographies.) On se propose de donner ici des
rsultats gnraux sur les suites limite-priodiques les applications
la thorie des fonctions arithmtiques feront l’objet d’une note
ultrieure.

1. Notations. N est l’ensemble des entiers naturels 0, 1, 2, .,
N*=N--(0}. est l’ensemble des nombres premiers de N. p dsignera
un nombre premier. Z est le complt p-adique de Z, dm la mesure
invariante sur Z. Z est le groupe compact des units de Z, ,dm sa
mesure invariante. Posons

6= Z, dm= dm, G*= Z, dm*= dm.
Si A et B sont deux espaces topologiques, C(A, B) est l’ensemble

des applications continues AB.
Soit 1. 0n notera l’ensemble des classes de fonctions N*C

qui sont B limite-priodiques on a fg dans si et seulement si

lim ]f(n)-g(n)]=O.
x+ X nKx

On sait que B est complet, et le spectre d’un lment de est inclus
clans Q [0, 1[.

Si E est localement compact, si, est une mesure sur E, on pose
L(E, d,) l’ensemble des classes de fonctions EC de puissance ime p_

intgrable.
Si est un groupe compact, sera le dual de F.
2. Le rsultat essentiel est le suivant"
Theoreme 2.1. L(G, din) s’identifie .
De faon prdcise: Les coecients de Fourier d’un gldment f’ de
(qui caractdrisent cet dlement) sont la transformde de Fourier d’,un

dldment f de L(G, din), et rdciproquement. On a de plus:
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fdm- lim 1 F if(n).
G x-*+ X n<x

Pour les calculs effectifs, on peu uiliser le rsula suivan"
Thorme 2.2. Si 1, si f L(G, dm), si f’ est associe f

darts _, alors"

fdm=lim/ {, (1-)} , f’(n___),n
E= {n e N* n= I-[ p,aeN},pKy

l’ensemble gtant ordonng naturellement en ordre croissant.
On remarquera que Thorme 2.2 fair bien apparaitre un lien entre

moyenne arithmtique et moyenne analytique de la suite if(n). Pour

=1, le rsultat n’est plus vrai (contre-exemple" f(n)=0 si n=2r,

r/>l, et f(9=---).
3. L’un des eas les plus ,tudis de fonetions limie-priodiques

B est celui off la srie de Fourier associe ne comporte que des "sommes
de Ramanu]an" Cq(n) dfinies par

Cq(n)= ei(n/)n.
(h,q) =1

Les deux thormes suivants permettent de comprendre pourquoi ce
cas particulier est simple.

Theoreme 3.1. On considre E=[1, p,p, ...[({0}, muni de la
topologie dgfinie par"

Voisinage de p"= {p"}.
Voisinage de 0-[pN, pN+l, U {0}.

Alors
1) E est compact.
2) Z\(0} est homgomorphe a (E\{0}) Z*.
3) Si l’on pose

/,({p}) 1-- )0

Zo({O})=o,
alors dm=dl(R)dm*, et pour 2> 1,

En particulier, les fonctions de L(G, din) invariantes presque partout
par G* sont les fonctions de

Theoreme :.2. Soit if(n)e B, 1. Une condition ncessaire
et suffisante pour que la classe de fonctions f e L(G, din) associge f’
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soit invariante presque-partout par G* est que la sgrie de Fourier
associde f’ s’gcrive f’(n)q= Aqcq(n), o les cq(n) sont les sommes
de Ramanu]an usuelles.

Dans ce cas, sit e 1-[ (E\{0}), on pose = I-[<_v P(t) et

( )F(O,_)-- lim . 1 f(nO,_)
(n,Ey) =1 (n,Ey) =1
nx nx

o E est l’ensemble d’entiers considdrds dans Thdorme 2.2. Alors,
F(Ov_) tend vers f(t) pour presque tout t de l-I E quand y tend vers- c, et F(O_) tend vers f(t) dans

Les dmonstrations de ces rsultats seront publies ultrieurement.
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