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19. Darts la suite,*’ nous eonsidrons le sous-eas (viii). Pour
ce cas, nous pouvons poser

(19.1) --z’(to’tth-ah-lo)q-, e=/’-to,/-f (2_<k_<s),

a,_, =/3 (1 _<j_< k-- 1), a,_, +,--/llJ2, r-s jr--- 2.(2_<j’ <_ k-- 1), ao---- O1(/1 1)

Alors, pour que est repr6sentable finiment par rapport / , il
faut et il suffit que est d6veloppable eomme suit

(19.2)
+E 1)

o 2t, l:l--l, l,_l, (3igt), ur m tel que m-ag (done m>g)
et lm+g-l, et a tel que a:. Encore, s’i] existe au moins
i(3) tel que l,-l_--I et ’,+a>()-’+, (19.2) ne eoineide pas
avee ]a representation de

De mme que ]e sous-eas (v), nous avons la
Proposition L. Si ’quation (E*) remplit les conditions (L)

qui coincident avec (LI), elle a au moins des solutions , satisfaisant
aux conditions suivantes:

+
,,

(2j’gk-- 1), b et o-- j" Encore, s’il existe au moins un

i(3) td que n,--n_--I et ’bTa()-’+, ne coincide p avec
sa representation r rapport

20. Le aoua-eas (ix). Pour ee eae, pour que eel representable

*) S. Nagai: La solvabilit de eertains 6quations sur les nombres ordinaux trans-
finis. I, Proc. Japan Acad., 37, 121-126; II, ibid., 175-178; III, ibid., 276-281 (1961).
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finiment ou presque finiment par rapport R ], il faut que est ddve-
loppable comme suit
(20.1) =]’(’/+a+o)We, e=’q’-,+ +"-

s), ao--a (/--1) oh l2 et
Dans ce cas, il existe des couples , reprsentables finiment et

aussi presque finiment. Voici d’abord la
(I) L’existence des couples , reprsentables finiment.
Alors, pour que est representable finiment par rapport #, il

faut et il suffit que est dveloppable comme suit
-{’("a,++a0)+’(a0-1)+.-()_.}

(20.2)
+Z [,(’,,+ +ao- 1)+,-’()_.},

oh 2gt, l--l--l, l_>l (3gigt), pour m tel que flm=alg (donc re>g)
et lmTg-1, et a tel que pa=2v. Encore, s’il existe au moins un
i (23)tel que l:l_--I et ’vWa():-’+ (c’est--dire, v), (20.2)
ne coincide pas avec la representation de par rapport .

De mme que le sous-cas (v), nous avons la
Proposition L. Si l’$quation (E*) remplit les conditions (L)

qui coincident avec (L), elle a au moins des solutions , satisfaisant
aux conditions suivantes:

o 2< t< n n n: l, n >n n,
d m

(2gj’gs), --b et o--’+. Encore, s’il existe au moins un i

(23) tel que n,--n,_--I et ’2b,Ta2()-’+ (c’est-a-dire, b,b),
ne coincide pas avec sa representation par rapport .

Puis, nous discutons la
(II) L’existence des couples , repr4sentables presque finiment.
Alors, il suffit de consid4rer tel que

(20.3) =’+(,+
off ’ satisfait l,-- 1,_ -- 1 (2 ig t) et l-- 1 dans (20.2), ou bien-’+(’,+a+ao),
off ’ satisfait l,--l_--l(2git) et /:2 dans (20.2), ou bien

v(’a,+a+ao)+ao.
En utilisant le lemme 7, pour que e representable presque finiment
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par rapport 2, il est n4cessaire au moins que les deux relations
suivantes sont accomplies:

(20.4) aA--aoA--ao+-.- A--(-)ao
--fb

o5 p --b_ o pour m convenablement choisi, et en pr6eisant (20.8),
a a0

est dveloppable comme suit
(20.5)
oh r=uz, r’--lr+s--vz:(lu+v’)z (s=v’z, O<v’ <u, (v’, u)--l). Or,
pour que (20.5) satisfait (20.4), il faut et il suffit que les deux re.-
lations suivantes sont accomplies:

=,--,+--.+2--’’’--+(_)=--- =,+(=-) (2igz),
(20.6) p+=p+2 (,,_)=pao

=+--+2--’-- --+(=po)--’-- +(=-)=Po,

(0.7) +=(lgi),

Nneore, il existe une relation suivante:
(0.8) v’--, e’est--dire,

Donc, nous avons

{’a’ ’)-ao ’)-2a0 +.-. +’)-’-’ao}
(20.9)

oh rs, t sont arbitraires, m() ((t--i+l)u) (lgigt)
u

(m(’)>m() (2jt)) sont choisis de faon que flm(’=ag() (donc
m")>g")) et lm()+g")--l"), et a") (lgigt) sont choisis de faon que
pa")--2b"). Par suite, en revoyant (20.9) comme l’quation (E*),
nous avons la

Proposition M. Si l’$quation (E*) remplit les conditions suivantes:
(M’) F() est similaire rationnellement G(V) e2--1 pour
et

elle a au moins des solutions , satisfaisant aux conditions suivantes:

=a,+, r>s et s_ v’_ h ((v’,u)-l) (20.6) ( ao=a et o-bD et
r u d

(20.7).
1) Dans la section 21, on voit que (20.5) contient le cas oh /1=1.
2) D’aprs la section 21, il rdsult que nous pouvons enlever cette condition.



21. Le sous-cas (x). Pour ce cas, nous pouvons poser
(21.1) @--]"(’,A-a A- 0)-
Donc, ne peut tre que representable presque finiment par rapport

], car il faut s<r et la forme normale de a (r+s) termes. Or,
pour que est representable presque finiment par rapport V, il est
n4cessaire que 1,-1, c’est--dire,
(21.2) (to’, -f- a+0)-
Alors, est repr6sentable presque finiment par rapport et ce eas

est contenu darts le sous-cas (ix)comme le cas sp6cial of//-
(ou/,-1). Par suite, nous pouvons enlever la condition [-.-]>2 dans

(M") pour la proposition M.
22. Conclusion. D’aprgs les r6sultats que les propositions de H

M indiquent, nous avons routes les 6quations (E*) solvables et en
cons6quent, les th6orgmes suivants.

Th6orme 1. Si q<p ou bien a+# b+,, l’quation (E) n’a aucune
solution limite :, :.

Th6orgme 2. Si q-p et av+--ba+, pour que l’dquation (E) a la
solution limite :, :, il faut et il sut que F() est similaire
G(#), c’est-t-dire,

(i) si e et c sont les nombres naturels (oit e:l entrane
c>2), l’dquation (E) a la solution H’I’ (oit t:l), ou

(ii) si e est un hombre naturel et c(> 1) est un nombre frac-
tionnaire, l’dquation (E) a la solution H’’ (oit t:l), ou

(iii) si e1(>2) est un hombre naturel et c(<:l) est un hombre
fractionnaire, l’dquation (E) a la solution I’1’ (oit t=l), ou bien

(iv) si el(>l) est un hombre fractionnaie, l’dquation (E) a les
solutions J", J"’, K’I’, K;’, K’ et K’ (oit t--l).

Th6orgme 3. Si q:tp (oit t( > 2) est un nombre naturel) et
a/:ba/l, pour que l’$quation (E) a la solution limite :$, :,
il faut et il sujfit que F() est presque similaire G(#) et en mme
temps une des conditions suivantes est satisfaite, c’est--dire,

( ) e est un nombre naturel tel que 2<<e et et< e, et c est
un nombre naturel, et alors, l’$quation (E) a la solution H’’, ou

(ii) e est un nombre naturel tel que 2< t<e et et <e, et c(> 1)
est un nombre fractionnaire, et alors, si e>2, l’$quation (E) a la
solution H’, et si e:l (o t:e entrane e.:l), l’dquation (E) a la
solution H’, ou

(iii) e est un nombre naturel tel que 2 <_ t <_ e et et <e, et c(<: 1)
est un nombre fractionnaire, et alors, si e.>2, l’dquation (E) a la
solution I’1’, et si e.:l (o t:e entrane e.=l), l’dquation (E) a la

3) I1 n’existe pas e=l dans ee eas, car #>#.
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solution Ip, ou bien
(iv) el(> 1) est un hombre fractionnaire tel que 2 <_ t [eli - 1 et

et

_
[eli, et alors, si et-- [eli (o t-- el] - 1 entrane et-- [el-I), l’quation

(E) a la solution J’, si ee < [e et e.2, l’$quation (E) a les solutions
J’P, J"’, K’, K;’, K’ et K’, et si et < e] et e2--1, l’quation (E) ales
solutions J", J"’, K’’, K’, K;’, K, L’, L"., L;’, L", et L’.

Thiorme 4. Si q-tp (oie t(:>l) est un nombre fractionnaire)
et ap/--bq/, pour que l’$quation (E) a la solution limite --, @--7,
il faut et il sut que F() est similaire rationnellement G() et
e.=l pour F() et G(), et alors, l’$quation (E) a la solution M’.


