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Zur konormen Abbildung zweiaeh zusammen.
hingender Gebiete, IV.

Von Yfsaku KOMATU.
Institut fiir Mathematik, Kai-=erliche Universit/it zu Tokyo.

(Comm. 13y S. K/tREY/t, M.I.A., July 12, 1945.)

C. Extremaleigenschaften und Verzerrungen.

1. Extre,malittt dev K,reisbogenschlitzabbildung.
Wlr beginnen in (ler vorliegenden bIote1) mit einem Problem fiber Verzer-

rungen betreffs der gegeeitin Lageziehmen zwischen Pol und Nlstelle

sowie den Randkomponenten des Bikebies ffir eine gewisse Klse yon den in

einem koentrischen Kreisrie meromorphen Funktionen.) In den folgenden

Oberlegmen wird die Ammhme der Regtflaritt auf den R-andripherien

betreffende Futionen bisweilen, aber liglieh,der eventudlen Eiaehheit hM-

her, gemaeht. Sie lagt sich, wie man leieht firsehen kann, zwar wegfallen

oder wenigstm dureh eine welt schwehere ersetzen.

Satz 1. Es sei 9(z) eine in K’eisringe (O)q z l meromorphe

Funktion, die daslbst, abgesehen yon .im einfachen Pol z u einer ein-

fachen Nullstelle z,,, regulSr .und nullstellenfri sei. Sie mtcht ticht not-

wendg do,,’t schlicht zu sein, abet ihre Umlaufshl um jede de: Randkomp--
renten ’erschwinde2 Man setze fe’ner

t,,z ]zl --1) "., (Iz --1).
Tr jede solche Ftmktion (z) gelten dann stets’die Ungleidtungen

sogar t’itt jedes Gleichheitszeichen hierbei nut damb oenn die betreffende
Fudctiou (z), abgesehen yon rim" eim kotanten Faktm’, mit der in A,
2 his 4 betnchteten, Kq’eisbogen.schlitzabbildung yon q< z <1 vermitte-

luq.den Funktion (z;z, %) be,reinstimmt.

Beweis. Es sei zuerst q 0. Wegen der Regritat net der Nullstel-

l) Die friiheren Noten unter demselben "l’itel finden sich in I. Proc. 21 (1945), -85;
II. Ibid. 296; IIX. Ibid. 337.

2) O’ber rerwandte Eigenschaft fiir Parallelschlitzabliildung vgl. man" Y. Komatu,
J’ber Verzerrungen bei der konformen Parallelschlitzabbilddng yon zweifaeh zusammen-

hingenden Gebieten. Proc. 21 (1945), 1-5.

3) Diese letztgenannte Bedingung ist aber beina ausgearteten Falle q=0 tiberfliissig,
denn sie ist dann not,qendigerweise erfiillt.



No. 7.] Zur konforlnen Abbildung zweifach zusammenhiingender Gebiete, IV. 373

leffreihei sowie des Versehwinden. simtlicher Umltmfszahlen von

(toCz)=:wz.(z; z,,z,,)) verh.lt sich jeder Zweig von tg. (z) in q<lzl <1

reguliir und sogar eindeutig. Demnach mul3 sie der Monodromiebedingung

1 lg (d) dO--tg z
Zo

gentigen; denn es gilt ftir mo o,(qe’) und m, a(e’) eine schon am

Ende von A, 2 bemerkte Relation

Somit muf5 tatsiiehlieh die im Satze behaupteten Ungleiehungen bestehen. In

I)ezug atff das Auftreten des Gleiehheitszeiehens ist es fast klar.

Der ausgeartete Fall q--O, d. h. der Fall, wobei die innere Randkomponente

z --q sieh auf einen eiigen Punkt z--0 reduziert, liil3t sieh in iihnlicher

Weise erledigen; dabei hat man nattirlich mm0-- J2(0) gesetzt zu denken.

Die Funktion eo,(z), welche ffir diesmal am Punkte z--0 nur eine hebbare

Sigularitiit aufweist und den vollcn Einheitskreis z[ < 1 auf ein einfaeh zusam-

menhiingendes Kreisbogensehlitzgebiet um ten Ursprtmg derart abbildet, dal

z und z,, in o bzw. 0 tibergehen, stellt sich, wie auch in B, 2 angegeben wprde,

in ler Gestalt

eo(z)--c z--zo 1--z
z-- z 1- oz

dar mit einer Konstmate c. Sodann erhalten wir n’imlich mittels des Gauli-

sehen Mitte]wertsatzes, angewandt auf die in!zl < 1 regular harmonisehe Funk-

a()tion ]g die ]3eziehungen

s2(e’)

(o)

(e’)

dO_lg t2(o)

d--z 1--’*’d ]dO
Z,,,, e,i 1

wonms (lie Behauptung wieder ohne weiteres folgt..

Nun sollen wir uns auf einen zur ko_fformeu Charakterisierung der Kreis-
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bogenschlitzgebiete dienenden Satz aufmerksam machen, der wirklich eine fast

unmittelbare Folgerung aus dem soeben angegebenen Satze 1 ist.

Satz 2. Gegeben se ein beliebiges, n de" w-Ebene gelegenes, zwe.ifach
zusammenhngendes Ringgebiet J, das bede Puikte ,w-- und w--O siche"

.ira Inne.ren et.alte, und dessert Randkomp,enten wit mit Found F bezeich-

en sollem ]iv setzen dauvf
* und Man]w]--m (j.=0,1).Max w m

Fe.rne" se$ D ein iq tier -Ebene liegees, mit J konform (bei jede," beide

Punkte und 0 fixierenden Abbildung) Teilentes Kreisgenschlitzgebiet,
dessen ide zu ound .F entsp’chenden Ran&chlitzbogen auf :mo bzw.

--m liegen solleu. Dann gelten stets die Ungleichung

,--- o 9

Hi&bei tr4tt jedes Gleiclheitsze.hen dann und nu" dann, we.nn das gegebene
Gebiet A selbst derselben Gestalt wie D ist, d. i. at D, dutch eine Drehsb

q’eckung um den Ucsprung entsteht.

Bewe. Wen der fiblichen Normalmiliebetrhten bei Approxi-

mation ffir J kSnnen d wollen wit hier wiederum anneen da das vorge-

1gebene Rigebiet A anytisch gre ist. Sein koormer Mod sei

und eine ihm zugehSrige Abbildfmktion yon R" q< ]z <1, diez q
und z] :l zu Fo bzw. P enprechen la$t, sei

worin*z und zo beide im Inneren yon R enthaltenen Normieruspunkfe bedeu-

ten; nebenbei beer beimmeh sich hierbei z ], Zo ], und arg z (m.

2) f" Z eindeutigerweise, und die Abbildufunktion ha im wesentlichen

yon nur einen einzigen rllen Parameter etwa arg z er arg , ab. Nun geln

nach dem Sae 1 jedmffalls die Ugleichmgen

m Zo mo

und jedes Gleichheitszeichen tritt hierbei nur dann auf, wenn J sdbst dieselbe

Gesta!t wie ein Kreisbogenschlitzgebiet D besitzt. Andererseits definieren wit

nun im Gebiete z/eine Funktion F(w) mittels einer Beziehung

worin c irgendeine nStigenfalls geeignet wtthlbare Konstante ist, so bildet diese
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Funktioh co--F(w) das Gebiet z/auf ein Kreisbogenschlitzgebiet Dk ab, gentigt

sogar den Normiertmbedingungen F( )-- co und F(0)--0, reduziert sich

also nut beim eben genannten extremen Falle auf eine Drehstrevkung um den

Ursprung. Ftir die zusammengesetzte, eine Kreisbogensohlitzabbildung von

vermittelnde Funktion o-ok(z;z, z,) gilt nun eine auch bei der Beweisftihrmg

des Satzes 1 benutzte Relation woraus der Satz ohne weiteres
OTto go

Wie schon erwiihnt wurde, kann man den soeben bewiesenen Satz verweaden,
etwa um die Kreisbogenschlitzabbildung eines beliebig vogegebenen Ringgebiets

zu charakterisieren. Man kann in tier Tat den folgenden Satz sofort entnehmen:

Satz 3. Dem Satze 2 in Bezeichnungen achfolgend, l[3t sich die

Abbildungsfunktion von vinem gegebenen Ringgebiet ,,1 auf.ein damit konfo’m
5quivalentes K’eisbogenschlitzgebiet

.=F(),
duq’ch das Ext’emu,pq’obtem

mt --Minimum
qt0

’* ’:(o)-o,.(o)-o,

odeq" z. =Maximum,

abgesehen nuq" yon einem konstanten Faktoq’, eindeutigeq’weise chaq’akte’isie’e

hieq’bei sind zum Veq’gleiche solche iq ,J schl,chte qeq’onorphe Funktionen

zugelassen, ,velche an den Punkten co und 0 die |,Veq’te bz,w. 0 nehmen.

Man dq’f sogav die Vo’aussetzang ,, Schlichtheit" ,oeglassen, .rdem man

start deq’en der Ve’gleichsfunktionen etwa, dem Satze 1 geqa,iifl, eine Bedin-

gung hinzuaufeq’legt, daft sie gewsse feste Umgebungen yore, unendlickfe’-
hen Punkte und vom Kooq’dinatenu’spq’unge geq’ade einmal bedecken und veq’-

zehwinde.nde Umlaufszahl um jede Randkomponente besitze sollen.

2. Ext’emalitt de.r Radialschlitzabbildung.
Die im vorigen Paragraphen angegebenen Satze besitzen siimtlich (lie ,kna-

loga, wenn wir anstatt der Kreisbogenschlitzabbildmg die Radialschlitzabbildung

betrachten. Auch die Beweisftihrungen lassen sich dabei fast wSrtlich auf diescn

Fall iiberragen. Im folgendea sollen wir diese Stze lauter skizzenweise

rechem

Satz 4. F" eiqe im Satze 2 bet.rachtete Funktion 12(z) seie f.’f.r dies-

4) Hierbei urtd im folg.enden sollen die Zweige dot Argumente jeweilig geeignet
gewahlt werden.
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1)aqn gelte’t, die Ungleichu,gc

vo,r,n je(les Gleic55eitszc,h’he, ne" da,,n aft’,llt, wen die bet’eenden .Fun-
tion, 2(z) biz a,uf eine. kostanc Fakto" mit d" in A, 5 e. ’6 beha’,delte

Ra(tialsd,litzabbildug,f,utktio. .(z ;.z, z,.) ,ideqt sch ist.

Satz 5. F9"
[ax arg w--X" q:d Min arg w=x, (j--0, 1)

Fe’e." 8ei jetzt D,.
le.tcs Rad,ialsch,litzgebiet, des,en beide zu No qd F, entsprechendeq Rand-

schlitzc a,f arg =Xo bzw. arg e=X liegeq soll. Dann gelteu die Uqwlei-
chuqgen

u(l jeles Gleichheitszeiche besleht hie’bei ’u" daqn, ven du’ch la.tev

D,rchst,’cck,,g um de

Satz 6. I)ie A.bbitdungflo@t,io
o=F,(), :()=, Ft(0)=0,

yon a,uf D lflt sich d.t.eq’ch das Ext,remalp’oblem

Xt--X.o=Minimum ode,r X--x=Maximum,

abges4 en ’on tu’ e inen kon.ta,teq Fa.kto,3 eideutigeq’weise chaq’akteq’isieq’e

dabei sollcn die Klasse voq.l(onkm’’ezflnktio,en dieselbe sein wie im Satze

3.

3. Ext.’ealitt sonstige’ Spezialabbildunge.
Wir kBnnen auch f(ir. verschie:tene in A betrachtete spezielle Abbildungs-

funktionen analogc Extremaleige]schaften wic oben herleiten. Wir sprechen

l)eispielsweise mr den folgenden Satz bezfiglich der Abblldung vom Grundgebiete

R: q<z]<l auf ein Krcisinnere mit einem Krei.sbogen-oder Radialschlitze

llS 5)

Satz 7. ’,c Ftakt,ion, 12(z) sci ,in R q’egul,,’, ,eq’schwinde daselbst au-

flee eine,r eiqfache N,tdlstelle Zo

<1 ,qd fh’e soga" d;e ’fle.re Ra,ndpe’42h,e’iez --1 auf die ,olle Ein-

h,citsk,reispe’iphe’ie. Maq setze fe’e" atf [z[

Max arg

5) S;tze yon verwandter Art finden si’ch mit anderartigen Beweisfiihrungen in den seit
um 1928 in Leipzigen Be,ichten hintereinander ver;Jffentlichten Arbeiten yon it. Gr6tzseho
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Dann wv.rden die Va’iatiasp,roblwne
m[2]Minimum oder m[]=Maximum

du’ch die in A, 8 . 9 bea’achteten

auf eine, konsnten akt" mit dem Absd,tt’ag Eins eindeutigerwe’e

gelst
Beweis. Xn zug auf das letz Probldm.ist die Bchauptmg ga selt-

verstndlich. Der fibrige Tell des Sates lagt sich entwcer wen der spiel-

bilichcn mmiytisehen Fobarkcit an der Einheikreiripherie (ler t.ref-

fenden Funktionen leicht etwa aus dem Sa 3 foern. Oder mau kaun dies

auch atff mehr direkte Wei daraus enhlehmen, da die Monromieigutg,

mewandt auf (l Quotient 12(z)
i,)(z; z,,)

,stehen mu; denn es geltcn hieri for alle rllc

1 und --)(qe" ;zo) [ , mid da man demnaeh die Uleiehungen

erhalt, wo jles Gleiehheitsiehbn nur

tritt.


