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Quelques remarques sur un article de M.N. Coburn
intitul "A characterization o Schouten’s and

Haden’s detormation methods"."

Par Kentaro YANO.

Insfitut Math6matique, Universit6. Imp6riale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., June 12, 1945.)

O. Int’oduction. M.N. Coburn) a, en 194:0, publi une lote qui donne

une interpretation gomtrique des deux mthodes pour tudier les problmes de

la d4formation infinitsimale, l’une celte de M.J,A. Schouten*’) et l’autre celle de

M.H.A. Hayden.) Aprs avoir 4nonc4 son r&ultat principal dans le premier

Paragraphe qui fair l’introduction, il donne, dans le deuxime Paragraph% les lois

el.mentugn4res de d4formation des repres, des vecteurs arbitraires et des

linaires
En Slcialisant ensuite les lois tie d4formations, il 4tudie, dans le troisime

et le quatrime Paragraphes, la variation absolue de M.J.A. Schouten et la dfor-

mation directe de M.H.A. Hayden. Ce qu’il appelle la variation absohte tie

M.LA. Schouten est la differentielle de Lie d’aprs la termino!ogie de M.D. vau

Dantzig.

Dans le cinquime Paragraphe, il tudie la variation absolue de M.J.A.

Schouten ou la differentielle de Lie DF de la connexion affine

La m6thode de M.N. Cobum pour obtefir la DF est essensiellement la

mSme que celle de MM.P. Dienes’) et E.T. Davies.

Comme l’a d$j montr M.W. Slebodzinski la condition n4cessaire et

suffisante pour qu’un espace connexion affine admette mae transform.ution

isomorphe affine est que la differentielle de Lie de la connexion aflhae it nulle.

La dpense de eette recherche rut r6glf:e par le frais du Ministate de l’Instruction
Publique pour les techerches scientifiques.
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Dans le demier Paragraphe de sa Note, M.N. Cobum pose une condition sur

D/’ qui est moins forte que celle de M.W. Slebodzinski’) et en 4tudie quelques

consuences.
Le but de cette Note est de donner quelques remarques ur cet article de

M.N. Coburn.

1. Consid4rons d’abord un espace L, n dimensions connexion aitine

et prenorm, chaque point

_
de cet espace, un repere naturel ex, alors, la con-

nexion afllne de cet espace peut s’exprimer par les formules

(I.i) df=dxXe, de=F()dxe.
Cela pos, considrons ensuite une dSformation infinit&imale

(1.2) =x+ $dt

qui dSplace 1 point ]usqu’au point + *dt intlniment voisin, Stant un

champ de vecteur dfini dans tbut espace ou dans une oertaine rgion de l’espace

et dt une quantit inilnitsimale dont on ne tiendra compt-e que du premier

ordre.

Le point 2t/tant dplac ]usqu’au point , le repute naturel ex attach au

point

_
sera ehang$ en un repute naturel , attachg au point f.

Le relre ex Slant naturel, on a

(1.3) d.--d.;.
Pour trouver la variation de e,, posons

(1.4:) ,=-e+3e,,
et substituons (1.2) et (1.) dans (1.3), alors, on trouvera

d’ofi

en posant

(1.6)
Ce]a tant la variation bsolue de .$.A. Schouten es e,aracris par te

fair que

En effet, en supposant que le champ de vecteur x soit dtlni dans tout espace, on

a, dans co cas, de l’quation (1.5),
(1.8) e=--$,xdte

la virgule dSsignant la dSrivSe partielle par rapport

Par consuent, si l’on prend un vecteur contrevariant v--vxex, sa variation

est donne par

]) W. Slebodzinski" Sur les transformations isornorphiques d’une varit connexion

affme. Prace Mat. Fiz. Warszawa, 40 (1932), 55-62.
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(1.9)
en remarquant que

La variation

(laO)
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v (vx, x, v)dtzx

$v vx,

est la variation absolue de M.J.A. Schouten ou la diff6rentielle de Lie du vecteur

eontrevariant v. D’aprs cette notation, l’6quatiSn d21g----0 qui caract6rise la

diff6rentielle de Lie sera 6erite

(1.11) Dd=O

Or, pour trouver la variation absolue ou la diff6rentielle de Lie d’un vecteur

ovariant ,u, nous suppasons que la variation absolue ou la diff6rentielle de Lio

ob6it t la m6me loi que elle de diff6rentielle ordinaire et la premiere coincide

ave la dernire pour un scalaire queiconque (N. Coburn,, Theoreme 1). En el-

let, uv &ant un scalaire, on a

D(uv)=d(uv)
par suite

(D)+(D) (.O+,(
d’o, en bstitImnt (1.10) dans cett 6quation, on trouve

(1.12) V ,, **,,dr.

Is 6quations (1.11) et (1.12) sont celles qui donnent |es variations

lues ou les diff6rentiell de Lie d’un vecteur contrevariant e d’un vecteur

ovarianL

I1 sera facile de g6n6ralise ces formules pour un ,nseur g6n6ral.

Si l’on considre un sous-espace .=(x*) g m dimensions (a, b, e,...
i, j, 1,-,,...--i, ,..., ), le retire naturel e pour os sous-espaoe est donn6 par

(1.13) e,=BT, Xex, (= d.)dx

La variation e de e sera dor
(1.1)

=0
en veu de la relation

Don% d’apr la d$fition de D on a

(1.6) DB*=o

=$*,dt
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Cette quation peut tre obtenu attssi & (1.11) en la divisant par dx% En

effet, le point de l’espaee ambiant Stant dSplae par (1.2), le point a(z) du

sous-espace est dplae en xx(x) + (.x(x"))dt, mais ces deux points ont tous

les deux les mSmes eoordonnes x sur doax sin-faces original& et dSforme,
donc, on a Ddx=O. Par cons&luent, on a (1.16) de (1.11).

2. La variation 21 Stant donne par

dM---- (dzXe+ddte)
on a suppose, dans le Paragraphe prc&lent, que dM--0 et on a obtenu

----$,xdte. Dans le prent Paragraphe, nous allons supposer que e soient

dforms par le paralllisme de respaee connexion afflne, soit,

(2.1) ,3e I’dte
Ce fair est earaetristique pour la dSformation direete de M.H.A. I-Iayden

(N. Coburn. Theorme 2).
Alors, la dformation d’un veeteur eontrevariant

sera donne par

(.)
En posant

(2.3)

8v.=(dvx +

dvX=dvX+ F’,v$ dr,
on voit que la dSformation direete de M.H.A. I-Iayden incide avee la ffSren-
tielle variante dam la direon

D’ap tte notioaa, dM$t do.an& par

on

(2.a) Jdza=$"+S,d
$ d&ignt la tfiff4mnttieHe varimate et S le recur de mion.

Si l’on midre un m-ce x=zg(x), la varimion du re.re naturel

e ur le us-t donnr
(.5) e.

Don% d’apr la dgfinition de I’oa’aur J, on a

le int-vie d&nant la dfiv& variante.

3. No allom, dans Parraphe, nsidrer la variation alue ou la

ffremielle de Lie de la naexion affine F de lce.
En suitt

b e $x, dtex
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et

d dx +,vdxVdt
dans (1.3), on trouve

de ,,dzdte $,Fdz dte
=r(](dx + $,dxdt)(ex ,xdte).

En mnt
(3.1) x --DF

on ruve, de cee tion,

ou une forme rielle,

Cela 4tant, no allom coidrer l’inter4tion g&m4trique de la varia-

tion alue ou la ff6rentiel de Lie de la nnexion ane.
Ooid&omd’ard un veeteur vX(x) et veete x(x+ dx) en xx + dxx

rMlle vx(x) en z par rap la nneon ae ofginale x on
dSp]aee entre, d’apr la d4fortion infiie (1.2),
en xx et x(x+dx) en z+dxx u’auxin +$Xdt

+ xdt+d(z + Xdt) reetivement. Alom. on obtiendra
en x=xx+Xdt e x(x+dx) en x+dX=$dt Fd(+dt).

Cela , les foules (1.3) m ent que 1 veeum
x(x+ dx) n raHlesrmp la eonne v4e. Ce

premirement remarqu6 r MM.P. Dien) et E.T. Daes.
ft prent ut s’expliquer aide lare svan- On tr-

e d’une le veeteur vx(x) en du int u’auht +a al-
lmt par rap la nneon affine ofigine et entre d4plaee d’apr la

d6fortion itsimale (1.2) le veeteur x(x+dx) mi obtenu du in
xx +dxx u’au iat +d+$x(x+dx)dt=+d+xdt+d$Xdt, et on

d4plaee d’aure , d’apr la d4fotion iime (1.2), le veeur
(x) en xx du int u’au int xx+ Xdt et eite oh tram le v-

te *(x + $dt) aimi obnu du int + $Xdt u’au
+d(xX+ SXdt)=zx + $Xdt +d+dXdt r rap la nnexion

Alors, les veeteum ainsi obten en ints xx +dxx + $Xdt + d$Xdt ineident.

Ceei explique bien le Torme 3 de M.N. Cobum.

Ce fair ut s’efimer air la formde

1) P. Dienes: On the deformation of tensor manifolds. Prec. London Math. See.,
37 (19M), 512-519.

2) E. T. Davies: On the infinitesimal deformation of a space! Annali di Mat.,
(1933-1934), 145-151.
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(3.) +,+D(+v) +D +(+v),
$ dsignan la d6nvee variane par raprt h la nnexion ane van.

D’aprs (3.1), on a

(3.5)
Done, l’uation (3.) peut s’crire

v +v +D(v +v )
=v +Dv +$(v +Dv) +(DF)(v +v)dx

d’o

(3.6)

Les formules eorrespondantes pour un vecteur covariant et un tenseur sont

(3.8) D(u;) (Du); -(DF,)u
et

: -(DF,)T.(DF,,)T.=(DF,)T.(3.9)
Ce nt les formules de M.W. Sleini. m4the adopte ici es

due M.N. Cob.. Dam le sixime Parraphe de l’aicle cit6, M.N. Cobum doe le

Th6orme 4"

DaMn esce m6trique au temeur fondamenl g si Dg ales rec-
tions principles dont les vMeum propres sont Mutes diff6rentes et si la contio

(4.1) g,(nF)+g(nF)=O
est tiMte, l’esce admet le rall61isme alu.

Le int essentiel de la d6monstration de M.N. Coburn est l’quation

(.) (Dg);=0,
qu’il d6duit de (4.1

Remarquo que l’uation (4.2) ut 6ire faoilement duite de l’uation
(4.1) en appliqut la formule g6n6rale (3.9) au temeur fondamental g.

En effet, en app!iquant la fortune g6n6rale (3.9) au teur fondamen.

gv.., on trouve

D(g;) (Dg); (nF)gx (nF)gx.

Mais on a g,;0. Done, en tenant compte de la contion (4.1) on a.

bien (.2).
Le theorme 7 de M.N. Coburn est une g6n6ralation du Theorme

pr6ent.

5. Dram le dernier Th6orme de l’aicle en queslion M.N. burn dit

que:
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Si la d6formation d’un espaee mtrique est un mouvement, et si la condi-

tion (4=.1) est sttisfaite, la diff6rentielle de Lie des symboles de Christoffcl

s’aIllllale.

Mais, il nous semble que la condition (4.1) n’est pas n6cessaire pour cet

6nonc6.

En effect, le teIseur fondamental contrevariant vari6 6rant dome6 par

(5.1) g, --.q, +Dg.,
le tenseur fondamental variant vari6 est donn6 r

(5.2) g ggr(Dgv).
Cela nt, les symbol de Chrisffel vari4s {x nt dom" par

En substitnt (5.1) et (5.2) dans (5.3), on trouve

1 gX,(5.4) .D {L}-- [(Dg);+(Dg,);--(Dg);]dt,

en nt
.} +DiL}.

Cela 6nt, le fait qu’un pme m6trique admet un mouvement est exprim6

par la foule

(5.5) Dg o.
Done, si un espace m6trique a(et un mouvement, la variation des sym-

les de Chrisffel t evidemment nulle.

Remauo]m en quc l’uatiou
(5.6) } 0

ut 6tre duite de (4.1). En effet, de l’ation (4.1) on d&luit (4.2).
Done, on en fire (5.6).


