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In der Theone der konformen Abbildung von zweifaoh zusammenhtingenden

Gebieten werden gewisse Gebiete normaler Gestalt, etwa konzentrische Kreisringe,

Parallel-, Kre’mbogen-oder Radiahlitzgebiete usw., oft als Normalgrundgebiete

agon0mmen. Ist ein beliebiges zweifach zusammenhgngendes Gebiet vorge-

geben, so weist die Abbildtmg auf das eine yon solchen Gebieten unter anderem

verschiedene besondere Extremaleigenschaften auf. Darauf hin, wenn wir als

vorgegebenes Grundgebiet einen konzentrischen Kreisring nehmen, so mag (:lie

Abbildung yon ibm auf ein anderes soloher Gebiete als die Extremalabbildmg in

Frage kommen. Um versohiedene 8chranken der Extremalprobleme beztiglich

irgendeiner Familie der Abbih|ungsfunktionen quantitativ zu bestimmen, sollen

wit also zuerst die expliziten Gestalten solcher speziellen Abbildungsfunktionen

festseten. In den vorliegenden und nachfolgenden Noten soll der Verfasser sich

mit einer systematisohen I-Ierleitung der expliziten Atlmirticke solcher speziellen

Funktionen, der Schrankenbestimmung verschiedener Verzerrungssgtze sowie den

verwandten Problemen ftir die in einem Kreisringe schlichte Abbildungs.funktio

nenfamilie besohgftigen).

A. Eininge spezieile Abbildungsfunktionen.
|. Veallgemine,e C,eensche FunCtion einas I,eisringes.
Wir betrachten zuerst eine Funkfion f(z;z), deren reeller Tell die Green-

sche Funktion mit dem Pol zo von einem vorgegebenen konzentr:chen Kreisringe

R: q<:lzt<l liefert. Sie verhiilt aich, yon einem einzigen inneren Punkte

z (q z.. 1) abgesehen, tiberall in R ana]ytisch, aber dort vieldeutig, und

ltit sich bekanntlichz) darstellen etwa in der Gestalt

a(i lg--) (1 /2"’) lg(q-- z’] ) lg z / B(z’)’

!) In bezug auf betreffendv Probleme f’dr die Parallelschlitzabbildung vgl. man etwa

Y. Komatu, Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-Joukowskischen Bedingungen
die Strmungen in vielfach zussammenh/t’ngenden Gebieten, II. Proc. 21 (1945), 83-93;
Uber Vererrungen bei der konfomen Parallelschlitabbildung yon zweifach zusammen-
h/ingenden C,ebieten. Proc. 21 (1945), 1-5.

2) Vgl. etwa die in Anm. 1) genaante crate Note.
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worin B(zoo) eine iibrigens bis auf eine rein maginiire additive Kote wohl

bestimmte GrSBe bedeutet und zwar etwa durch den Ausdmck

gen . Die er arenden eichnun a der Weiehen
Thde der epthen ionen ehen inch e a ejeen, welee
pritiven Peen

2=2 und 2=2

t.n. Di ktion l$t sich ar weir in ee uemeretor
men. Wir kSen sie ffich, der ndrhen fion

dnhVeereutend rerenditiven

in ee mehr ficheFo

bringen.

Fiihren wir nun eine Funktion f(z; zoo; a0, al) mit beiden reellen Para-

metem ao und al ein durch die Gleichung

so stellt sie diejenige Ftmktion dar, deren reeller Tell gerade die sogenannte

verallgemeinerte Greensche Funktion mit den Randwerten a0 und al liefert. Die

eindeutig bestimInte reelle FUnktion -f(z; z.; ao, al) nimmt niimlich die kon-

stanten Raudwerte a0 und a auf z /bzw. z l, und weist die Harmonizitlit

und Singularitiit derselben Art wie die (gewShnliche) Greensche Funktion

(.z;z)(z;,;O, O) selbst auf.

Mit Hilfe der soeben definierten Funkfion kSnnen wir, bei beliebiger Vorgabe

beider positiven Konstanten und v sowie emer beliebigen komplexen Zahl z
mit <:1 zl 1, eine in R analytische (abet im allgemeinen vieldeutige) Funk-

tion f*(z;r;v v) ohne weiteres konstmieren welche sich bis auf einen ein-

Pol zoo erster Ordnung dort tiberall regular verhlt und deren Absolutbetrag

auflzl und Izl 1 gleich den konstanen Werten v bzw. v ist. Sie lt
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sich niimlich einfach durch den Ausdmck

f*(z;z;#’, #’)-- expf(z;z;ao,

liefern undi sich offenr von einem koran Fr t dem

AlutbeCrag Ei aehengedeutigee. Siegenremhtch

der Identit

(z;;e, e’X)ef*(z;;1, e-o)
i einer een Sutitution der bgen Vendefiichen" z

z +2 kommt Ftion,enleichtOhenk, denFr

dn.Ablutbet nach Neich E ist und dn ment re mit

dem PeriitmM yon f(z; a), & h. t dem We

a einem R verufenden d ide nomnenn voneander treen-

den XVeerr fireimtmt.

2. Mod’om&bedingung f4r die KreisMg&litzabbgdung.
Zwei voneander veNMene kte z d ien nem vom

Gmnebiete R fiebig ven. Wit tmchMn n e]ege ion

welche denR Ra ein KemcNgebiet abbfidet durch

der voHen o-Ene la zwei Kreenm 0 enht und den

Noreren

genfi. Sieit sich kanntBch durch e anenNen-
geng eindeugeea).

Nun merken wir, dag er Zweig der ktion

z-- i--z
sieh im galen rKr und ar eieig ver]. Die

nch oe weir eich,derZwekn%Weeinen

rein imiren PeriotKm n. Ar d ]eenn

3) Betreff dimer Tatsaehe werden wit wieder am Anfang dee nchsten Paragraphen
nher eingehen.
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betr wirklich gerade Ntdl. Um dies zu zeigen, genfigt es ]a zu beweisen, da[

diese Funktion bei einer beonderen Substitution ]g z ]g z-l- 2ri,. etwa lings

zl- 1, invariant bleibt. Dabei transformieren sich aber die betreffenden

Summanden wie im folgenden:

--! 1--oZ z--z..]g 1--z0 lg 27ri, lg lg + 27r,;
z--z0 z--z0 1--zo.z 1--woraus tatshlich die behauptete Invarianz fo]gt.

Bezeidmen wit nun mit]o 0 und I[ mt die Kreise, welche die

Bildschlitze yon]z] q bzw. I[-1 ei dr Abbildung o:o,(z) tragen, so
sind die Randwerte des reellen Teils der betreffenden soeben betrachteten Ftmk-

tion gleich

z-a

Wir knen a sie Monroe annden, wdche durch je in

R rred eietige Fufion edit erten wir die Beehu

m=mo+ 2Jo
lg

qe-zo 1--z.qe
d.

D rh stehende Inr last sich ar leicht, etwatder uhen
Mitlwes expit atrhnen, d ebt. sich eine merkige

Relation

Hrleung de Abd,usfunkti (z;z,) mil der ,ell-

geiee.&en Funkti

UmeGt der im len Parphen definie Abbildfimion
,(z)v(z;z.,) lit en, merken r vor, sie ch

hon dch ihm Noemien z. d ne der BH
,()0, e Kon Aluttr auf iden emnenn
e Vehnden ihrerUaetwa1 z] 1, d. h.

Es i nch *(z) eine Hebige Fktion, e den anenB
engen D Qfient Q(z)=*(z)/,(z) vet sich u em

4) Vgl.-z. B. Y. Komatu, Unteuchungen tiber konforme Abbildung yon zweifach
zu-ammenhngendeu Gebieten. Proc. Phys.-Math. Sc. ]apau 2 (1943), 1-42.
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Punkte yon R reguliir und verschwindet nirgends; somit stellt die GrSBe

eine regttliir harmonjsche Funktion mit den konstanten Randwerten lg..Mo auf
qTb0

zl q und lg M auf zl- 1 dar; hierbei bedeuten Mound M die Randwerte

-con ]*(z)l auf Izl--q bzw. Izl- 1. Wir erhalten also nacheinander

m mo m lg q

Q(z) ., M, z" ..,.,0’’’
rnit einer gewissen reellen Konstante L Naeh der Vorausstmg ergibt sich abet

I /1 dlgQ(z)- lg-M,mo lgq,O-- 2
und folglich, wie behauptet

q(z)_ea M,--konst.---q(z**)----1 oder

Nach dieser Vorbemerkung betraehten wir jetzt das mittels der im vorigen

Faragraphen eingeftihrten Funktion f* gebildete Quotien

worin O(0) eine spiiter genau zu bestimmende Konstante bedeutet. Es verhiil

aich natttrlich m R meromorph und besitzt die folgenden Eigenschaften:

()=o, ’()-o; (.)= o,

X

r i-’’ (l=l q),
= I IOl,,"’-" (I} 1);

wo das Inal auf einem in R verlaufenden und seine beide Randkomponenten

Crennenden Wege zu erstrecken is. Wiihlen wit also insbesondere die Paramete

.a a/0,/ und die Konstante C derart, dab beide Beziehungen

,--(-/o)= 1i---z
und
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zoo

stehen, ete tion () alle im Anfang Paraphen fr

(z;z.,)enBnen. Wirlntr gehten ex-

pHnDa eAbbflduion (z;z., ), welche lautet:

(;,)=

eni merkt t re Ableitg der utee gleich

(i T/_ )gIl)

eri hahn r e Tathen nfit, dab

:2i Se Relation nach ene-

e die idenhe eeh():(u) gilt,

Die e Kreeabbild d Kreisr verttede unktioa

[Bt sioh, e im letzten Paraphen rkch ge wue, mitte der Gmea-

hen er er der verallgemeineen Grhenuon leioht komtruieren.

Dil Methe heint ar durch iendeine daohe Mation dcht auf

e Kortion der r amtenden verwandten Abbfidtionen
wenden zu kSen. Um ae in den vorfienden und nacenden
bendeln ieen Abbildtionen syeth
Quelle ehen woen, llen r hier as neue ein ander mehr mttelbar

erleitueren for Se Fution ,(;,) aen, welch sich um
keh a Kortion derGrhFuSion lt anwenden liBt.
Z Zwke merken wit zuemt e zieen aln ider Gebiete,.



No. 5.] Zdr konfozmen Abbildung zweifa zusammenh/ingender Gebiete, I. 291

welche dutch die betreffende Abbildung o--to(z) voneinander entsprechen sollen.

Es liegt nmlich nahe, das Spiegelrinzip erfolglich anwendbar zu sein. In
der Tat lit sich diese Abbildungsfunktion, vom Urkrelsringe R ausgehend, suk-

zessiv in die benachbarten Kreisringe mit demselben Modul lg1 aualytisch

iortsetzen, derart, da die Funktionalgleiehungen

immer bestehen, worin mo und ml dieselbe Bedeutung wie vorher besitzt, und
woraus weiger die fundamentale Funktionalgleichur

folgt. Die analytisch fortgesetze Funktion to,(z) verhiilt sich also in der ganzen

13unktierten Ebene 0- z < meromorph. Ihre Pole liegen an den Punkten

(==o, ...)

und sind siimtlich einfach; alle Nullstellen sind auch einfach und liegen an den

Punkten

q"z0, (n=0, +_1, +2,_ ...).zoo
1Nehmen wit nun einen Kreisring um z---0 mit dem Modul 2 lg--, etwa den

Vereinigungskreisring q< z] <: yon dem Urkreisringe R und dessen Spiegel-q
bilde art ]z 1, aufs neue a]s Grundgebiet, so enthiilt es je zwei Unendlichkeits-
und Nullsellen

1 1zoo bzw. z0

Um nun den Periodizittttscharakter tier betreffenden Abbildungsftmion

noch deutlicher einzusehen, wollen wit eine neue Verttnderliche w durch die

G]eichung

w-- i lg z oder z-- e-’’’

einftihren und darauf bin setzen wit

Die Eindeuigkei von o(z) zieh zuers ohne weihres nach sich die entspre-

chende Periodizi

Wit erhalten weier nach der oben angegebenen Funkionalgleichtmg eine kom-

I)lemenire PseudoperiodiziCat"
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2 v+ 2i lg-Betrachten wit das Grundrechteck

1 1v: o<to<,- g--<o< g -,
welches i der Traformation w i lg z a dem der ifiv-rHen Ac

mffgcitzn Kreringe q< z[ < enht, it die Fkfion

do je ei einhche Unenicei- und NteHen

1
Zo

Nh dem on erwten Periitcharter yon (zfteeindeutige

Ftudtion

F(D_(Q (-)(-,,)

mi einer unten femstellenden KonM a iden Gleichtmgen

Wen wit der die Parameter a, m und m, dera, da e Relationen

4i(w--wo)--2=O

0

oder

a- (o(R)-Oo)

2|
exp |2/a(woo--w0) +

1
exp (-g-(/i lg -q --/ar) lg

gelten sollen, so besteht die reine Doppeltperiodizitiit

1
F(w+2r)-F(o+ 2i lg -- )--F(w)Also is F(w) eine elliptische Funktion welche sogar sich tiberall im ganzen

fundamenalen Periodenparallelogramm V reguliir verhiilL Daher mul sie iden-

tisch gleich einer Konstante sein. Die Annahme Res [z..;(z)J ----1 zieht abet

nach sich die enCsprechende Bedingung

Res [w..;(w)] =ie’’
und folglich ergibt sich

F(u,)=id,,,oo+,,,,
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Somit erhalten wir sohlieJlich die endgfiltige Darstellung

(;.,0)=()

F(,woo)_,,. ,,(-..),,(v-,,)

welche gerade mit derjenigen im vorigen Paragraphen erhaltenen Libereinstimmt.. Monod’onie,bedingung fd die Radialschlitzabbild,tmg.
Wir haben in den vorigen Paragralhen die Kreisbogensch]itzabbildung

ea==(z) des Krdsringes R- < ]z ,1 behandelt. Wir kSnnen uns mittels

ganz hnlicher Methode diejenige Funktion

unter denselben Normierungsbedingungen wie bei

beschftigen, welche die Abbildung yon R auf ein Radialschlitzgebiet vermittelt,
das dadurch entsteht, daJ man die volle -Ebene lings zwei Strecken auf den

Radialstralflen bez0glieh ----0 ufschlitzt. Diese Funktion bestimmt sich wie-

derum dutch die angegebemn Normierungsbediugungen ganz eindeutigerweise.

I-Iierbei verhLlt s,,’ch jeder Zweig der Funktion

ZZo
in R wiederum regular und sogar eindeutig, was in ganz hnlicher Weise wie

beim Falle ,(z) besttigt werden kanm Bezeichnen wir also beide die Bildsoh

litze von ]z] und z] 1 tragenden Halbstralden mit arg ---- bzw. --x und
wenden dann atff diese Funktion die Monodromiebedingtmg an, so ergibt sich

sofort die Gleichung:

x,+- ,. arg

I ;" (1--zoqe,’ ,e,’--zoo )d8--x0/ 2r o
arg

qee-zo 1--zooqd
Die hier auftretenden Integmle 1assert sich beide, etwa mittels des Gaulischen
Mittdwertsatzes, leicht ausreehnen, und wit erhalten somit die wichtige Relation

zoo
z--z0-- arg

Zo

hmrbei sind die Zweige der Argumente nattirlicherweise geeignet zu wiihlen.

6. Bvstgnmung de" die Radialsdditzabbildung



294 Y. KOATU. [Vol. 21,

Um die Fuktion ,.(--o(z; z., zo explizit darztullen, knnen wir ganz

wie vorher forffahrem Sie ]t sich nmlich in eine auf der punktierten Ebene

O<[z] < co meromorphe Funktion, mittels der Funktionalgleichungen

(q--) ’o,,.(z) eo(1-) --"o,(z)
analtiseh fortsetzen, woraus weiter die Gleiehung

folgt. Ihre in Frage kommenden Unendliehkeits- and Nullstellen liegen an den

Punkten

1 1

und sind nattirlieh mtlieh einfaea.

Ftihren wir wiederum die I-Iflfsvenderliehe w=i lg z ein und betraehten

dann die transformierte Funktion

so genligt sie den entspreehenden Ftmktionalgleiehungen

und. besitzt im Grtmdreehteeke V je zwei einfache Pole mad Nullstellen:

w**=i lg z**, **=ilg -1-- tmw. wo=i lg zo, Oo=i lg
1

Die mit einer spiiter festztmtellenden Konstante b versehene Funkfion

verhfil sich also tiberall im Endliehen der w-Ebene reguliir und eindeutig, d. h.

stellt eine ganze Funktion dar. Sie gezxligt sogar den aaktionalgleiehungen

Bestimmen wir deshalb die hier enthaltenen Parameter duroh die Relationen

b 2n,_ 9t(w.--Wo) 2---A- am z"

so wird die Ftmkfion F(w) doppeltperiodiseh. Ihrer Eindeutigkeit und Pcgtdari
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tiit wegen mu sie also identisch konstant sein. Wir erhalten somit, unter

Berticksichtigung der auferlegten Normiemng an z. die gesuchte Darstellung:

Die Ableituug an z0 bet hierbei


