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22. La géométrie des espaces métriques fondés
sur la notion d’aire 1.

Par Hideyuki IWAMOTO.

Institut Mathématique, Univérsité Impériale de Nagoya.
(Comm. by T. TAKAGI, M. 1. A,, March 12, 1945.)

1. Le probléme dont je vals m’occuper ici est la recherche des espaces
métriques fondés sur ’intégrale multiple,

0= f (o, 8. 0" 5 e« -duX, (1< K<N-1) Dans
’ au)-) Y duMe s Quim ’ ==

le premiére partie de cette Note, nous allons étudier la géométrie fondée sur
Pintégrale multiple

i
(1.1) 0= f (<, gfﬂ Y- - - du .

Considérons un espace de Riemann dont la forme quadratique fondamentale
est:
ds'=gu da’ da’ .
Un sous espace UX dans V¥ peut étre défini par les équations paramétriques :
(1.2) wi=at(u'y- -+, uF) .

Alors, le volume d’une portion de surface (1.2) est donné par 1’expression

0= [ (s, 3 s+,

olt nous avons pose
o
dut

En définissent le tenseur gil""ix Jyeedg par gil""iK jl....szg(tl(jl‘ . ‘ng)tK)

L=V'det| ga.l, g=pipl 9:» PI=

on obtient
L=K g, iy dyray PV K phrix
oll nous avons pose
PR =iy i,
Nous allons démontrer que les composantes g, ..
1 3L 1 L

L; p}‘— Py=

UL Tapy PO T L apioph

g dp g sont les polynomes en

Les relations

5 (R
(LY=|pLpigul, PA=—.

nous donnent
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L;=Lg,; g™ pi,
LOw=2(L)'[& [¥

(1.3)
9L 9L
(L‘ apl? 145" 3p3 3pi )
Les équations (1.3) nous donnent les relations
(14) P, FOR =LA P, - -(F=—%—(L)’)

En continuant de cette maniére, on trouve
(15) F@e--P=p(a)alF* LG -- L3P,
F’M. o d® (ux. ¥ =p(a) P ° L(M <w1 .. LM. N 252 S
Les &quations (1.3), (1.4) ef (1.5) et
R a‘.’l{F
Juwigcde e =T g 0 ik apdi- - - OpIK

nous assurent que les composantes g,....ix j,....jx sont les polynomes des variables
L, pb, HI2%:
(1.6) IR (L, 2 —}J—L}}‘) .
Dans le cas général nous définirons @ priori le tenseur fondamental
G- ixc jy--ix Dax la formule (1.6).”  Les relations
L Gty sy P g k= (LY
11. Gy ity iyt P I == (L) PSP
IIL Gigovige o> # P77 IK=0
sont trés importantes.
Dans le cas K=N—1, les équations IIT nous assurent que les composantes
Gi.-..iv=1 j....in—r coincident avec le tenseur gg* de E. Cartan,
11 existe une connexion affine intrinséquement liée au tenseur g; ....ix j,....ix-
Mais cette détermination est tres compliquée.
2. Considérons un vecteur X :
X (X, Xn)-
Soient N—1 vecteurs Zgy,* « +, %w-1, satisfaisant aux conditions :
X= € gy iy xd) (N—l)
La fonction Y définie par
A=det|| 2l - -2, T - xZﬂ S Gopeeevige i
est une fonction des (2+ K) N quantites z°, pi; X, -+, Xa:
A=A, pi; Xope -+, X
Considerons dans I'espace affine Ry(, p) tangent en (%, p) une surface G(z, p)
définie par 1'équation

1) La notation (...) représente ’opérateur de antisymétrisation.
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A(X)=1.
Si la forme quadratique

g‘r i Gy Xil. R e Xj,. g
est positivement définie, la surface §(2, p) est férmée. L’élément de volume
de G(z, p) est défine par
o=p|XdX..-.-dX|

La fonction p(=, p) est définie par la conditior,

f w=1.
G
Considérons (N+1). N/2 intégrales abdliennes attachées & la surface G(z, p):
(21) = f X, X; o(d).
¢
Les quantités a,; sont les composantés d’une forme quadratique définie positive:
ay 7 = f (Xe Z') o(d)=0
Si a,;4'Z°=0, on a idéntiquement X;Z°=0. Te vecteur Z* est don¢ nul. On
peat done définir la fonction ¢ de maniére que
gus=dai, (L)'=|pi pl gil
Remarque.  Si Vi est un espace de Riemann, la fonction 9 devient:
N-1
21=(g5 X X))
Il est facile de voir que le tenseur fondamental de Vi coincident avee le

tensewr gy; défint en partant des intégrales (2.1):
(D'94=N [ XX ().

3. Soit un repére naturel [§,,- « -, Gu] associé a la variété Ry(z, p).
La connexion cuclidienne est définie par
dGi=w((d)E;.
@J(d) sont les formes de Pfaff en dx, dp:
0i(A)=C3 dps+ ' da.
Posons
wi5(d)=gawi(d) .
TLa connexion étant euclidienne, on a
IAYS dgii=wi(d) +w(d) .
dott
a —_ A A a —
—5“§:—g¢j—(7¢,k+ Ciis g x 95=Lsiwt e
Considérons en particulier un vecteur X dont les composantes contrevariantes

restéront fixes, On aura :
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DX'=XCii dps, dX'=0
Nous férons la convension (La convension de symétrie) que le produit sealaire
(DX, Y) est symétrique par rappot aux vecteurs X et ¥. Elle donnée les rela-
tions
V. Ci =Ci .
Considérons un nouveur tenseur Dpj défini par
Dpi=(8—pp?) (dpi+pX(Ciidpi + Muda’))
Posons
wi(d)=g:9™ Dp}. -

@j(d) sont les composantes d’un tenseur. Soient les quantités définies par:

E?'5=%[ }, L5 —pips +pipi + (9 —pipiges )g"‘]
Le tenseur wi(d) peut s'écrire:
w?(d)=EMdp}+ N\}dd
La forme quadratique g,....ix j,....;x étant définie positive, il existe toujours
un systéme des quantités F3;] satisfaisant aux conditions
Fil=Fii, Fipi=0, FiiB=8/(&—pipt) .
Les quantités wi(d) définies par
wi(d)=Filel(d)
sont de la forme:
wi(d)=(&—pipi)(dp} + Nadz)
La connexion d’éléments de la variété Vy est définie en partant de o
VL Les quantiés 1" définies par
=T iu—Cdi N
sont symétriques par rapport aux 7 et k:
=%
On a, en tenant compte des relations IV, V, VI:

1
Oiﬁ = '—Zﬁyij;)ic

2[':1&:9:.& + g;:i;i‘ gi*l.c:j

grj;’»:'é%c“gii_ A :Uﬂgi.i;% .
4. Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant:
Theéoreme 1.  Pour qu'une variété a N-dimensions fondé sur la notion
d'aire admette un tenseur fondamental g.; satisfaisant auzx conditions

Gy it Gy e g™ G416y ” ° ° Giridey
il faut et il suffit qu’on puisse trouver des fonctions gi; et g™ telles qu’on ait
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VIL (L)™' Li=pipi—pip; + 9" g det| g™ |=(L)7,
rang | g5|=N—K.
En tenant compte des relations I, 1T, TII on voit que
VIIL  (L)™7'Li=gug™pi
IX. (8 —pipe)plguti=0.
Dérivons VIII, et en substituant IX, on obtient
¥=L(plp} —pip} + (94— pip’ges)g™)
Si I'on suppose que I'espace admette les quantités gy; et g™ lides par la relation
V1, les composantes g;; seront données par
9:4=gi;+ Pipigap -
Nous arrivons donc au theéoréme suivant.
Théoreme 2. Si le tenseur g, défini par (2.1) satisfait aux équations
Gsye e ik Gyo oo b= Gy Gy - -Gk
le tenseur AY; défini par
A5=2(8— pipl) 9" PiCuls
est nul.
On a aussi le
Théorgme. 3. A tout espace & N-dimensions fondé sur la notion d’aire
a K-dimensions dont la forme de Legendre

(p, 9)=(F-L5—ript + 923 )it

est définie peut etré associé d’une manidre intrinséque un tenseur fondamental
94; satisfaisant aux conditions

nx. 3 Ta;;:gug“‘pi

X. —}J-L%'; =pip; —pipi + (gu—pipige )g™ + A3

5. Le carre (dg)* de I'angle entre deux éléments plans infiniment voisins
de méme centre se définira par la longuer du K.vecteur qui représente la différen-
tielle absolue du K-vecteur simple associé:

Dpy,...x=dp;,.....—(d log L) p*

Si A%=0, on a

XL (dp)=LMdpidpi,
ot L est la-forme de Legendre L~"L}%— plpt + pipl.
La courbure riemennienne de la métrique (d@)® est

o= 9:19,;;;(9 Vgt —g lug )+ gk “9**(gugii— 9iigu) + QuSM\;c}; + !]MSukj

ol
St =CpniCi3—CoiCik , S¥iH=g""g"* ippSilis
Si 8=0, la variété angulaire est une variété d’Einstein.



