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Sur un thome de densit d’un ensemble plan
de mesure positive.

Par Kinjiro KUNUUI.
Institut de Math(matiques, Universit6 Imp6riale de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by T. TAKAPaI, llg.I.A., March 12, 1945.)

Considrons darts le plan OXY un ensemble E quelconqtie et un point

p= (x0, y,,). Soit l(a) une demi-droite issue du point/9, ayant la direction

a. Nous dsignons par -(xo, Yo, ’) la mesu’e nt’ieu’e linaire de la partie

commune E et au segment de l(a) situ4 entre deux extr4mits p et le

point (x0 + " cos a, Y0 + r sin a). Nous disons que E posse le point p comme

un point de densit lin$ai’e su" l(a), si, e tant un hombre r4el positif ar--

bitraire, il existe un hombre rel positif q’0()tel que, pour tout hombre

positif q" inf4rieur ’0(e), on ait

r(xo, y,,, q’) >l--e
?-

Enfin nous dirons que lc-point p poss&le la "propq’it A ", s’il existe un en-

semble de directions D(p)de naesuae O (qui d4pend du point p), tel que les

directions hors de D(p), contiennent les points tie E d’une telle quantit que p
soit un point de densit linaire sur ces dimi-droites. Or, Prof. M. Tsui a pos4

r4cemment le problme suivant" 4rant donn4 un ensemble plan mesurable dont

la mesure est positive, presque tout point de cet ensemble ]ouit-il de la propri4t4 A ?

Le but de cette Note est d’y donner une solution affirmative, c. a d. nous allons-
dgmontrer le

Th4orme. Soit M un ensemble sit,u dans le plan OX}, qui est ,mesuv-

able au sens de M. Lebesgue et d.ont la qzesuq’e est positive. Alo’rs, il existe un

sous-ensemble N de M, de mesu’e O, tell que tout point de M-N jouit de la

prop’ith A.
Dmonstration. Supposons, par impossible, qu’il existe un ensemble plan

M mesurable au sens de Lebesgue, contenant un sons-ensemble/V de mesure ex-

tcrieure positive tel que pour tout point p de N il existe un ensemble D(p) de

de directior_ de mesure ext4rieure positive et ]ouissant de la propri4t4 la demi-

droite l(a) la direction a appartcnant D(p), issues de p, possde des points

de Mde telle manire que p ne soit p un point de densit4 lin4aire de l’ensemble

M l(a). Nous pouv.ons supposer que Nest l’ensemblc de tons les points de M

1) La direction d’une demi--droite est l’angle de la demi-droite que fait celle-ci avee

t’mxc OK.
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qui no jouient pas de la proprit A. Dsignons par p la mesure extricure de

cet ensemble/. Nous supposons done que p0. Nous pouvons d’ailleurs con-

sidrer tflement le cas off la mesure mes M de M est finie. I1 existe alors un

ensemble felm F qui est un us-ensemble de Met dent la mesure surpasse rues

M-p/2. Alors, la mesu’e ext’ieu’e de N.F est positive. En effet, puisque

est ferm4 il est mesurable et par suite nous avons’)

p--rues, ext. de _hr. F+ rues. ext. de (N--_hr. ’),
ct, par cons&luent, si rues N-/7:0, on aurait

p--rues, ext. de (N--N.F)mes
cc qui est absurde. Donc, la mesure ext4rieure de/-’ est positive.

Dsignons par N$ l’ensemble de tous les points p de/7 pour lesquels il existe

un ensemble D(p) de directions, de mesure extrieure positive et ouLssant de la

proprit la demi-droite l(a) toute direction a de D*(p), issues dep, contient
les points de F de telle manire que p ne soit pas un point de densit lin4aire de

l’ensemble F. l(a). Nous avons 4videmment N*_N. F. Done, la mesure ex-

trieure de N* est positive. L’absurdit pour les ensembles/7 et _N$ entrainant

unc contradiction pour les ensembles M et N, nous pouvons, pax conuent, aup-

por ds l’abord que M est un ensemble

Maintenant, nous allons montrer que Nest un ensemble mesu’able au sens

de Lebesgue. Pour cela, consi(lrons un espace quatre dimensions dent los

points seront d4signs par (x, y, a, z). Supposons quc les deux premieres coordon-

nes x et y parcourent le plan OXY, que a est une variable-directions" 0a<2r
et que z peut prendre routes les valcurs r4elles positives. Dsignons par

a, z) la mesure linaire de la partie commune l’ensemble Met au segment de

la demi-droite l(a) de ]a direction a, issue du point (x, y), situ4 entre ]e point

(x, y) et le point (x+ z cos a, y+ z sin a). La fonction l(x, y, a, z) est d4ilnie
pour tous les points (x, y, a, z) de l’espace quatre dimensions que nous avons

considr plus haut. Or, nous Mlons dmontrer que, z $tant. une constante posi-
tive et fixe, la fonction *(x, y, a)--(x, y, a, z) est semi-continue suprieu’e-
ment.

Pour le voir, d4signons d’abord par/z(x, y, a) la mesure lin.aire de la partie

comnmne l’ensemb]e compl4mentaire CM de Mct au segment de la demidroite

l(a) issue du point (x, y) . la direction a, qui est situ4 entre le point (x, y) et

lc point (x/z cos a, y+z sin a). Nots avons alors
I1 nous suffit donc de d4montrcr que la fonction/(x, y, a) est mi:contimm in-

2) Voir C. Carath(odory" Vorlesungen uber reolle Funktionen, Leipzig-Berlin, 2. Auf-
lage, 1927, p. 246.
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fricurement. Supposons, pour cela, qu’tme suite des points (x., y., a,) tend

vt.rs un point (x, y, a). Alors, le segments

et (x.+ z cos a,,, y+ z sin a,) (situs dans le plan OXY) tend uniform4ment

vcrs le segment S ayant les extremites (x, y), (x+ z cos a, y+ z sin a) (situ
goalemcnt dans le mmc plan). Les points du segren S qui appa’ieent
h CM peuvet or.re cauve.rts paq" une suite des ce’cles C(i=l, 2, 3, ) di.-

joiqts les uns des auh’es, la so,aquae des diamtre des C $tant la qesm’e t(x,
y, a). Pour le voir. consid(rons les cercles aux centres situ4s sur le segment

et qui sont contemes dales C/l/’. Soit C l’un de ces cercles dont le rayon est de

longueur maximum. Dsignons par C, la fermeture de C. Consid4rons ensuite

los cercles qui sont contenues dans C(M/C) et dont les centres stues sur le

s(gmcnt S. Soit C Fun de ces cercles dont le rayon est de longueur maximum.

Consid4rons ensuite les cercles qui sont contenus dans C(M/C/C) et dont les

(;cntres sont situ4s sur S. Soit C:) l’un de ces ceroles dont le rayon est de longu-

cur maximum. Continuons ainsi de suite. La suite des cercles C, C, C,
dtermins ainsi satisfait la propri4t mention4c plus haut. I1 est clair d’abord

que C sont disjoints les uns des autres, et que la somme des diamtres des C, est

infrieure ou gale la mcsure tz(x, y, a). Or, ous pouvors dire que les points

d’intersection de la circonf4rence des cercles C avec le segment S (on ne peut pas

en gn4ral dire tous) seuls peuvent 8tre des points de S.C3I qui n’appartiement

p la somme ZC. En effet,, sinon, le point consid4r4 doit 8tre un point limite

d’une suite partiellc de la suite {C,}. La circonfrence du cercle C. 1)ossdc au

moins un point de ]I, sauf le cas off i] est situ4 entre deux cerclcs des C. qui sont

osculateurs l’un l’autre (tous trois)dont les deux posslent des points de ]I.

Done, il existe unc s.ite des points de M qui tend vers ce point. M $tant form4,
(.c point doit appartenir M, ce qui est absurdc. Ainsi, nous avons -tt qu’il n’exi-

se qu’au plus une iniinit4 dnombrablc des points de S. C3I qui n’appartiennent

p la somme de diamtres des C,. Done, la mme des lolgueure de ces dia-

mtres est gde g (x, y, a).
Les segments S, tendant vers S uniform4ment, on voit clairement quc la

mcsure (x,,, y,,, a,,) satisfait l’ingalit

lira t,(x,,, y,,, a,,)(x, y, a).

La fonction/z(x, y, a) est done semi-continue infrieurement, c.q.f.d.

Rangeons ensuite tous les .ob’es ’ationels positifs en une suite dterm-

ne et d4signons-la par q’, r, v, ’,,- Consid4rons maintenant, clans l’es-

pace 3 dimensions (% y, a), l’cnsemble E., de tousles points (x, y, a) satis-

faisant la condition"
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l(, y, a, ,’) -C I---1

et posons

off la sommation X s’&end ,-i tousles indices u qui ]ouissent de l’ingalit

1/n.
Or, comme la fonetion l(x, y, a, ’) est semi-continue SUlrieurement, l’en-

semble Era. est ouvert. Done, l’ensemble est un ensemble Gno. D’autre part,

on volt bien_que, pour tout point (x, y, a) de q, 1 existe un entier positif r,
tel que, pour tout hombre lb arbitrairement petit, il exite au moins un nombre

rationnel positif v qui satisfait

(, y, a, r) <
_

1

Donc, le point (5 Y) ne’soit pas un point de densit6 sur la demi-droite

Par eons6quent, l’ensemble N dfini au commencement est ]ustement l’ensemble

de tousles point,s de M tels que la section"> ("’) est de mesure positive. Or,
d’aprBs un thorme de M. D. Montgomery,) eet ensemble est un Gno. L’ensemble

N est done .galement un Go. k la plus forte raison, Nest nesu’ablv au

de, Lebesyue.
Ensxfite, it (0" la pattie de. l’ensemble (O dent la projection sur le plan OXY

appartient I. * est tin (, et par suite, il est mesurable at sens de Lebesgue.

I,a mesure trois dimensionnelle de (/)* peut tre exprime, d’aprs un th6orme

de Lebesgue-Fubini,) par

mes O(*’")d(x, y)

D4signons par M l’ensernble de tousles points (x, y) de M tels que rues

>I/K. Nous avons 4videmment M__M..__M...__ et XMx--N. M. D.

3) tant un ensemble, nous d6signom par 0(x,,") l’ensemble de tous les points a qui

satisfont la condition: (,y,a). 0K,,’) cst donc un ensemble it une dimension.

4) D. Montogomery: Properties of plane sets and functions of two variables, Ameri-
can Jourml of Mathematics, vol. LVI, 1934, pp. 569-586.

Itant donn6s un ensemble plan E et une propri6t6 p d’un ensemble linaire, dsignons
par /"v(E) l’ermemble de tous les points : tels que c,.) satisfasse it p. Soient maintenant

p la propri6t6 d’etre de mesure positive et Pr celle d’avoir la mesure superieure it ’. Alors,
si E est un 0a born6, l’v,-(E) est un 0a ;si E est un 0a, /"v(E) est un

Ces th6ormes et la d6montration sent valables pour le cas oh E est un ensemble de

l’espace it. 3 dimensions et oh Fv(E) etc. est l’ensemble de tous les points (,x,) tels que
/’K,.) satisfasse it p etc.

5) Cf. p. ex. Saks: Theory of the Integral (English translation by L. C. Young)
Warszawa-Lwow, 1937, New York, pp. 76-81.
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Montgomery4) a dmolatr ggalement que MK sont aussi des ensembles mesurables

(B). Done, il existe un K tel que rues MK>0. D’autre part, on a rues

1 rues Mc. Par suite, la mesure trois dimensionnelle de P* est 29ositi,e.K
Alors, le mme th4orme de Lebesgue-Fubini nous fair conclure que, pour

presque tousles a d’un sous-ensemble de mesure positive de la projecion de

sur l’ax’e d6 a, la section (P*("") (qui est un Go pour tousles a) possde la me-

sure deux-dimensionnelle qui est positive, c. d. il existe (une iufinit) des a-

leurs a et un sous-ensemble N(a) de M tels que
(1).pour tots les ooids (x, y)de N(a) la de,rni-d’oite la direction

a, issue du 2ont (x,y) possde la 29artie commune l’ensemble M
qui n’adnet pas le poit (x, y) comme point de densitY, et que

(2) l’ensemble iV(a)est esurable au sens de Lebesgue et de esure

positive.

Puisque a est fixe, nous pouvons tourner le plan OXg d’angle ----a de

sorte que la direction a devienne la direction OY aprs la rotation. Si 1’o de-

signe par ’*(a) l’ensemble qu’on obtient de N(a) au moyen de la rota.ion, la

mesure de N*(a) est 4gale celle (te N(a), et done est positive. Or, d’aprs le

th4orme de Lebesgue-Fubini) mentionn4 plus haut, il existe un point

projectio de N*(a) sur l’axe OX, tel que la section N*(a)(’’) est de mesure
positive. Cette section N*(a)c.,’) contient donc un point (xo, yo) qui est un

point de densit4) au sens de Lebesgue.

Dsignons par M* l’ensemb]e obtenu de l’ensemble M au moyen de la ro-

ration indiqu4e plus haut. Comme N*(a)M*, le point (Xo, yo) est un point

de densit4 au sens de Lebese non seulement pour l’ensemble V*(a)(’’), mais

encore pour l’ensemble M*’’). En revenant aux ensembles N(a) et I, il existe

alors un point (x, y, a) de (P, qui satisfait la propriSt4: (x y) est m poit de

densit4 de notre sens de M. l(a), puisque le point de densit4 au sens de Lebesgue

est touiours un point de densit4 sur les deux demi-droites en leuelles la droite

est d4compos4e par ce point. Ainsi, nous sommes amenes une cotradiction,
et notre th4orme est d4montr4.

En terminant, l’auteur exprime la reconnaissance Prof. M. Tsu]i pour l’in-

t4rt qu’il a eu au cours de ce travail.

6) Cf. S. Saks: Thorie de l’int6grale, 1933, Warszawa, p. 55 et S. Saks" Theory
of the Integral, loc. cir. p. 128.


