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Note sur le thor$rne fondarnental dans 1

gomtri’e conforme des sous-spaces riernanniens.

Par Kentaro YANO et Yosio MUT6.
Insitut Mathmaique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M. . A., Dec. 12, 1946.)

0. Darts un Mdmoire prdcdent,m nous avons trait le th6orme fondamen-
tal dans la g6omdtrie conforme des sous-espaces riemanniens, et obtenu cinq

dquations tensorielles conformes comme la condition ndcessaire et suffisante

pour que trois tenseurs donns ddterminent un sous-espace plong dans un

espace euclidien et dont les tenseurs fondamentaux conformes sont pr6cisd-

meat les tenseurs donns. Nous allons, dans cette Note, montrer que les
deux de ces cinq quations peuvent 6tre ddduites des trois autres.

1. Considdrons un sous-espace Vm fi m dimensions

(t.1) x X2 (/i)(2)
plong6 dans un espace riemannien n dimensions, dont le tenseur m&rique

est g. Alors le premier tenseur fondamental gyk du sous-espace est donn
par

(1.2) gt B) B’k= gik,
Oxoh Bj- Ou dsignent m vecteurs, linairement independents et tangents

au sous-espace.

En Asignant par Bj n- m vecteurs unitaires, normaux au sous-espace
et orthogonaux les uns aux autres, on a
(1.3) g,, B)" Big 0 et gBb B= 3eo.

Cela &ant, les dquations de Gauss pour le Vm peuvent s’crire

(1.4) B"i: -:: Bi. k + Bi’B "k {jk) Bi {j} H.ikp B/,
o le point-virgule ddsigne la driv6e covariante le long du souse-space _et la

virgule la ddriv6e partidle par rapport uk {,a} et {} 6tnt les symboles
de Christoffel pour Vn et Vm respectivement. Les Hjup gkjP apparaissant
darts les equations de Gauss sont les seconds tenseurs fondamentaux du sous-
espace.

D’autre part, los 6quations de Weingarten peuvent s’dcrire
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(1.5) B p, - Bp: + Bb . .kP + LPok B,
off

Hkp
Or, si i’on effectue une sformation conforme

(1.6) g
du tense fondental g ou o t une fonction biaire fl coordon-

ne, les ois tenseurs fondament gi, Hyvet Lp du so-pace subissent

rptivement des aasformations suivantes

P cons6quent, si l’on d6finit le tense Mik P
1(1.7)

on obtient

(1.8) gi$ p2gi, 1 pMia, LeO LpQk.

On les appelle

tensr zjkP satisfMt la relation #Mya O.
2. Or, nous avons d6montr6, dans le M6moe cit6 ds O, qu’tt don-

n6s un teeur sym6trique gya, n- m tenseurs sym6iqu MyP satisfMsant

aMy 0 et (n--m)-(n-m--1) 2 vtes LPOa (= LQa), qu’ils

d6terminent un sous-pace h m dimensions, plong dans un pace euclidien
n dimensions et ont

pgy, pMj, et LpQ oh p t une fonction convenable, il faut et il suffit qu ils

satisfassent aux cinq relations

C.]h Mjkp,Mhp MypM- m--2

(m--l) (m--2) jk- gi ),

(2.2) ,1: h --,Mjhe; k + MjO LvPh 2jhO Lopk
g (M2 hP: + hO LQpa

gjh a(M. . + MUO Lopa) O,+- re:l- a m--1

(2.3) LPO: --- LPO:- 2aPMfo + MhM:.: + LPRkLRoh-- LPK’h LROk O,

1 ]
Mjhp (M.P:a+ M$kQ LOP)m--1 Mp(p: + Mfno Le) m

( .iP; a "+" Ma.kQ LQPa’); h

1 ,,

1 (M.aP; a + M.Q LoPa);m--1
1 (M’ahO; a "1- M.hR LRQa) LQPkm--1
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(Rik Mi.hP + Miao MY.IO M.ihP Ri Mfpm2

Mo M/,e) O.
3. Si ron pose

(3.1) Ci
Miap
m 2 2(m"1) (m--2)

et

(3.2) Cp

les 6quations (2.1) et (2.2) peuvent s’cfire rptivement

(3.3) C’.
+ c

et

(3.4) MjkP; M.ihP; k + Mjko LQph MjhO Lopk

+ gi, ChP gi C, 0,
oa c.’ gY c.

Prenant la driv6e covariante de MikpM.hP MihpM.ikp et contractant,
nous avons

(MjIp M.hp MjhP M.’kP):
MjkP; Mi.hp q-. Mjkp M.ihp; i-- MjhP; M.ikP MjhP M.ikP;
Miip; k Mi.hP +

Myip: Mi.P (Mjhp: Myip; h) M.ikP Mjhp M.lp;i
(Mjip M.ih): M
+ (Mjkp: i-- Mjip; k) M.ihp (MjhP; i-- Mjip: h) Mi’P

+ Mjkp M.hp; i’-=- MyhP M.kp: i.

En y substituant (3.4), on trouve

(MM!hP Mjhp

(M,’i MM.hP) k (Mjip .’kP): h

--(M.i,o Loci- M.iio Lok + gi, Cip gii Cp) M:hP
+ (M.i,o Lo,i M.io LoPh +

+ MjkpM.hP: M.iMi. kP: i,
d’oCa

M.kP):i(3.5) (MikpM.hp--Mjhp

(M;e M.
(rn-- 3) (MikP Chp MiP Cp) gJMYCip + gin M.iP Cep.

D’autre prt, en d6rivant C.’ covriantement et contractant, nous avons

c.: " (M’wMa’):(M:ap; M.kp + M.ap Ma.,p; i)m-2 2(m--i) (m-2)
1 M Ma
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a a (M’bP Mb.aP); h1 M.iae(M.,p; a-- M.iP; k).-- 2(m_l) (m2)+ m2
En y substituant (3.5), on troupe

C.; 1 (M. + M.

m--$

2 (mi(m-2)
d’ofl

(Mbp MaP);,(3.6) C.,; M.p Cap + 2 (m-l)
M.); et C.;i tt ainsi calculus, nous allons dM.-- M1vLes (Mv

river (3.3) covariantement et contracter, alors, on aura

Cjhh: (MjkPM, MyhpM.P):
+ Cy: Cyh: + g C.(h: gh Ck;

En substitut, dans cette 6quation, (3.5)et (3.6), on trouve

(3. C.yh, (m--3) (G; h Gh; )
(m--3) (MyPCp MyCp).

Cette 6quations n’t autre que l’6quation (2.4). Donc, l’quation (2.4)peut

tre d6duite des 6quations (2.1) et (2.2).
4. En prenant la d6riv6e covite de

M.oLoP- M.oLoP + 3M.p: h M.p: + Cp- 3 Cp 0

qui est quivalente (3.4), et en contractant, on obtient

M(4.1) ( .e; h M.hp;) + (M.o Loh M3ho L,): + Che: --C h O.
Or, nous vons

(M.e; h M.e;)
i"

M.p; i; h + (M.p: ; M.p: i: h)
M.p: i: (M.hP::i M.,p:

M.P: h + (PR’.ahi M i.aP R*i)
(M,e m --R.aki .aP .hki)m.hP: k

d’oh
(4 2) (M.p: h M.hP: );

M.p; i: .hP; i; + MpRa MwRa,
en vertu de l’identit

MpRhi
D’utre pt, on a

e.ko: LQph + MfkQ LQph; i-- M.hQ: Lopk m.hQ LQpk;
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(M.iQ LQpk M.ihQ LQpk);
(m--2) CQLQpa + (M.Q LQpi): h M.Q MiQ M?p
(m--2) Cho. LO (M:ho LoPi): k + 4.O MiaQ kP.

En substituant (4.2) et (4.3) ds (4.1), on obtient

(4.4) (m--2) (Ckp; h Chp: ) + (m--2) (Cko Loph Cho LOPk
+ (PRah + MO0M( he MfpRa MOMfnoM) O.

Ce n’est utre que l’quation (2.5). Donc, l’quation (2.5) peut &re d&
duite des quations (2.2) et (2.3).

5. Nous avons donc dmontrfi .que"

La condition ncessaire et susante pour qu’un tenseur symtrique gy, n- m
tenseurs symbtriques H et (n--m) (n--m--I)/2 vecteurs Lvo(=--Lov) -terminent un sous-ace d m dimensions plong$ dans un espace euclidien d n

dimensions est que les tenseurs fondamentaux satisfsent aux equations (2.1),
(22) et (23).


