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91. Zum Verengungsideal des Primideals®

Von Takasaburo UKEGAWA
(Comm. by Kenjiro SHODA, M. J. A., April 13, 1970)

In den kommutativen Ringen sind die Verengungsideale der
Primideale wieder Primideale, wobei das Verengungsideal den
Durchschnitt des Ideals mit einem Unterring bedeutet, aber in den
Schiefringen geht diese Eigenschaft verloren. Vor kurzem hat
N. H. McCoy bewiesen [2], dass das Verengungsideal eines Primideals
wieder ein Primideal ist, wenn der Unterring ein Ideal ist. Dieser
Satz wurde auch in [3] und [4] erwdhnt. In der vorliegenden Note
betrachten wir den Unterring, der nicht immer ein Ideal ist und
ausserdem die obenerwihnte Eigenschaft besitzt.

Definition. Es sei o* ein Schiefring, o ein Unterring von o* (wir
nehmen die Existenz des Einselementes nicht an). Ein in o enthaltenes
grosstes zweiseitiges Ideal von o* heisst der Fiihrer von o hinsichtlich
o* [1]. Wenn Verengungsideale jeder Primideale von o* wieder
Primideale von o sind, so heissen wir ‘‘o besitzt die Eigenschaft 3 hin-
sichtlich o*”.

In dieser Note bezeichnen wir mit M DN, dass N eine Untermenge
von M ist, und mit M >N, dass N eine echte Untermenge von M ist.

Hilfssatz. Es set o* ein Schiefring, o ein Unterring von o*, und
i der Fiihrer von o hinsichtlich o*. Ist B ein Primideal von o* mit
(B, D=0%, so ist BN o ein Primideal aus o.

Beweis. m sei ein Untermodul von o*, dann bezeichnen wir das
von m erzeugte zweiseitige Ideal aus o* mit M, d.h. fi=(m, o*m, mo*,
o*mo*). Es seien a, b beliebige zweiseitige Ideale aus o mit ab=0(p),
wo p=PNo ist. Es ist POFOab>oajb, und da & b=aib ist, so folgt
af6 Db, also POafb. Anderseits (B, ) =o*, also &= 0(p) order 5=0(R) ;
also acaNocPBNo=p, oder bChNoCPNo=p, demnach PNo ein
Primideal von o. '

Satz 1. E's sei o* ein Schiefring, dessen Primideal teilerlos ist,
und | sei ein beliebiges zweiseitiges Ideal von o*. Ist o, ein Unterring
von o*, der hinsichtlich o* die Eigenschaft 3 besitzt, so geniigt auch
o=({, o) die Eigenschft 3 hinsichtlich o*.

Beweis. Es sei f ein Primideal von o*, {* sei der Fiihrer von o
hinsichtlich o*, dann ist >2j. Ist (B, {)=0% so ist FNo nach
Hilfssatz ein Primideal von 0. Wir nehmen jetzt an, es sei (B, {) #0*,

* Herrn Professor Keizo Asano zum 60. Geburtstag.
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so folgt P (P, {) < o*, also P=(P, ), also PO Df, d.h. LTHOf. Um zu
beweisen, dass L N o ein Primideal ist, geniligt es zu zeigen, dass aus
aobCPNo, a,beo, aePNo oder b ePNo folgt [2].

Es seien a,beco, aobCPNo. Wegen a,dbco, gibt es Elemente
Iy flef,u,ven, mit a=f+u, b=f"+v. Daraus folgt, dass fiir
beliebige Elemente g e, w € 0y, BN 03 (f +u)(9g +w)(f' + V) = fo+uww,
wo f, € {CBNo, also uwv € L N o, folglich uo, v TP No. Ferner u, v e 0,
also uo v CPNoNo,=P No,; also uePNo, oder vePNo, da o, die
Eigenschaft ¢ besitzt. Anderseits ist BN o=PN (0, =B N0, {), da
BOJ ist, also a=f+uec(f, PNo)=LPNo oder b=f"+ve(, PNoy
=PBNo, demnach ist L N o ein Primideal.

Um zu zeigen, dass im Satz 1 die Maximalitit des Primideals
notwendig ist, geben wir ein Beispiel. Z sei der Ring der ganzen
rationalen Zahlen, und Z= Z/(6), 0= Z[x], dann sind p=(z, 2), p’=(z, 3)
Primideale aus 0. 0*=3>7,_,e;;0 sei der volle Matrizenring vom Grade
n>3 iiber o, dann ist die Primideale von o* nicht immer teilerlos, z.B.
@)[z] ist nicht teilerlos. Es seien $=317,,,p, B'=>17;-.€,0, 0
=(R, Z), ferner

a= ¢ ¢ s f): ¢ [ )
[ [ (V) ¢
p P ey
[V

wo ¢=(x) ist, dann sind a, b Rechtsideale von o,, denn aBCa ist, also
ag,=a(P, 1) =(afB, @) Ca, ebenso wie b. Einerseits
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=/ % C-++- C ,
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da pNyp’'=c ist, dabei bezeichnen wir mit k beliebige ganze rationale
Zahlen. Also aZ %' No,, da pc ist, und ebenso bZ P No,, da ' Z¢ ist.
Anderseits abC P No,, da pp’Cc ist; also ist P No, ein Primideal von
0, nicht.

Korollar 1. FEs sei o* ein Schiefring mit Einselement 1, und
jedes Primideal von o* set teilerlos. Ist o, etn im Zentrum von o*
enthaltener und 1 enthaltender Unterring von o*, so geniigt (§, o) =0
die Eigenschaft 3 fiir jedes zweiseitiges Ideal | von o*.

Korollar 2. Ist o* ein Schiefring mit Einselement 1, und jedes
Primideal von o* set teilerlos, so geniigt (, 1) die Eigenschaft 3 fiir
jedes zweiseitiges Ideal | von o*.
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Satz 2. Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o* eine Ordn-
ung von S, in der jedes Primideal teilerlos ist, und o eine in o*
enthaltene und mit o* dquivalente Ordnung von S. | sei der Fiihrer
von o hinsichtlich o*. Ist o, die minimale Ordnung von S, deren
Fiihrer hinsichtlich o* { ist, so geniigt o, die Eigenschaft 3.

Beweis. Die Behauptung ist klar, da die minimale Ordnung,
deren Fiihrer hinsichtlich o* § ist, mit (f, 1) gegeben wird.

Im Satz 2 ist die Minimalitit der Ordnung notwendig; die fol-
gende Beispiel zeigt diese Tatsache.

o sei der Ring der ganzen rationalen Zahlen, und p=(p), c=(p?,
wo p eine Primzahl ist. Es seien

n Dee D

o* = Zeij[):( X 5 ),
i,J=1 . .
0 ++-0

[=Z§L1ei10+z Do ey =<0 c c )’ n>3,
¢

0 ¢ .-
dann ist ! ein Linksideal von o*, da o*{Cl ist. Es sei 0,=(,1), dann

wird
0=, D=//0 ¢ ¢ kE O\\=/=*¢ - - ¢
(2279, G
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wo | ein zweiseitiges Ideal aus o* und % eine beliebige ganze rationale
Zahl ist. Es ist klar, dass o, eine in o* enthaltene und mit o* dqui-
valente Ordnung ist, deren Fiihrer hinsichtlich o* j ist; aber 0,>({, 1),
d.h. o, ist nicht die minimale Ordnung. Es sei

$=Faw=(1 1)

ooﬂ§$=<(o C e
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Wir zeigen, dass 8N o, nicht ein Primideal ist. Es seien
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Q= /¢ + + -+ ¢\, bp=/[cc¢c -« - ¢
C - - ¢
0¢ - - ¢ 0 ¢
cc..‘c

dann af Ca,, bLCh, also a,0,Cay, 0,0,C by, folglich sind a, b, in PN o,
nicht enthaltene Rechtsideale von 0,, Anderseits haben wir, a5,C%$
N 0,, also ist PL N o, ein Primideal nicht.
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