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71. Les Elgments Primitifs
(L’numgration translinie. II)

Par Motokiti KOND6
Universit Mtropolitaine, Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., May 13, 1954)

Cette note est une continuation d’une de mes notes et son
but est de consid6rer la structure des ensembles quasi-clairsem6s.

1o Pour un ensemble E quasi-clairsem6 dont les 616ments sont
les nombres rationnels, il existe un nombre ordinal $ tel que
$(E)=0. Nous appelons le nombre minimal parmi tels nombres
l’ordre E et nous le d6signons par 0rd (E). Nous avons alors sans
peine

(1.1) 0rd ((p) + E) 0rd (E) + 1 pour tout point p de L,
(1.2) 0rd ((/9, q)E) 0rd (E) pour tout intervalle (p, q) ouvert

de L.
Encore, nous posons pour un point p de L

bor. inf. (0rd ((q, r)E+ (p)); q< p< r), si p est fini,

0rd( p, E)= bor. inf. (0rd ((r, + o)E), si p-- + ,
bor. inf. (0rd ((- , r)E), si 79=- ,

et nous l’appelons l’ordre de E en /9. Nous avons alors sans peine
(1.3) 0rd (E)=bor. sup. (0rd (p, E); p e E),

(1.4) 0rd (p, E) 0rd (E) + 1,
(1.5) si pest fini, 0rd (p, E) est isol6.

2. Etant donn6s un ensemble E quasi-clairsem6 et un nombre
a ordinal, nous posons

F Ens (p; 0rd (p, E) a)
et nous l’appelons la fronti6re de l’ordre a de E. D’apr6s la d6fini-
tion, nous avons

(2.1) F sont ferm6s dans L,
(2.2) Fo=F,=L, et F(a 2) sont non-denses,
(2.3) a< implique F, F,
(2.4) a>0rd(E)+l implique F--0,
(2.5) 8((E) F,
(2.6) si a est limit, nous avons F--F+.. Nous appelons F=F+, off v=0rd (E), la frontire complete
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de E. I1 est erm6 et non-dense dans L, si E est non-vide. Or,
nous avons la

Proposition 1. Si nous avons F=O, nous avons
(3.1) (p, q)$()(E) est fini pour tout intervale (p, q) ouvert et fini,

ou bien
(3.2) 6c.)((p, q)E)=O pour tout intervalle (p,q) ouvert et fini,

suivant que v---Ord (E) est isol$ e -o+1 ou bien est limit,
et donc, la

Proposition 2. Si nous avons F=O et E es borne, est isolh et
6)(E) est fini.

Or, dans ce cas, nous pouvons distinguer les cas suivants,
(3.3) 0rd (-
(3.4) 0rd (- o, E)---, 0rd (+ , E)<v,
(3.5) 0rd (- , E)< v, 0rd (+ , E)--v,
(3.6) 0rd (- o, E)<v, 0rd (/ o, E)<:v,

et si E est non-vide, nous appelons E son $lment primitif ou bien
quasi-primitif d’ordre v, suivant qu’il appartient au cas (3.3)-(3.5)
ou bien (3.6).

4. Puis, nous consid6rons le cas oh F est non-vide et non-
dense dans L. Soit [a, b] un intervalle contigu h F tel que (a, b)
E0. Nous avons alors la

Prolosition 3. Si (a, b)E contient le point minimal, nous avons
a---, et s’il contient le point maximal, nous avons b-+.
Done, si a et b sont finis en mme temps, il ni contient le point
minimal ni celui maximal.. Or, nous supposons d’abord que ; soit isol. Si a et b sont
finis en mme temps, nous posons

a=0rd (a,(a, b)E), et =0rd (b,(a, b)E) (1)
et nous dirons que (a,b)E est du genre (a,B). Or, nous pouvons
distinguer les cas suivants,

(5.1) a--+l, B=v+I,
(5.2)
(5.3) , =+,
(5.4) , .
De mme, pour le cas oh a=- et b est fini (ou bien a est

fini et b=+), nous dfinissons a et B par (1). Alors, (a,B) est
le genre de (a, b)E et nous pouvons distinguer les cas suivants,

(5.5) a-, B=+I (ou bien a=+l, B=),
(5.6) a-v, B (ou bien a=v + 1, B<v),
(5.7) a<v, B=v+I (ou bien av, B=v),
(5.8)

Nous avons alors les
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Proposition 4. Pour que (a, b)E appartient au cas (5.1) (ou bien
(5.5)) ou (5.2) (ou bien (5.6))ou (5.3) (ou bien (5.7)) ou (5.4) (ou bien
(5.8)), il faut et il suffit que (’)((a, b)E), oit v=v0+ 1, soit du type
o*+ o ou oo* ou o ou bien il est fini.

Proposition ;. Si (a, b)E appartient au cas (5.4) (ou bien (5.8)),
7tOt8 avoTt8

((a, b)E)--0.
Maintenant, nous appelons (a, b)E qui appartient au cas (5.1)

ou (5.2) ou (5.3) ou (5.5) ou (5.6) ou (5.7) un l$mvn$ primitif
d’ordre de E.

(o Puis, nous supposons que v soit limit. Si a et b sont finis
en mme temps, nous dfinissons a et B par (1). Alors, (a, B) est
le genre de (a, b)E et nous pouvons distinguer les cas suivants,

(6.1) a--] + 1, /=+1,
(6.2)
(6.3) a <: , =+ 1,
(6.4)
De m6me, pour le cas off a-- et b est fini (ou bien a est

fini et b=+ ), nous d6finissons a et B par (1). Alors, (a,B) est
le genre de (a, b)E et nous pouvons distinguer les cas suivants,

(6.5) a=

(6.6) a=, B< (ou bien a=+l, <:),
(6.7) a<, f=+l (ou bien a<, =),
(6.8)
Enfin, nous appelons (a, b)E qui appartient au cas (6.1) ou (6.2)

ou (6.3) ou (6.5) ou (6.6) ou (6.7) n $lSment primitif d’ordre v de
E.

7. Puis, nous consid6rons le cas off (a, b)E appartient au cas
(5.4) ou (5.8) ou (6.4) ou (6.8). Siv est isol6, (a, b)E appartient au
cas (5.4) ou bien (5.8), et nous pouvons distinguer les cas,

(7.1) Ord ((a, b)E)-v,
(7.2) Ord ((a, b)E)
Puis, si v est limit, (a, b)E appartient au cas (6.4) ou (6.8), et

nous avons (7.2).
Ici, nous appelons (a, b)E qui appartient au cas (7.1) un l$ment

quasi-primitif d’ordre de E et (a, b)E qui appartient au cas (7.2)
un $lment imprimitif d’ordre de E.

8. Or, pour chaque point p d’un 616ment (a0, bo)E imprimitif
d’ordre Vo de E, il existe les intervalles [a,,b](k-O, 1,2, ...,N)
et les nombres ordinaux w(k-0, 1, 2,... ,N) tels qu’on ait

(8.1) .a, b[a_,, b_ (k=l, 2, N),
(8.2) p a., b,
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(8.3) 0rd ((a_, ba_)E)=va (]=1, 2,... N-l),
(8.4) Ord (E)=v0,
(8.5) (a,b)E est un 616ment imprimitif d’ordre v de (a_,

b,_)E,
(8.6) (a,b)E est un dldment primitif ou bien celui quasi-

primitif d’ordre w de (a_, b_)E.
Ici, nous appelons (a, b)E un lment primitif ou bien quasi-

primitif d’ordre v de E.
Alors, d’aprSs les dfinitions, nous avons le
Th(orme. Tout ensemble E quasi-clairsem et non-vide est une

somme d’un hombre fini ou bien dnombrable des $l$ments E(n-=l, 2,
...) primitifs ou bien quasi-primitifs de quelques ordres de E tels
qu’on air EE=O (ij), et l’ensemble de ces lments est ordonn
suivant l’ordre naturel des points extremes de ceux-ci.

9. L’ensemble ordonnd, donn dans le thorme precedent et
dont les dldments sont E(n=l, 2,...), jouit du rble important darts
notre consideration et nous le dsignons par r(E) ou bien r()(E).

Or, nous pouvons ddfinir les ensembles ordonns r)(E) pour
les nombres ordinaux a par l’induction transfinie comme il suit,

(9.1) les all,merits E2)(n=l, 2, ...) de r)(E) sont les sous-
ensembles de E, oh nous posons E:)=E,(n=I, 2,...),

(9.2) E2E.=O (n - m),
(9.3) si nous avons /<a, chaque E est contenu clans un de

E)(n-- 1, 2, ),

(9.4) E=, E2,
(9.5) r()(E) est ordonn suivant l’ordre naturel des points

extremes de ceux-ci,
(9.6) quand r()(E)($< a) sont quasi-clairsems, il existe r()(E),
(9.7) r(/)(E) est isomorphique h r(r()(E)).
Alors, nous pouvons distinguer les cas suivants,
(9.8) r()(E)(a<2) sont tous quasi-clairsems,
(9.9) il existe un hombre ordinal v tel que r()(E) ne soit pas

quasi-clairsem,
et pour le cas (9.8), il existe un nombre ordinal v tel que r()(E)
ne consiste que E. Ici, nous dirons que E est biclairsem, quand
il appartient au cas (9.8). Tout ensemble clairsemd au sens de
l’ordre est biclairsem, mais il existe un ensemble quasi-clairsem
qui n’est pas biclairsem.


