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153. Dérivation par Rapport a un Systeme de Voisinages
dans UVEspace de Tore

Par Shizu ENOMOTO
(Comm. by K. KuNuaI, M.J.A., Oct. 12, 1954)

1. Soient I l'ensemble des nombres réels modulo 1 et J
I’ensemble des nombres naturels 1, 2,..., 5. Désignons par I'=

P (I,=1I) ’espace de tore & un nombre fini j de dimensions, c.-a-d. le
ieJ

produit cartésien d’espaces I, (¢=1, 2,..., j) identiques & I. On sait
que, n désignant un entier naturel, les cubes V,(x) de centre x ¢ I’
et de coté 1/n forment un systeme dérivant pour les fonctions
d’ensemble absolument continues: Soit @,(A) une fonction d’ensem-
ble, a valeurs numériques, définie sur la famille (Mt;) des ensembles
mesurables au sens de Lebesque dont la mesure sera désignée par
u;.  Si la fonetion d’ensemble @;(A) est completement additive et
absolument continue — par conséquent, s’il ¥ a une fonction f(x)

telle que @,(A)= f f(x)dp,(x) pour tout A e (M), alors la fonction
A

gn(x) = cD.I(xfn(x))/1""‘;1(‘77‘1,(:1;))
tend presque partout vers f (x) dans I’V
Mais, M. J. Dieudonné a montré, dans son travail ‘‘Sur un
théoréeme de Jessen, Fund. Math., 87 (1950)’, que le résultat
analogue ne reste pas valable pour l’espace du tore IN:I;E }in:I),

N={1, 2,...}, a un nombre dénombrablement infini de dimensions.
Pour montrer le résultat plus préeis, introduisons d’abord les
notations suivantes.

Pour chaque partition de N en deux parties complémentaires
J, J’. On peut identifier IV au produit cartésien I’xI”. Pour tout
x=(x,) ¢ IV, nous désignerons par z; et z;, les projéctions de x sur
I’ et T”, de sorte que x=(x;, ;). Considérons sur chaque I,;=I la
mesure de Lebesgue, et désignerons par u la mesure produite de
ces mesures sur l’espace I¥, nous désignerons de méme par u; la
mesure produite sur 1’espace I’. D3signerons par (M) la famille
d’ensembles mesurables au sens de Carathéodory par la mesure u
sur IN. Désormais, nous supposons que J désigne une partie finie
de N et J’ désigne le complémentaire de J. Par M nous désignons
I’ensemble de parties finies J de N. Pour toute partie finie J de
N et tout entier naturel n, désignons par V, ;@) le produit carté-
sien du cube de centre x;, et de c6té 1/n dans I’, et de I”.

1) S. Saks: Theory of the Integral (1937).
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M. J. Dieudonné a prouvé que, en construisant un exemple, il
est inexacte que pour toute fonction f(x) mesurable et bornée dans

I¥, la fonction

On3(@)= mf () du()

o )
WV, 5(2)) Voo, d
tend presque partout vers f(x) suivant 1’ensemble ordonné filtrant
produit N xR* (la relation d’ordre (n,, J,)<<(n,, J,) signifiant ‘‘n,<n,
et J,&J.7).

Le caractére commun des dérivations dans deux cas plus haut,
est que le procédé de la limite usagée dans chaque dérivation a été
déterminé suivant la topologie dans 1’espace considéré. Le but de
cette Note est de donner, pour I'espace I¥, un procédé de dériva-
tion, indépendant la topologie d’espace IN et tel que pour une fonec-
tion d’ensemble @(A), a valeurs numériques, définie sur la famille
(M), complement additive et absolument continue, le résultat analogue
au cas des dimensions finis y reste valable. De plus, pour l’espace
I¥, prouvons un théoréme correspondant a celui de Vitali du cas
des dimensions finis.

2. Définitions.? Soit A=(g,, €5, ..., &, ...) une suite des nombres
réels telle qu’il existe un suffixe ¢(4) tel que €,=¢,=---=¢;,,=0 et
Eiarats Cionrens - - - €St la suite monotone décroissante tendant vers zéro.
Soit 4 la famille de toutes les suites 2. Alors 4 est ordonné par
la relation 2>2' signifiant ¢,=>¢! (pour tout %), ou A=(g, &s...) €t
V=(e}, &}, ...). Entendons par (8), le systéme tel que B,= L J B, (x),

A=(gy, €5, ...), By(x) désignant la famille des V., ;, (x) tels que 1/n<ei
pour tout entler naturel n et tout ¢=i(Q)+1, ¢(A)+2,... . On sait
par 1d que, en sachant le systeme (B), de I’unité, tous les voisinages
(B), d’autres points x de IN sont donnés par la transformation de
(B),. Disons qu'une sous-famille B de (B), a la propriété (L) par
rapport a (B),, lorsque B, (x) N\B=0 pour tout 2¢ 4. Pour une fone-
tion d’ensemble #(V(zx)) définie sur (B),, nous entendons par

D% (x)=lim sup (%8;((‘; ))))_>

la borne supérieure de tous les nombres réels v pour lesquels la

sous-famille E{V(x); V() € (B),, f—g;%>y} de (B), a la propriété

2) Nons disons g,,3(x) tend vers f(z) suivant ’ensemble ordonné filtrant produit
N x9%, lorsqu’a chaque €>0 correspond un (ny, Jy), dépendant de ¢, tel que |gn,i(x)—
J(@) | <€ pour tout (n, J)=(ny, Jo)-

3) S. Kametani and S. Enomoto: On differentiation of set-function with some
of its applications, Osaka Math. J., 3 (1951).
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(L) par rapport a (B),. Symétriquement nous entendons
D (@)= lim inf (M)_)
w(V(z))
Si D¥(x)=D¥(x), la valeur commune, représantée par D¥(x), est
appelée la dérivée de la fonction # au point x, par rapport a (B),
et u.
D’abord rappelons le théoréme de Jessen qui s’énonce comme
il suit:
Théoreme de Jessen.” Soit @ (A) une fonction d’ensemble, 3
valeurs numériques, pour laquelle il y a une fonction f(x) telle que

P(A)= f S (@) du(x) pour tout A e (M). Soit &;(A) la fonction d’en-

A
semble définie sur I’ obtenu en posant @;(A)=¢ (A xT”) pour tout
A ¢ (M;)—par conséquent il y a une fonction fi(x) définie sur I’ telle

que @,(A)= f [i(®) duy(x) pour tout A e (M;). Soit fi(x) la fonction

définie sur AIJ obtenu en posant fi(x)=s;(x;) pour tout w«eI¥.
Alors pour toute suite {J,} croissante de parties finies de N dont
la réunion est N, les fonctions f; (¥) convergent presque partout
vers f(x) dans I¥ lorsque m croit indéfiniment.

Théoreme 1. Soit @ (A) une fonction d’ensemble, a valeurs
numériques, pour laquelle il y a une fonction telle que @ (A)=

f f(x) du(x) pour tout A e (M). On a alors DP(x)=f(x) pour presque

t%ut zeI¥, DO(x) désignant la dérivée de la fonction d’ensemble
@ (A) au point z, par rapport a (8), et pu.

Démonstration. 1°) D’abord, prouvons qu’il existe un ensemble
M de mesure zéro ayant la propriété suivante: si x €M, il y a, pour
toute sous-famille B de (B), possédant la propriété (L) par rapport
a (B), et a tout ¢,>0, un voisinage V., () €D tel que

Fay— 2@
1V 5, @)
Dans cette démonstration, par J; nous entendons toujours la sous-
famille {1, 2,...,¢} de N. D’aprés le théoréme de Jessen, pour
tout point # de I¥ n’appartenant pas a un ensemble M, & mesure
zéro, & tout £>0, il y a i(x, €) tel que
| f1,(x)—f @)| <&/2 pour tout i>i(, ¢). (1)
D’apres la propriété de la fonction d’ensemble @5 (A), il existe un
ensemble M; & mesure zéro, contenu dans I¥, et pour tout z € M, et
a tout >0 il existe un nombre 8 (z, 7, €) tel que 0<§(z, 7, )<1 et que

4) B. Jessen: The theory of integration in a space of an infinite number of
dimensions, Acta Math., 63 (1934).
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D (Vys,(2)) _
“(V”;Jc (x»

pour tout entier naturel » satisfaisant a 1/n <8(z, 4, ). Posons

fr, @) — /2 (2)

M={ M,. Evidemment la mesure de M est égale a zéro. Soient

m=(

2 un point n’appartenant pas a M, B une sous-famille de (8), possé-
dant la propriété (L) par rapport a (B), et ¢, un nombre positif
quelconque. Posons A, £,)=(0, 0, ..., 0, &iczepys1s Sicoepszse=+)y OU
& sy 22% l8(w, iz, €,)+1, €) pour tout =1, 2, ... . Puisqu’alors
Az, g0) €4 et que B a la propriété (L), on a B By, . (@)=0. Par
conséquent, il y a un voisinage V.5, (®) appartenant a B et tel que
1o >1u(x, €) et 1/n,<<8(x, 4,, €,). Donc, on a par (2)
D (Vy,3,,(2))
S, (@)— | < gyf2.

1 Jlo( ) /"“(V’W'a:%o (x» 0/
En vertu de (1), on a, puisque %,>4(x, €,),

| f@)— s, @) | <ei2.

Done, il en resule qu’il existe un voisinage V”,,Jio(x) e B tel que

O (Vo @) |
f(x)— ;(—V”lo,‘]{o @) <g.

2% Montrons que la dérivée de @ (A), par rapport a (), et u, est
égale a f(x) pour tout point x de I"—M. En effet, en vertu de
1%, pour un point 2 n’appartenant pas 4 M, a tout £¢>0, la sous-
famille des V,;(x), appartenant a (9), et tels que f(»)+e<

oV, \
/]((V—M—Zi((wi))))’ ne posséde pas la propriété (L) par rapport a (9),. Par

conséquent, d’apres la définition de D(x), il en résulte que D(x)<f(x)
pour tout x e [N—M. De méme, on voit que D(x) = f(x) pour tout
point x e IN—M. Done, on a D(x)=f(x) pour présque tout point z
de I¥.

Comme le cas particulier de Théoréme 1, nous pouvons montrer
le théoreme correspondant & cului de densité.

Soit A un ensemble contenu dans I¥ et mesurable par rapport
a p: Ae(M). Nous entendons par densités supérieure et inférieure

d’ensemble A au point = de I¥, les nombres lim sup (’u (f(%%;%))>
et lim inf (B(,%Q(%;Cl) respectivement. Lorsque les densités supé-

rieure et inférieure d’ensemble A au point x sont égales, la valeur
commune s’appelle densité d’ensemble A au point x.
Théoréeme de densitz. Soit A un ensemble contenu dans 1’espace
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I¥ et mesurable par rapport & x. Alors, pour presque tout point
z de IN, la densité de I’ensemble A est égale au nombre constant 1.

En vertu de Théoréme 1 et du résultat qui a été déja montré,?
on a le

Théoreme de Vitali. Soit B une sous-famille de U (B), possé-
erN

dant la propriété (L) par rapport & (B), pour tout zeI¥, c’est-a-
dire B,(x) B0 pour tout = eI¥ et tout 21e.4. Alors, pour tout
ensemble A de la mesure positive et a tout e€>0, il existe
Vouemy,gom®m) € B (m=1, 2, ...) satisfaisant aux propriétés telle que

TmeA, p(A)= #(Aﬂgyn(m),.]("x)(xm)) et g}#(vnwo,umm)(xm)) <p(A)+e.

5) Voir 3).



