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153. Drivation par Rapport h un Systme de Voisinages
dans l’Espace de Tore

Par Shizu EYOMOTO
(Comm. by K. KUNUg, M.Z.A., Oct. 12, 1954)

1. Soient I l’ensemble des nombres rels modulo 1 et J
l’ensemble des nombres naturels 1, 2,..., j. Ddsignons par
P (I--I) l’espace de tore hun nombre fini j de dimensions, c.--d, le

produit cardsien d’espaces , (i-1, 2,..., j) identiques h I. On salt
que, n ddsignant un entier naturel, les cubes V.(x) de centre x
et de cSt 1/n orment un systSme drivant pour les fonctions
d’ensemble absolument continues: Soit oPt(A) une fonction d’ensem-
ble, h valeurs numdriques, dfinie sur la famille () des ensembles
mesurables au sens de Lebesque dont la mesure sera dsignde par. Si la fonction d’ensemble )(A) est compltement additive et
absolument continue par consdquent, s’il y a une fonction f(x)
telle que cPj(A) ;f(x)d/.,(x) pour tout A e (.), alors la fonction

tend presque partout vers f (x) dans I. 1)

Mais, M. J. Dieudonn$ a montr$, dans son travail "Sur un
th6orSme de Jessen, Fund. Math., 37 (1950)", que le rSsultat
analogue ne reste pas valable pour l’espace du tore I--P (It--I),
N-[1, 2,... }, un nombre dSnombrablement infini de dimensions.
Pour montrer le r$sultat plus pr$cis, introduisons d’abord les
notations suivantes.

Pour chaque partition de N en deux parties compl$mentaires
J, Jr. On peut identifier Is au produit cartSsien II’. Pour tout
x-(x,) e Is, nous d$signerons par x et x., les proj$ctions de x sur
I et I’, de sorte que x-x, x,). Consid6rons sur chaque I,-I la
mesure de Lebesgue, et d6signerons par # la mesure produite de
ces mesures sur l’espace I, nous d$signerons de mSme par / la
mesure produite sur l’espace I. Dsignerons par ()) la famille
d’ensembles mesurables au sens de Carathoclory par la mesure
sur I. DSsormais, nous supposons que J d$signe une partie finie
de N et Jt dsigne le compl6mentaire de J. Par . nous d6signons
l’ensemble de parties finies J de N. Pour oute partie finie J de
N et tout entier naturel n, d6signons par V..(x) le produit cart$-

sien du cube de centre x et de c6t6 1/n dans I, et de I’.
1) S. Saks" Theory of the Integral (1937).
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M. J. Dieudonn a prouv que, en construisant un exemple, il
est inexacte que pour route fonction f(x) mesurable et borne dans
I, la fonction

1

tend presque partout vers f(x)suivant l’ensemble ordonn filtrant
produit N" (la relation d’ordre (n, J)(n, J) signifiant "nn
et /[__J").

Le caractSre commun des drivations dans deux cas plus haut,
est que le procd de la limite usage dans chaque drivation a t6
dtermin suivant la topologie dans l’espace considerS. Le but de
cette Note est de donner, pour l’espace I, un procd de driva-
tion, indpendant la topologie d’espace I et tel que pour une fonc-
tion d’ensemble (A), valeurs numriques, d6finie sur la famille
(), complment additive et absolument continue, le rsultat analogue
au cas des dimensions finis y reste valab]e. De plus, pour l’espace
I, prouvons un thorme correspondant celui de Vitali du cas
des dimensions finis.

2. Dfinitions. Soit t-(, .,..., ,,...) une suite des nombres
rels telle qu’il existe un suffixe i() tel que --. --0 et
cz+, .<z+o.,... est la suite monotone dcroissante tendant vers zro.
Soit A la famille de routes les suites i. Alors A est ordonn par
la relation :>i’ signifiant (pour tout i), off I-=(, .,...) et
t’--(, ,...). Entendons par () le systSme tel que --[3 z (x),

A
i--(, ., ...), z(x)dsignant la famille des V..,(x) tels que
pour tout entier naturel n et tout i--i(i)+1, i(t)+2, On sait
par l que, en sachant le systme ()0 de l’unit, tous les voisinages

(), d’autres points x de I sont donns par la transformation de
()0. Disons qu’une sous-famille de () a la propri6t (L) par
rapport (), lorsque z ()=0 pour tout t e A. Pour une fonc-
tion d’ensemble (V(x)) dfinie sur ()., nous entendons par

D (x)- lira sup ()(V

la borne suprieure de tous les nombres rbels pour lesquels la

sous-famille E(V(x); V(x)e (), (V(x)):’t de (), a la propritd

2) Nons disons g,,,j(x) tend vers f(x) suivant l’ensemble ordonn filtrant produit
N, lorsqu’ chaque s>0 correspond un (no, Jo), dpendant de e, tel que gn,j(x)-

f(x) < pour tout (n, J)>-(no, Jo)-
3) S. Kametani and S. Enomoto: On differentiation of set-function with some

of its applications, Osaka Math. J., 3 (1951).
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(L) par rapport (),. Symtriquement nous entendons

Si D(x)-D(x), la valeur commune, reprsante par D(x), est
appele la drive de la fonetion au point x, par rapport ()
et #.

D’abord rappelons le thorme de Jessen qui s’nonce comme
il suit:

Thorbme de Jessen.4 Soit (A) une onction d’ensemble,
valeurs numriques, pour laquelle il y a une onction f(x)telle que

(A)-f-f(x)d(x) pour tout A e (). Soit (A) la onction d’en-
A

semble dfinie sur I’ obtenu en posant (A)-(AI’) pour tout
A e (.)par consequent il y a une onction f(x) dfinie sur I telle

(A)-]f(x) d(x) pour tout A e (). Soit f(x) la 2onctionque
A

dfinie sur I obtenu en posant f(x)=f(x) pour tout x eI.
Alors pour route suite [J} croissante de parties finies de N dont
la runion est N, les onctions f(x) convergent presque partout
vers f(x) dans I lorsque m crot indfiniment.

Thorme 1. Soit (A) une onction d’ensemble, valeurs
numriques, pour laquelle il y a une onction telle que (A)-

ff(x) d(x) tout A e (.). On alors Dq(x)--f(x)pour a pour presque

tout x e I, De(x) dsignant la drive de la 2onction d’ensemble
(A) au poin x, par rapport (). et .

Dmonstration. 1) D’abord, prouvons qu’il existe un ensemble
M de mesure zro ayant la proprit suivante: six M, il y a, pour
route sous-amille de () posslant la proprit (L) par rapport
() et tout o>0., un voisinage V,0.% (x)e tel que

Dans eette dmonstration, par J, nous entendons toujours la sous-
famille [1, 2,...,i} de N. D’aprs le thorme de Jessen, pour
tout point x de I n’appartenant pas un ensemble Mo " mesure
zro, tout >0, il y a i(, ) tel que

fj.(x)-f(x)l <:/2 pour tout i>i(x, ). ( 1 )
D’aprSs la proprit de la fonction d’ensemble 0, (A), il existe un
ensemble M, mesure zro, contenu dans I, et pour tout x M, et
tout e>0 il existe un hombre (x, i, )tel que 0<:(x, i, )<1 et que

4) B. Jessen- The theory of integration in a space of an infinite number of
dimensions, Acta Math., 63 (1934).
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pour tout entier naturel n satisfaisant 1/n <__(x, i, ). Posons
M--[J M. Evidemment la mesure de M est dgale h zdro. Soient
0

x un point n’appartenant pas " M, une sous-famille de () possd-
dant la proprit (L) par rapport () et 0 un nombre positif
quelconque. Posons (x, o) (0, 0, 0, ), offi(X,o)+l i(x,0)+2

--inf (x, i(x, o)+1, o) pour tout 1--1, 2, Puisqu’alorsi(x,o)+l

(x, So)e A et que a la propri (L), on a ( zx,o)(X)O. Par
consequent, il jr a un voisinage Vo,% (x) appartenant et eel que
io>i(x, o) et 1/no(x, io, o). Donc, on a par (2)

(x))
En vertu de (1), on a, puisque io>i(x, o),

< o12.

f(x)--f%(x) <:So/2.

Done, il en resule qu’il existe un voisinage V,.,o(Z) $ tel que

(v 0
f(x)- <, (x))

2) Montrons que la ddrivde de (A), par rapport d (3). et , est
gale h f(x)pour tout point x de I-M. En effet, en vertu de
1), pour un point x n’appartenant pas h M, tout >0, la sous-
famille des V.,(x), appartenan (), et els que f(x)+ <

(V,j (x))’ ne p9ss6de pas la propridt6 (L) par rappvrt d (). Par

cons6quent, d’apr6s la d6finition de D(x), il en r6sulte que D(x)<__f(x)
pour tout x e I--M. De m6me, on voit que D(x)>_f(x) pour tout

point x e I--M. Donc, on a D(x)--f(x) pour pr6sue tout point x
de I.

Comme le cas particulier de Thdorbme 1, nous pouvons montrer
le th6orme correspondant d cului de densit6.

Soit A un ensemble contenu dans I et mesurable par rapport

" A e (). Nous entendons par densit6s supdrieure et inf6rieure

d’ensemble A au point x de Ix, les nombres lira sup
\ ; (V(c ;

et lira inf ((A(V(x)) )\ (X respectivement. Lorsq.e les densites" sup&

rieure et infrieure d’ensemble A au point x son gales, la valeur
commune s’appelle densi,t d’ensemble A au point x.

Th$orme de densitY. Soit A un ensemble contenu dans l’espace
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I et mesurable par rapport . Alors, pour presque tout point
x de I la densit de l’ensemble A est gale au hombre constant 1.

En vertu de Thdorme 1 et du rsultat qui a dtd dj montr,)
on a le

Thorhme de Vitali. Soit une sous-amille de (). poss&
x

dant la proprit (L) par rapport () pour tout x e I, c’est-h-
dire (x)0 pour tout x e I et tout eA. Alors, pour tout
ensemble A de la mesure positive et tout >0, il existe
V<).(,o(x) e (m=l, 2, ...) saisfaisant aux propridtds telle que

x A, (A)-(A UV<.o,.>(x)) et (V<,a(x))<(A) +.

5) Voir 3).


