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192. Sur les Espaces Complets et Réguliérement Complets. 11

Par Kinjirdo KUNUGI, M.J.A.
(Comm. Dec. 13, 1954)

1. Dans la Note ‘“Sur les Espaces Complets et Régulierement
Complets. I’°,Y nous avons introduit la notion des espaces rangés
complets qui est une généralisation des espaces métriques complets.
En effet, pour qu’un espace métrique soit complet il faut et il
suffit qu’il le soit lorsqu’il est considéré comme un espace rangé.
Mais, d’autre part, d’aprés un théoreme de A. Tychonoff,? tout espace
localement bicompact est homéomorphe a un ensemble de points
d’un espace R, des fonctions y=f(x) a valeurs contenues dans ’'inter-
valle: 0<<y<1, définie pour tous les éléments x d’un ensemble ~ de
la puissance assez élevée. De 13, on peut voir facilement que tout
espace localement bicompact peut étre regardé comme un espace
rangé complet. Donc, notre théoréme I 8% englobe 1’énoncé suivant:
dans un espace localement bicompact, ou dans un espace métrique
complet, tout ensemble ouvert non vide est de seconde catégorie.®

2. Congidérons ensuite les axiomes de séparation pour les
espaces rangés complets. Nous avons déja donné deux exemples
des espaces rangés complets qui sont non métrisables. Remarquons
qu’il existe des espaces rangés complets qui sont partout irréguliers
(donc des espaces non uniformisables).” En voici un exemple:

Exemple 8 (Urysohn).® Considérons le plan euclidien a deux
dimensions, dont les points p peuvent étre exprimés par leurs
coordonnées «,¥y:p=(x,y). Modifions la topologie habituelle a la

maniére suivante. Soit p,=(x, ¥,) un point quelconque. Etant
donné un entier non-négatif = (n=0,1,2,...), désignons par U,(p)
I’ensemble de tous les points (x,y) du plan dont deux coordonnées
x, y satisfont 4 deux conditions suivantes:
(@—2) +(W—y):<1/(n+1)% y=y, sauf le cas ou z=2x,.
Pour le plan muni de cette topologie (qui est évidemment irrégu-
liere partout), prenons comme 3B, (n=0,1,2,...) la famille de tous
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les voisinages U,(p). On peut voir facilement que cet espace, soit
désingé par PU, satisfait a la condition (a) et qu’il est complet
dans notre sens (bien qu’il ne soit pas régulierement complet).
Contrairement au cas des espaces uniformes, 'axiome (D) de
Hausdorfl pour les espaces rangés n’implique pas la régularité de

I’espace.
3. Passons maintenant au probléme de complétion.

Définition 1. Etant données deux suites fondamentales u=
{ua(pa)} ’ 0§a<wup ud(pa> € %T;j w= {wB(QB)} ’ OSB<wP-2’ wB(QB) € §BT;’ nous
disons que w est inférieure ou égale a u, et désignons-le par w<u,
lorsque pour tout a(0 <a<w,,) il existe un B(0 <B<w,) tel que
we(qs) Sl (D) €t que vf'=v,. Une famille p* des suites fondamentales
sera dite une collection maximale lorsqu’elle satisfait 4 deux condi-
tions suivantes:

(1) Pour deux suites fondamentales quelconques a, b de p*,
il existe une suite fondamentale ¢ telle qu’on ait & la fois c<a et
c=<b; (2) il n’existe aucune famille des suites fondamentales qui
satisfait & la condition (1) et qui continent p* comme sous-famille
distincte de p*.

Etant donné un espace R rangé, désignons par S l’ensemble de
toutes les collections maximales de R et introduisons d’abord une
topologie pour S. Pour ce but, étant donné un point p* de S,
appelons ¢‘ coordonnée de p*’’ tout voisinage v(p) d’un point p de
R qui est le premier terme d’une suite fondamentale appartenant
a p*. Soient, maintenant, p* un point quelconque de S et ¥ une
de ses coordonnées. Il existe alors, par définition, une suite fonda-
mentale de p*:

(1) V(Do) 20(P) 2+ 20(Pe) 2. .., 0= a<w,

telle qu’on ait v,(p,)=V. Soient encore y le rang de V et un
nombre ordinal quelconque tel que y<B<w,. Désignons par W(g,
V, p*) la somme de (p*) et ’ensemble E(B, V, p*) de tous les points
¢* de S qui satisfont a la condition suivante: il existe un rang u
(B<u<w,) et une coordonnée D de g¢* tels que, pour toute coor-
donnée C de p*, il existe un point x de C et un voisinage V(x) de
x jouissant de la propriété: DV (x)ZV; V(x) € B,. Prenons tout
W(B, V, p*) comme voisinage du point p* dans l’espace S.

Nous allons montrer que la topologie ainsi introduite dans
Tespace S satisfait aux axiomes (A), (B) et (C) de Hausdorftf.
L’axiome (A) y est évidemment satisfait puisque W(B, V, p*) con-
tient le point p*. Toutefois, ’ensemble E(B, V, p*) qu'on a défini
plus haut ne contient pas toujours le point p* (voir I’exemple 4
(II, 4) qu’on donne plus bas).
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Deuxiémement, S satisfait a l’'axiome (B). Soient, en effet,
W (B, Vi, p*) et W(B,, V,, p*) deux voisinages de p*. Il existe alors
deux suites fondamentales u,, u, de p* dont les premiers termes
sont V, et V, respectivement. Puisque p* est une collection maxi-
male, il existe alors une suite fondamentale v de p*:v,(p,)2v,(p,)=2
e DV(P) 2+, 0< a<w,, telle qu'on a a la fois v<<u,, v<u,. Il
existe donc un nombre o, tel que v, (p.,) &V, dont le rang est au
moins égal a celui de V, et un o, tel que v, (p,) SV et dont le
rang est au moins égal & celui de V,. Sans restreindre la généralité,
Nous pouvons supposer que a; <<a, Soit Ya, le rang de va2<pa2).
Prenons un nombre 8 tel que 8= Max (5, Bz Va,)-

D’autre part, la suite vag(paz)gv%ﬂ(p%ﬂ);_: -+ est évidemment
fondamentale qui appartient a p*. Done V=v,(p,) est une coor-
donnée de p*. Or, nous pouvons considérer le voisinage ws, V, p*)
de p* qui satisfait, en vertu de la définition, a W(B, V,p*) <=
W(B, V,, D)W (Bs, Vs, p*). L’espace S satisfait donc a l’axiome
(B).

Troisiemement, considérons I’axiome (C). Soient p* un point
quelconque de S, W(B, V,p*) un voisinage quelcongue de p* et
enfin ¢* un point quelconque de W(B, V, p*). Nous allons montrer
qu’il existe un voisinage W(y, U, ¢*) de ¢* qui est contenu dans
wW(g, V,p*). Si p*=q¢*, nous n’avons qu’a poser W(y, U, q*)=
W(B, V,p*). Supposons donc qu’on ait p* == ¢*, et remarquons qu’il
existe, d’apres la définition, une coordonnée D de ¢* et un rang
M4, B<p<w, tels que, pour toute coordonnée C de p*, il existe un
point # de C et un voisinage V(z) de = tel que DSV(@)=V, V(x)
€B,. Je dis qu’'on a alors W(B, D,¢*) =W (B, V, p*) de sorte qu’'on
peut poser v=8, U=D, pour qu’on ait W(y, U, qg*) & W(B, V, p*).
En effet, soit r* un point quelconque de W(B, D, q*). Si r*=g*,
r* appartient 4 W(g, V, »*) vu la supposition. Si r*==¢*, il existe
une coordonnée D, de r* et un rang u,, 8 <y, <w, tels que, pour
toute coordonnée C, de ¢*, il existe un point z, de C, et un
voisinage Vi(x,) de xz, satisfaisant a D, & V(x,) =D, V,(x) €, .
Done, il existe une coordonnée D, de r* et un rang u(B<u<w,)
tels que, pour toute coordonnée de C' de p*, il existe un point z
de C et un voisinage V(x) de = jouissant de D, &S D V(x) =V et
de V(zx)eQ,, c’est-a-dire r* ¢ W(B, V, p*), c.q.f.d.

4. Avant d’aller plus loin, nous précisons les circonstances par
quelques exemples.

Exemple 4. Prenons comme R un sous-espace de N, considéré
dans I'exemple 2 (I,8). Nous adoptons la méme topologie de N,
mais cette fois, supposons que R est constitué par les nombres
rationnels seuls. Le voisinage V,(p) d’un point p de R est I’ensemble
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de tous les nombres rationnels » satisfaisant a 'inégalité: p<<r<p
+1/(n+1). Comme la famille %, (n=0,1,2,...), prenons tous les
voisinages V,.(p); ils sont conséquemment de rang n.

A tout voisinage V,(p) de p, faisons correspondre 1’ensemble
V.X(p) de tous les points z de N, qui satisfont a p<ex<p+1/(1+n).
Par suite, V}(p) est un voisinage du point p de l'espace N, du
rang n. D’autre part, si deux voisinages V,.(p), V.(¢) sont en
relation V,(p)=V,.(q), nous avons évidemment V., *(p)2Vi(q). Done,
si une suite des voisinages v : vy (py)=2v,(p)=2- - - 2v,(p,)- - - est fonda-
mentale dans ’espace R, la suite v¥(p,)2vf(p)=--- est nécessaire-
ment fondamentale dans I’espace N,. Done, il existe un et un seul
point p de N, appartenant a v*(p,). Appelons ce point p I’image de
la suite fondamentale v. D’autre part, soit p* une collection maxi-
male de RB. Pour deux suites fondamentales u et v de p*, il existe
une suite fondamentale w telle qu’on a & la fois w<<u et w=<w.

Done, les images de u, v et de w doivent coincider. A la collection
maximale p* de R correspond donc une et une seule image p des
suites fondamentales qui appartiennent a p¥*

Inversement, soit » un point quelconque de N,.. Il existe alors
au moins une suite fondamentale v}(p,)2vf(p,)=--- dont tous les
points Dy, py,... sont rationnels. Posons v,(p,)2v¥(p,) NE. Alors,
V:0(P)20,(p)2- -+ est une suite fondamentale de RB. Soit p* la
famille de toutes les suites fondamentales de cette sorte (p étant
fixé). Il est facile de voir que, pour deux suites fondamentales u, v
de cette famille il existe une, soit w, de la méme famille telle qu’on
ait a la fois w<u, w<w. D’autre part si une suite fondamentale
u n’appartient pas a cette famille, I'image de u sera distincte de
p et par suite il n’existe aucune suite fondamentale w qui satisfait
en méme temps 4 w<<u et & w<v pour une suite v de la famille.
Done, la famille est une collection maximale de R. Ce résultat
montre bien qu’a tout point p de N,, il existe une et une geule
collection maximale de R dont I’image est p. La correspondance
entre les points de N, et les collections maximales de R est donc
btunivoque.

Considérons ensuite la topologie de 1’espace S. Soit p* un point
quelconque de S. Alors, chaque coordonnée D de p* contient une
coordonnée C de p* qui ne posséde aucun point z ni aucun voisinage
V(x) de x contenant D. Done, p* #»’appartient & aucun ensemble
E(B, V,p*). Si g* appartient a E (B, V,p*), on a p* -q¢* et par
suite ¢ est situé a droite de p, satisfaisant 3 I'inégalité: q—p<
1/(p+1) pour un p=AB. Done, la topologie de S et celle de N, coinci-
dent. Nous pouvons ainsi identifier I’espace S avec ’espace N,.
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Or, on sait que l’espace R est completement régulier, et par
conséquent R peut étre regardé comme un espace unforme.”
M. A. Weil a introduit la notion de l’espace complet® dans un
espace uniforme et il a demontré qu’a tout espace uniforme A on

peut associer un espace complet A du sens qu’il a defini et tel que A

soit isomorphe & un sous-ensemble partout dense de A. Considérons,
maintenant, une suite de points de R: p,=—1/n (n=1,2,..) et posons
Co= (D, Pps1,---}. Cn(m=1,2,...) forment une suite de Cauchy. Iis
déterminent un point limite de la suite p, (n=1,2,...) dans I’espace

R. Cette limite sera distincte de 0, puisque la suite p,(n=1,2,...)
diverge dans l’espace R et que 0¢R. Cet exemple montre bien
que notre procédé de complétion est essentiellement différent de
celui de M. A. Weil.

Exemple 5. Prenons comme E un sous-espace du plan PU
d’Urysohn considéré dans l’exemple 3 (II, 2). Nous adoptons la
méme topologie de PU. Mais nous supposons que R est constitué
par tous les points (x,y) du plan dont deux coordonnées x et y sont
tous rationnelles. Tels points seront dits rationnels. Les voisinages
Va(p) d’un point p de R est Uintersection d’un voisinage W,(p) dans
I'espace PU avee l’ensemble R: V. (p)= W,(») E. Nous postulons
que le rang de V,(p) est simplement celui de W,(p). Ainsi K est un

espace rangé. A tout voigsinage V,(p) dans R correspond un voisinage
W.(p) et inversement & tout voisinage W,(p) du point rationnel
dans I'espace PU correspond un voisinage V,(p) de p dans l’espace
R, de sorte qu’on ait dans deux cas V,(p)=W.(p)NE. Par cette
correspondance l'inclusion: Vi(p)2V,i(q) entraine Wi(p)=2W..(q) et vice

versa. A toute suite fondamentale u de B correspond done une suite
fondamentale u* de PU dont I’'intersection de tous les termes est un

point de PU. A toute collection maximale de R correspond un point
p de PU d’une maniére biunivogque. Il est facile de voir que 1’espace
S peut étre identifié avec l’espace PU au moyen de cette corres-
pondance. D’autre part, nous pourrons dire que le procédé de
M. A. Weil est inapplicable a R parce que R est partout irrégulier.

(a suivre)
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