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192. Sur les Espaces Complets et Rguli.rement Complets. II

Par Kinjirb IUNUGI, M.J.A.

(Comm. Dec. 13, 1954)

1. Dans la Note "Sur les Espaces Complets et R6guligrement
Complets. I", ) nous avons introduit ]a notion des espaces rang6s
complets qui est une g6n6ralisation des espaces m6triques complets.
En effet, pour qu’un espace m6trique soit complet il faut et il
suffit qu’il le soit lorsqu’il est consid6r6 comme un espace rang6.
Mais, d’autre part, d’aprgs un th6orme de A. Tychonoff, tout espace
localement bicompact est hom6omorphe gun ensemble de points
d’un espace R des fonctions y=f(x) valeurs contenues dans l’inter-
valle: 0yl, d6finie pour tous les 616ments x d’un ensemble r de
la puissance assez 61ev6e. De 1, on peut voir facilement que tout
espace localement bicompact peut tre regard6 comme un espace
rang6 complet. Donc, notre th6orgme I 3a englobe l’6nonc6 suivant:
dans un espace localement bicompact, ou dans un espace m6trique
complet, tout ensemble ouvert non vide est de seconde cat6gorie.)

2. Consid6rons ensuite les axiomes de s6paration pour les
espaces rang6s complets. Nous avons d6jg donn6 deux exemples
des espaces rang6s complets qui sont non m6trisables. Remarquons
qu’il existe des espaces rang6s complets qui sont partout irr6guliers

(donc des espaces non uniformisables).) En voici un exemple:
Exemple 3 (Urysohn).6 Consid6rons le plan euclidien g deux

dimensions, dont les points p peuvent tre exprim6s par leurs
coordonn6es x, y’p=(x, y). Modifions la topologie habituelle g la

manire suivante. Soit po-(Xo, yo) un point quelconque, ttant
donn un entier non-ngatif n (n--0, 1, 2,...), dsignons par U(p)
l’ensemble de tous les points (x, y) du plan dont deux coordonn6es
x, y satisfont deux conditions suivantes:

(x--xo)+(Y--Yo)<l/(n+l), YYo sauf le cas off x--xo.
Pour le plan muni de cette topologie (qui est dvidemment irrdgu-

lire partout), prenons comme , (n=O, 1, 2,...) la amille de tous

1) Proc. Japan Acad., 30, No. 7, 553-556 (1954).
2) Mathematische Annalen, 102, 544-561 (1930).
3) Les chiffres dgsignent le numgro de la Note et celui du paragraphe oh le

thgorme se trouve.
4) Voir p. ex. Bourbaki" Loc. cit., Topologie ggnrale, Chap. IX, p. 76, Thgorme

1 (Baire).
5) Bourbaki" llgments de Mathgmatiques, III, Topologie gngrale, Chap. II.
6) M. Frgchet" Les Espaces Abstraits et Leur Thgorie Considgre comme

Introduction k l’Analyse Gn6rale, 215 (1928) (Paris).
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les voisinages U(p). On peut voir acilement que cet espace, soit
dsing par PU, satisfait la condition (a) et qu’il est complet
dans notre sens (bien qu’il ne soit pas rgulirement complet).

Contrairement au cas des espaces uniformes, l’axiome (D)de
Hausdorff pour les espaces ranges n’implique pas la rgularit de
l’espace.

3. Passons maintenant au problme de completion.

D6finition 1. ]tant donnes deux suites 2ondamentales u-
[u(p) }, O<a<o,u(p) e 3,’ w-- [w(q) ,0</<,,_ w(q) " nous

disons que w est inf6rieure ou 6gale u, et d6signons-le par w<__u,
lorsque pour tout a (0 __< a<) il existe un (0 __< B<%) tel que
w(q)u(p,) et que "’- p*% 7. Une famille des suites fondamentales
sera dite une collection maximale lorsqu’elle satisfait deux condi-
tions suivantes"

(1) Pour deux suites fondamentales quelconques a, b de p*,
il existe une suite fondamentale c telle qu’on air la fois c<__a et
c<__b; (2) il n’existe aucune famille des suites fondamentales qui
satisfait la condition (1) et qui continent p* comme sous-famille
distincte de p*.

ttant donn6 un espace R rang6, d6signons par S l’ensemble de
routes les collections maximales de R et introduisons d’abord une
topologie pour S. Pour ce but, 6rant donn6 un point p* de S,
appelons "coordonnde de p* " tout voisinage v(p) d’un point p de
R qui est le premier terme d’une suite fondamentale appartenant

p*. Soient, maintenant, p* un point quelconque de S et V une
de ses coordonn6es. I1 existe a]ors, par d6finition, une suite fonda-
mentale de p*:

( v0( 0) vo(p ) o <___

telle qu’on air Vo(po)-V. Soient encore / le rang de V et un
hombre ordinal quelconque tel que /B<o. Dsignons par W(B,
V, p*) la somme de (p*)et l’ensemble E(B, V, p*)de tousles points
q* de S qui satisfont h la condition suivante: il existe un rang

(.<o)) et une coordonne D de q* tels que, pour route coor-
donnde C de p*, il existe un point x de C et un voisinage V(x) de
x jouissant de la propridt: DV(x)V; V(x) . Prenons tout
W(f, V, p*) comme voisinage du point p* dans l’espace S.

Nous allons montrer que la topologie ainsi introduite dans
l’espace S satisfait aux axiomes (A), (B) et (C) de Hausdorff.
L’axiome (A) y est dvidemment satisfait puisque W(B, V, p*) con-
tient le point p*. Toutefois, l’ensemble E(B, V,p*) qu’on a ddfini
plus haut ne contient pas toujours le point p* (volt l’exemple 4
(II, 4) qu’on donne plus bas).
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Deuximement, S satisfait h l’axiome (B). Soient, en effet,
W(f, V, p*)et W(, V, p*) deux voisinages de p*. I1 exise alors
deux suites iondamentales u, u de p* dont les premiers termes
svnt V et V respectivement. Puisque p* est une collection maxi-
male, il existe alors une suite fondamentale v de p*’Vo(Po)V(p)
..v(p)..., Oa<o, telle qu’on a la lois v__u, vu.. I1

existe donc un nombre a tel que v(p)V dont le rang est au
moins dgal h celui de V et un a. tel que v(p,)V et dont le
rang est au moins dgal ’ celui de V.. Sans restreindre la gnralit,
nous pouvons supposer que a__a. Soit 7 le rang de v(p.,).
lrenons un hombre B tel que B Max (, B.,

D’autre part, la suite v(p..,) v+(p+)... est dvidemment
ondamentale qui appartient h p*. Donc V--vo.(p) est une coor-
donnde de p*. Or, nous pouvons considdrer ]e voisinage W(B, V, p*)
de p* qui satisfait, en vertu de la ddfinition, W(B, V,p*)
W(B, V, p*) W(B, V:, p*). L’espace S satisfait donc l’axiome
(B).

Troisimement, consclrons l’aiome (C). Soient o* un point
quelconque de S, W(B, V,p*) un voisinage quelconque de p* et
enfin q* un point quelconque de W(B, V, p*). Nous allons montrer
qu’il existe un voisinage W(% U,q*) de q* qui est contenu clans
W(/, V,p*). Si p*-q*, nous n’avons qu’ poser W(7, U,q*)
W(B, V, p*). Supposons donc qu’on air p* q*, et remarquons qu’il
existe, d’aprs la ddfinition, une coordonne D de q* et un rang, ,_<o tels que, pour route coordonne C de p*, il existe un
point x de C et un voisinage V(x) de x tel que DV(x)V, V(x)
e . Je dis qu’on a alors W(B, D, q*)W(B, V, p*) de sorte qu’on
peut poser /=B, U--D, pour qu’on air W(/, U, q*) W(, V, p*).
En effet, soit r* un point quelconque de W(B,D,q*). Si r*-q*,
r* appartient W(B, V, p*) vu la supposition. Si r* q*, il existe
une coordonnde D de r* et un rang , B<o tels que, pour
route coordonnde C de q*, il existe un point x de C et un
voisinage Vl(X) de x satisfaisant D V(x) D, V (x)
Donc, il existe une coordonne D de r* et un rang
tels que, pour route coordonne de C de p*, il existe un point x
de C et un voisinage V(x) de x jouissant de D DV(x)V et
de V(x) e , c’est--dire r* e W(Z, V, p*), c.q.f.d.

4. Avant d’aller plus loin, nous prcisons les circonstances par
quelques exemples.

Exemple 4. Prenons comme R un sous-espace de N/ considr
dans l’exemple 2 (I, 3). Nous adopons la mme topologie de
mais cette ois, supposons que R est constitu par les nombres
rationnels seuls. Le voisinage V,(p) d’un point p de R est l’ensemble
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de tous les nombres rationnels r satisfaisant l’ingalit: pr<p
+1/(n+1). Comme la famille . (n=0, 1, 2,...), prenons tous les
voisinages V(p); ils sont consquemment de rang n.

out voisinage V,(p) de p, raisons correspondre l’ensemble
V.*(p) de tous les points x de N/ qui satisfont px<p+l/(l+n).
Par suite, V.*(p) est un voisinage du point p de l’espace N+ du
rang n. D’autre part, si deux voisinages V(p), V(q) sont en
relation V(p)V(q), nous avons videmment V.*(p)V*(q). Donc,
si une suite des voisinages V’Vo(Po)V(p)...v(p)... est onda-
mentale dans l’espace R, la suite v*o(po)V*(p).., est ncessaire-
ment ondamentale dans l’espace N+. Donc, il existe un et un seul
point de N/ appartenant (v*(p). Appelons ce point l’image de
la suite +/-’ondamentale v. D’autre part, soit p* une collection maxi-
male de R. Pour deux suites iondamentales u et v de p*, il existe
une suite 2ondamentale w telle qu’on a la 2ois wu et wv.
Donc, les images de u, vet de w doivent concider. la collection
maximale p* de R correspond donc une et une seule image 0 des
suites 2ondamentales qui appartiennent p.

Inversement, soit un point quelconque de N/. I1 existe alors
au moins une suite ondamentale v,*,(po)V(p).., dont ous les
points Po, p, sont rationnels. Posons v(p.,)__v.*(p) (R. Alors,
V’Vo(Po)V(p)... est une suite ondamentale de R. Soit p* la
iamille de routes les suites ondamentales de cette sorte ( tant
fix). I1 est acile de voir que, pour deux suites fondamentales u, v
de cette amille il existe une, soit w, de la mme famille telle qu’on
air la 2ois wu, wv. D’autre part si une suite 2ondamentale
u n’appartient pas ’ cette famille, l’image de u sera distince de

et par suite il n’existe aucune suite ondamentale w qui satizfait
en mme temps wu et wv pour une suite v de la 2amille.
Donc, la iamille est une collection maximale de R. Ce rsultat
montre bien qu’ tout point de N/, il existe une et une seule
collection maximale de R dont l’image est 5. La correspondance
entre les points de N/ et les collections maximales de R est done
biunivoque.

Considrons ensuite la topologie de l’espace S. Soit p* un point
quelconque de S. Alors, chaque coordonne D de p* contient une
coordonne C de p* qui ne possde aucun point x ni aucun voisinage
V(x) de x contenant D. Donc, p* n’apprtient aucun ensemble
E(, V,p*). Si q* appartient E(, V,p*), on a p* q* et par
suite est situ droite de p, satisfaisant l’ingalit: -<
1/(t + 1) pour un t:>/. Donc, la topologie de Set celle de N. coinci-
dent. Nous pouvons ainsi identifier l’espace S avec l’espace N/.
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Or, on sait que l’espace R est compltement rgulier, et par
consequent R peut tre regard comme ua espace unforme.
M. A. Well a introcluit la notion de l’espace complets dans un
espace uniforme et il a demontr qu’ tout espace uniforme A on

peut associer un espace complet A du sens qu’il a defini et tel que A
soit isomorphe un sous-ensemble partout dense de A. Considrons,
maintenant, une suite de points de R: p,----1/n (n-l, 2,..) et posons- [P, Phil,... }. Cn (n- 1, 2,...) forment une suite de Cauchy. Ils
dterminent un point limite de la suite p (n-l, 2,...)dans l’espace

R. Cette limite sera distincte de 0, puisque la suite p(n--1, 2,...)
diverge dans l’espace R et que 0R. Cet exemple montre bien
que notre procd de completion est essentiellement different de
celui de M. A. Weil.

Exemple 5. Prenons comme R un sous-espace du plan P
d’Urysohn considr dans l’exemple 3 (II, 2). Nous adoptons
mme topologie de PU. Mais nous supposons que R est constitu
par tous les points (x, y) du plan dont deux coordonnes x et y sont
tous rationnelles. Tels points seront dits rationnels. Les voisinages
V.(p) d’un point p de R est l’intersection d’un voisinage W(p)dans
l’espace PU avec l’ensemble R: V(p)- W,(p) (R. Nous postulons
que le rang de V(p) est simplement celui de W(p). Ainsi Rest un

espace rang. / tout voisinage V,(p) dans R correspond un voisinage

W,(p) et inversement tout voisinage W(p) du point rationnel
dans l’espace PU correspond un voisinage V(p) de p dans l’espace
R, de sorte qu’on ait dans deux cas V,(p)-W,(p)R. Par cette
correspondance l’inclusion: V(p)2(q) entraine W(p)W(q) et vice

versa. route suite fondamentale u de R correspond donc une suite
fondamentale u* de PU dont l’intersection de tousles termes est un

point de PU. toute collection maximale de R correspond un point
de PU d’une manire biunivoque. I1 est facile de voir que l’espace

S peut tre identifi avec l’espace PU au moyen de cette corres-
pondance. D’autre part, nous pourrons dire que le procd de
M. A. Weil est inapplicable R parce que Rest partout irr.gulier.

( suivre)

7) A. Weil" Sur les Espaces k Structure Uniforme et sur la Topologie Gnrale,.
Actual. Sci. Ind., 17 (1938)(Paris).

8) Ibid., p. 19.


