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4. Une Remarque sur la Connexion Affine Symtrique

Par Sh6shichi KOBAYASHI
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Jan. 12, 1955)

1. Soit G un groupe de Lie connexe et a un automorphisme
de G dont le carr6 a est l’automorphisme identique. L’ensemble
des points de G qui sont invariants par a est un sous-groupe ferm6
de G que nous noterons par H,. Soit Hun sous-groupe ferm6 de G
qui est contenu dans H et qui contient la composante connexe de
l’identit6 de H,. L’espace homogne G/H est, par d6finition, l’espace
homogne symtrique 1, 3]. Le but de la pr6sente note est de
dmontrer le th6orme suivant:

ThorSme. Soi V-G/H un espace homogne sym$trique compact.
Supposons que le nobre des composantes connexes de H soit fini.
Alors il existe sur V une connexion riemannienne symdtrique invariante
par un sous-groupe compact K de G, K operant transitivement sur V.

Corollaire. Si le rev$tement universel d’un espace homogne
symtrique V=G/H est compact, il existe sur V une connexion rieman-
nienne symtrique invariante par un sous-groupe compact K de G, K
operant transitivement sur V.

Ddmonstration. D’aprs un thorSme de Montgomery 2, il
existe un sous-groupe compact K de G opSrant transitivement sur
V. Soit L l’intersection de K et de H. Evidemment on a V=K/L.

Soient ,,, et les algbres de Lie de G, de H, de K et de
L respectivement. L’hypothse que G/H est un espace homogne
symtrique entraine l’existence d’un sous-espace vectoriel de tel
que 3, p. 55]
() =+ =0
(2) [,]c
(3) [,] .
On volt immdiatement les proprits suivantes de b:

(4) =+ =o
(5) [,]c
(6) [,,]c.
Soit ds une mtrique riemannienne sur V invariante par K. Alors
la connexion riemanienne dfinie par ds est symtrique [3, p. 52];
c’est--dire la d6rive covariante du tenseur de courbure de Riemann
est zro, c.q..d.

Ainsi le problme topologique d’un espace homog&ne symtrique
compact G/H, o H n’a qu’un nombre fini de composantes connexes,
se rduit au problme de l’espace riemannien symtrique.
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