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93. Sur l’.quatlon Intgrale de Volterra

Par Tokui S et Akira IWkSAK
Institut de Mathmatiques, Universit de Kbe, dapon

(Comm. by Z. SUETUNk, ..k., July 12, 1955)

1. Notations et hypotheses. Dans cet article, nous voulons
tendre, au cas oh f(x) et K(z, t, u) sont mesurables, quelques-uns
des rsultats que l’un des auteurs a obtenus" coneernant l’quation
intgrale non linaire de Volterra

(

en supposant f(x) et K(x, t, u) continues.
Dans la suite, nous emploierons les notations suivantes-

I- intervalle ferm 0 x <: 1,
I" intervalle ferm 0 x r,

" domaine ferm 0 <: t x 1 dans le plan (x, t),
D" domaine (x, t) e , oo < u<: + oo dans l’espace (x, t, u).

f(x) et f(x) seront des fonctions bornes et mesurables; K(x, t, u)
et K(z, t, u) seront des fonctions dfinies dans D, continues par
rapport deux variables x et u pour presque route valeur de t dans
I, mesurables par rapport t et majores par une fonction sommable
M(t)"

K(x, t, u) M(t), K(x, t, u) M(t).
f(x, ) et K(x, t, u, ) seront galement continues par rapport

dans un intervalle A et satisferont aux mmes conditions que f(t)
et K(x, t, u) si l’on attribue une valeur quelconque mais dter-
mince dans A.

2. Rappel des rsultats connus. MM. A. Kanazawa et H. Mura-
kami ont obtenu le thorme suivant.

Thorme d’existence. L’quation intgrale (1) admet au moins
une solution mesurable et born$e dans I.

Le thorme suivant est vident et il serait inutile de le
dmontrer.

Thorme 1. Si l’$quation intgrale (1) admet une solution
u=u(x) borne et mesurable dans I, la fonction u(x)-f(x) est continue
dans I.

3. Solution maximale. Th6orme 2. Si K(x, t, U) est non d-
croissante par rapport u, il existe, parmi les solugions de l’$quation
int$grale (1), une qui est au moins $gale dans I routes les autres.

Nous l’appellerons la solution maximale.
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Soit v(> 0) une constante arbitraire. L’quation

2 ) u(x)=f(x) + v + K(x, t, u(t)) dt

admet une solution u=u(x) borne et mesurable dans I. Posons
w(x)=u(x)- f(x),

oh u=u(x)est une solution borne et mesurable dans I de l’quation
(1). w(x) et w(x) sont continues dans Iet w(O)--O, w(O)=. On a
donc l’ingalit

dans l’intervalle I, oh t(> 0) est un nombre suffisamment petit.
Dsignons par $ ]a borne supdrieure des $ tels que l’on air l’ingalit
(3) dans I. Si l’on avait $< 1, on aurait l’ingalit (3) dans ax < $

et w($)--w(e).
Mais alors on aurait

fK($, t, w(t)+f(t)) dt < + K(e, t, w(t)+f(t)) dt

et on ne pourrait avoir
On a donc l’ingalit (3) dans I.
On verra de mme que l’on a

pour v < v’. w(x) converge doric uniformment vers une fonction
(x) continue dans 1, et l’on a

w(x) <_

(x) K(x, t, w(t) +f(t)) d, C.Q.P.D.

Cette d6monstragion nous amgne imm6diaement au eorollaire
suivan.

Corollaire. Si K(x, t, u) est non dcroissante par rapport a u dans
D, la solution maximale u.,(x) de l’quation int$grale (2) tend uniform$-
.ment vers la solution maximale de l’$quation intgrale (1)pour O.

4. Thormes des comparaison. Th(orme 3. Si K(x, t, u) est
non dScroissante par rapport u, les inSgalitds

f(x) f(x), K(x, t, u) K(x, t, ) (u < U)
entranent u(x) t(x) dans I, olt u=u(x) est une solution borne et
mesurable de l’$quation intdgrale (1) et u=(x) est la solution maximale
de l’$quation int$grale

( 4 ) U(x)=f(x) + K(x, t, d(t)) at.

Si (x) est une solution de

f-5 ) (x) =f(x) + + K(x, t, (t)) dt

on a l’ingalit u(x) :d(x) dans I pour r] :> O. (x) tendant vers la
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solution maximale (x)de l’quation (4) pour ,e 0, on a u(w) (x).
Thorme 4. Si v--v(x) est une solution de l’inquation

6 ) v(x) f(x)+ K(x, t, v(t))dt

bornSe et mesurable dans Iet telle que v(x)-f(x) soit continue dans
1, on a l’ingalit5
7 ) v(x) (x)

dans I, u--(x) dSsignant la solution maximale de l’$quation intSgrale
().

L’quation intgrale (2) admet une solution u-u(x)borne et
mesurable dans I. (6) entralne v(0) f(0) < f(0)+=u(0). On a
doric v(x)< u(x) au moins darts un intervalle assez petit I,. I1 est
dmontrer que l’on peut prendre -1. Sinon, on pourrait trouver

une valeur $ telle que l’on air

v(x) < u(x) (0 < x < )
v() -u().

On aurait alors

v($) f($) + K($, t, v(t)) dt

< f(e) + + K($, t, u,(t)) dt =u,($),

ce qui est en contradiction avec l’galitd v($).= u,($), u(x) tendant
vers (x) pour v 0, on a l’ingalit (7) darts I.

5. Thormes d’unicit. Thorme . Si l’qtation intgrale

( S ) (x) K(x, t, (t))dt

n’admet qu’une solution identiquement nulle, les in$galit$s

(x, t, u) <__ (, t, ) (u < ),
K(x, t, u)-K(x, t, u’)[ K(x, t, lu-u’i) ((x, t) )

entrainent l’unicit$ de la solution de l’$quation intgrale (1).
Soient u--u(x) et u=v(x) deux solutions de l’quation (1). On

a alors

u(x)-v(x)l K(x, t, u(t))-K(x, t, v(t))ldt

f-K(x, t, iu(t)--v(x)i) dt.

u(x)-v(x)i est continue darts I et satisfait donc l’inquation
intgrale

w(x) K(x, t, w(t)) dt.
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La solution maximale dans I de l’6quation (8)6tant u(x)=-O, on a
u(x) v(x) 0 dans I.

D’aprs le corollaire du th6orme 2, on obtient imm6diatement
le ,h6orme suivant.

Th6orme 6. Si K(x, t, u) est non d$croissante par rapport u,
et si l’on a l’in$galit5

K(x, t, u, )-K(x, t, , )i K(x, t,
1$quation int$grale

()=f(, )+ g(, , (), )

admet dans (0 ) a() x 1 une solution et une seule u--u(x, ) qui
est Sgalement continue dans A pour (0 ) a() x 1, oit a() est
une fonction continue dans A.

Soit S(u, u,..., u,) une quelconque des fonctions max {u}, . u,
max {Iul}, .lu[ ou plus g6n6ralement une fonction quelconque

satisfaisant aux conditions suivantes:

1) S(u, u,..., u) est continue dans < u, u.,..., u < / ;
2) S(u + v, u. + v,

Z(u,, u,..., u)+ S(v, v,..., v);
3) ona

f-S(q(t), p(t),..., .q,(t)) dt

pour routes les 2onctions sommables (p(x) (j=l, 2,..., n).
On peut tendre) par l’intermediaire de cette 2onction S(u, u.,

...,u), les thdormes obtenus ci-dessus au cas d’un systme des
quation intgrales

u(x)=f(x) + K(x, t, u(t), u.(t), u,(t)) dt

(j--l, 2,..., n).

R6f6rences

1) T. SatS: Sur l’6quation int6grale non linaire de Volterra, Comp. Math., 11 (1953).
2) Voir le Mmoire paru dans ce tome.
3) Loc. cit.


