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1. Position du problme. Soit donne une quation diffrentielle

(1) -’---f(x, ),
dont le second membre est continu dans 3. M.M. Nagumo a appel
ensemble permettant g droite (gauche) un ensemble E tel qu’il existe
dans E une courbe solution issue droite (gauche) d’un point quel-
conque de E. Nous avons donn la condition ncessaire et suffisante
pour qu’un sous-ensemble de D ferm dans lui soit permettant

droite. Nous voulons tendre ce rsultat au cas o f(x, ,) est
continue par rapport / et mesurable par rapport / x.

2. Hypotheses. Supposons les hypotheses suivantes remplies:

(i) f(, )est continue loar rapport y;

(ii) fx, (x)) est mesurable quelle que soit la fonction continue
(x) telle que (x, (x)) e ;

(iii) fx, ’) est galement sommable par rapport x en chaque
point de , c’est-k-dire on peut faire correspondre / chaque point

(a, b) de 7) un voisinage U(a, b) et une fonction sommable F(x, a, b)
dfinie dans un voisinage de a de manire que l’on air

If(x, ’)1 F(x, a, b)
dans U(a, b ).

Une fonction continue (x) est dire une solution si l’on a

la courbe y--(x) appartenant . I1 est clair que cette ddfinition
est indpendante de la choix de la valeur a.

3. Topologies droite et gauche. Un ensemble maorant droite
(gauche) dans D est un ensemble E tel qu’une courbe solution issue

droite (gauche) d’un point quelconque de E et contenue dans D
soit contenue dans E.

Cela pos, nous introduisons deux topologies, topologie droite +
et opologie gauche - La topologie droite +, par exemple, est
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dfinie/ l’aide d’un systme des voisinages droits que nous dfinirons
dans la suite.

Soit U(a, b, ) l’ensembie dfini lar Ix-a[ < , -bl. Nous
dsignons par q(x, a, b, 8) l’ensemble des valeurs que prennent en x
les intgrales

b + f(x, p(x)) dx,

off (x) est une fonction quelconque telle que (x, (x)) appartienne

f-) U(a, b, ?) et que f(x, (x)) soit mesurable, et par qg(a, ,, $, )
l’ensemble des (x, )tels que y es distant de (z, a, b, ) au plus
de Ix-al.

S’il n’existe aucune courbe issue droite de (a, b) et contenue
dans , nous prenons pour le voisinage droit de (a, b) l’ensemble ne

contenan que le point (a, b). Dans l’autre cas, nous d6signons par

V+(a, b, , ) l’intersection de (a, b, , ) et de l’ensemble #2a, a+
0 x-a < , ]]< o, et par V+(a, b, ) un ensemble V/(a, b, , ),
off e prend une valeur telle que V+(a, b, , ) soit contenu dans

U(a, b, ). Les ensembles V/(a, b, ) formen le systme fondamentaI
des voisinages droits de (a, b).

Le syst6me + des voisinages drois ainsi dfinis satisfont aux
conditions suivantes:

1 I1 satisfait aux quatre conditions de Hausdorff;
2 V+(a, b, ) est majorant / droite dans 2a,
4. Th(orme d’existence. Un ensemble est dit ouvert droite

ou ferm gauche suivant qu’il est ouvert ou ferm par rapport/
la topologie /. On a alors le

Th(orme. Soient D un ensemble ouvert ( droite et E un sous-
ensemble de D fermd dans D (par rapport la topologie euclidienne).
Pour que E soit un ensemble permettant ( droite, il faut et il suffit
qu’il n’existe aucun point isol de E par rapport la topologie %+.
Une courbe solution contenue dans E est prolongeable droite dans E
jusqu’ la frontire de D.

La dernire partie du thorme signifie ce fair: si une courbe
solution y-(x), x e (a, a’}, contenue dans E, n’est pas prolongeable
dans E au del de x-a’, et si, a.(< a’) tendant versa’, o(a) converge

vers b’, le point (a’, b’) est un point frontire de D.
5. Dmonstration. (a, b) tant un point quelconque de E, on

peut trouver un voisinage V/(a, b, o)- V/(a, b, o, e0) contenu dans

D U(a, b). tant un hombre positi2 < 0, on peut trouver une
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fonc,ion P(x) satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) =P(x) repr6sente une ligne polygonale issue droite de

(a, b) et dont les sommets (a, bJ (k=l, 2,..., N; ao=a, bo=b) ap-
partiennent E;

(ii) on a

a e [a+,0-a, a+o},
(a, b) V+(a_, b_, ).

Pour le prouver, on remarque d’abord qu’une suite de points

(a, b) e E (k-l, 2,..., N) satisfaisant aux conditions (4) et la

condition a.< a+eo appartient V+(a, b, ) pourvu que soit assez
petit. On considre routes les telles suites. Soit a la borne supri-
eure de l’ensemble A des nombres a. I1 suffit de montrer que l’on
a -----a +’o.

On peut extraire de A une suite {a] convergeant versa. I1
existe alors une suite de points (a, b) eels que

/ a b,
pour k=l, 2,..., N; ao, a. et bo 6rant 6gaux / a, a, et b. Posons
,=b..,.. On peut supposer que (a, B) converge vers un point

(a, ). E 6rant ferm6 dans D, le point (a,/9) appartiendrait, si
< a+0, l’ensemble E. I1 existerait alors un point

EN v

’ designant un nombre positif < . Si n est assez grand, on aurait

(a’,/9’) V+(a, B,, ). Si l’on pose (a,, b,)- (a,, ,) pour k-- 0, 1,...,

N, et N=N,+ 1, (a, b)=(a’, B’), les conditions (4) seraient vrifibes.
.A contiendrait donc le nombre a’ plus grand que a contrairement
la dfinition de a.

Soit {t} une suite convergeant vers 0. L’existence de la fonc-

tion P(x) satisfaisant aux conditions (i) et (ii) 6rant assur6e, nous

d6signerons par P,(x) une fonction satisfaisant aux conditions que
nous obtenons en remplaant par t dans (i) et (ii). La suite

{P.(x)} est normale dans [a, a+eo>, car il r6sulte de
--+ P"+6

P,(x)-P(x’) __< J F(x, a, b) dx+ ,(x’-x)

l’6gale continuit6 de la suite. On peut donc supposer qu’elle converge
vers une fonction (x) continue dans [a, a + o >. E 6rant ferm6
dans D, la courbe =(x) est contenue dans E.

0n peut trouver une fonction (x) convergeant vers (x) uni-
form6ment dans [a, a + Co> et telle que l’on a (z, (x)) e et
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P(x)-+-Jr(x, ,(x)) dxl $o.

On a par suite (2) dans a, a+0>.
Pour d6montrer la deuxime partie du th6orme, il suffit de

montrer que si (a, (a)) (a’, b’) D, la solution (x) est prolonge-
able au del de a’.

E 6rant ferm6 dans D, (a’, b’) appartient E. Soit (a’, b’,
’) l’ensemble des (x, if) els que ff est distant de (x, a’,b,$) au
plus de e’+[x-a’ . Nous donno K e et ’ des valeurs telles que

V-(a’, b’, , ) U(a’, b’, ’), 0 < ’ < -’,8’ tant un hombre plus petit que .
L’intersection V-(a’, b’, , , e’) de (a’, b’, 8, , e’) et de 9a’-, a’

est majorante gauche dans 9a’-e, a’j. Si n est assez grand,

(a, (a)) appartient V-(a’, b, , , ’). Par suite (x, (x)) ap-

partient V-(a’, b’, , , ’) dans l’intervalle (a’-e, a]. 0n en

conclut que (x, (x)) appartient V-(a’, , , , ’) pour

’ pouvant tre pris aussi petit que l’on veut, (x) converge vers

b’ lorsque xa’-O. (a’, b’) appartenant E, la solution est pro-
longeable au del de

5. Corollaire. Nous obtiendrons, comme un corollaire, une
extension du thorme d’existence bien connu de M. 0. Perron.

Considrons une seule quation
(5) y’--f(x, y),
dont le second membre est dfini dans la rdgion

( 6 ) a x <: a’, (x) y (x),
_(x) et (x) dtant des fonctions continues dans l’intervalle a,
Nous supposons de plus les conditions suivantes remplies:

(i) f(x, y) est continue par rapport yet mesurable si l’on
remplace y par une fonction continue cp(x) telle que

=< =_<
(ii) il exise une fonetion sommable F@) elle que

(iii) on a
If(x, Y) I F(x);

z(x) _>_ f gx,

pour a x <: x < a.
Darts ces hypothises, la r6gion (6) est pour (5) un ensemble

permettant droite.


