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141. Sur l’Endomorphisme Compldtement Continu

Par Masuo HUKUHARA et Yasutaka SIBUYA
Institut de Mathdmatiques, Universit4 de Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., NOV. 12, 1955)

1. La thorie des endomorphismes compltement coninus de
l’espace de Banach a dtg tablie par Riesz) et Schauder.) M.J.
Leray) a substitu l’espace de Banach l’espace topologique lingaire

voisinage convexe. Rcemment M. J. H. Williamson) a russi
supprimer la convexit de voisinages. L’un des auteurs a obtenu
indpendamment de lui les mmes rsultats par une voie diffrente.
I1 l’a montrd l’occasion de ses lemons et puis l’autre a remarqu
que l’on peut tablir la thorie mme dans l’espace ()linaire sans
aucune modification essentielle dans les raisonnements.

2. Donnons d’abord quelques dfiniions et les rsultats qui s’en
dduisent.

Soit un espace () de Frche oh. la topologie est dfinie
l’aide d’un systme de suites f(R)(x); x e t} satisfaisant aux conditions
suivantes:

1 la suite [x} telle que x--x appartient (R)(x);
2 une suite partielle de la suite (R)(x) appartient (R)(x);
3 (R)(x) (R)(y)-- 0 pour x y.
Un point a es appeld point adhgrent de l’ensemble E si l’on

peut extraire de E une suite e (R)(a). Un point a est par dfinition
intrieur E, si a n’est pas un point adherent de l’ensemble com-
plmentaire de E. Tout ensemble l’intdrieur duquel se trouve a
est par dfinition voisinage de a. Le systme de ces voisinages
{(x); x e Ot} ddfinit la mme %opologie . On dit qu’une suite de
points a} converge versa si un voisinage quelconque de a contient
presque ous les a. Une suite e (R)(a) converge versa.

Une suite {as} convergeant vers a est caractrise par la propriSt
suivante: de route suite partielle de la suite on peut extraire une suite
partielle e (a). Si une suite converge vers a et si ab, elle ne
converge pas vers b.
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2Si un syst6me de suites satisfaisant aux trois conditions 1
3 d6finit la m6me topologie , il est dit fondamental.

3. Nous supposons de plus que iR soit un espace vectoriel sur
un corps de hombres complexes (ou r6els) satisfaisant aux conditions
suivantes"

4 {x} (x), {y} (y)==>{xq-y} (x+y);
5 e
Si {x}, {y,} et } sont des sSries convergentes, on a

lim (x+ y,,) lira x+ lim y,,
lim (ax)- lim , lim x.

Le systme (a) est alors l’ensemble des suites {x+a} reales que
[x} e(=(o)). Le systme (a) est form des ensembles
v

4. Un ensemble E es% dit born6 si l’on a la condition: si {x,}
est une suite extraite de E et si {e} est une suite de hombres
convergeant vers 0, la suite {e,x} converge verso. Un ensemble
E est dit compact si l’on peut extraire d& oute suite extraite de
E une suite .artielle convergente. Un ensemble compact est borne.

5. Soit M un sous-es.ace ferm4. L’image par M d’un voisinage
de o est par d4finition voisinage de M dans l’espace quotient 9i/M.
Le systme de ces voisinages d6finit la topologie /M de l’espace
quotient. L’image par M de {(x); x e 9} est un systSme fondamental
de suites dans 9}/M. L’image par M d’un ensemble E est born$e ou
compacte suivant que E est born$ ou compact.

6. Un sous-espace la dimension n est homomorphe l’espace
euclidien . I1 est donc ferm4.

Soient E un ensemble born6, M un sous-espace ferm4 et N un
sous-espace tel que dim N< , MN- {o}. L’ensemble {x e N;
EMxO} est borne. 0n en d4duit que, si O<a<l, on peut
extraire de E un point a tel que aEMa=O. A l’aide de cete
proprietY, on peut d4montrer que s’il existe un voisinage compact,
la dimension de l’espace est finie.

7. Soit L un op4rateur lin4aire qui applique t dans un esace
() lin6aire 9t’. L est dit continu si l’on a Lxo’ pour {x,}
Cette condition est 4quivalente la suivante: chaque voisinage
V e ’ on peut aire correspondre un voisinage U e tel que L{U} V.
Lest dit compltement continu, s’il est continu et si de plus il
existe un voisinage dont l’image est compacte. 0n a 6videmment
la proposition suivante.

Si L est un endomorphisme continu et si K est un endomorphisme
compltement continu, LK et KL sont complStement continus. Si L
et K sont des endomorphismes compltement continus, L+K est com-
plOtement continu. Si Met N sont des sous-espaces ferm& tels que
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ML[N} et si L est un endomorphisme compltement continu, ML
est un oprateur compltement continu de 9i/N dans 9i/M.

8. L tan un endomorlhisme de 9t, nous dfinissons les sous-
espaces N et N par N-L-[o}, N=L[}. Les entiers et ,
sont d6finis par

:inf{n; N-N+], -inf{n;N-N+,].
Si l’on a toujours NmN+, nous posons =. De mme
sigaifie que l’on a NN,+ pour tousles n. Nous avons montr6)

que si et , sont finis, ils sont 6gaux. I1 en r6sulte l’alternative
de Fredholm. I1 s’agit done de d6montrer que et, sont finis,
en supposant que K=I-L sol% compl6tement continu.

9. L’end,omorphisme K-I-L est compl6tement continu. I1
existe d,onc dans N un vosinage compact. Par suite la dimension
de N es finie.

10. Soit V un voisinage dont l’image par K est compacte.
Pour dmontrer /< c, nous supposons le contraire. Si 0<a< 1,
on peut extraire de N’ V un point a tel que

(aV)aN-’=O.
Le point b’=Ka appartient N mais non N-. On peut extraire
de la suite [b} une suite partielle convergente [b’’}. Soit a sa limite.
Si m< n, le point x dfini par b-b"=x- a appartient N-. Par
suite b-b appartient N-(-a") et non a V. Ceci est absurde
parce que la suite [b’’} est convergente. I1 est donc dmontr que
# est fini.

11. Pour dmontrer que N est fermi, il suffit de le montrer
pour le cas de n=l. Soit a un point adherent de N. On peut
extraire de N une suite [a} e (a). On peut crire a-Lb,. Si
.NbVO, on peut supposer que be V et que la suite [Kb}
converge, vers un point c. La suite lb.} converge alors vers le point
b=a+c et l’on a a=Lb e N.

I1 en est de mSme s’il existe un nombre positif a tel que
NbaV0 pour une infinit de n. Supposons donc la non-existence
d’un tel a.

On peut prendre le hombre positif o, e.1 que
Nbo,V=O, N b2,VO, o.-.

On peut supposer que b, e 2aV et que la suite des points a’-Kb’
o b-- b converge vers un point a’. On a alors

1 a’ Lb’-a, --> o,b’-- a’ +-2.-a 20.,
et puis La’=o. Or la relation Nb,aV=O est qu,ivalente

5) M. Hukuhara" Thorie des endomorphismes ’de t’espace vectoriel, Journ. Fac.
Sci., Univ. Tokyo, I, 7, 129-192 (1954).
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b N (1/2V} et (b’} ne peut converger vers aucun point de N. On
arrive donc / une cont.radicion. Par suite 2V est fermi.

12. NKest un endomorphisme compltement continu de l’espace
quotient ]N e l’endomorphisme NL=N,,-NK fair correspondre

N N_/N. 0n en conclut que la codimension de. N est finie.
1. Pour dmontrer < , supposons le contraire. Si 0<a< 1,

on peut extraire de NV un point a, tel que (aV)aN+,=O.
Si re>n, le point x dfini par b-b=x-a appartient N+, et
l’on a b-b e N+(-a). 0n peut en dduire une contradiction
comme au n 10. L’entier , est done fini.

14. Dans le cas de --0, t’endomorphisme H d$fini par

L--I-H est compltement continu.
Pour dmontrer la continuitY, prenons une suite = [a} e (o).

Un raisonnement pareil celui du n 11 montrera que l’on a b
pour presque tousles n si a es assez grand.

Soit ’ une suite partielle quelconque de . 0n peut extraire
de K’=KL- une suite partielle convergente K". Soit b sa
limite. "--"+K" converge vers b, car "-L’ es une suite
parielle de . 0n a donc Lb=o, ce qui exige b-o. Par suite
converge verso.

L- ant continu, W=L[V} es un voisinage de o. Si
une suite extraie de W, =L- est une suite extraite de V. Si

’ es une suite partielle de , on peut extraire de K’--KL-
une suite artielle convergente K". H"---K" es une suite
partielle convergene de He’. H[ W} est donc compact.

15. Si =<, t es la somme directe de N, N. Soit
e--I- un endomorphisme supplemenmr de L. Si l’on restreint

L N, on renre dans le cas de =,=0. est donc compltement
continu dans N. I1 es compltement continu aussi dans N car
dim N< . Par suite, est un endomorphisme compltement con-

tinu.
16. Soit * un espace conjugu de 9t. Nous supposons que K

est complement coninu dans l*. Nous dfinissons les sous-espaces
N* et ,N* par

N* o* L-, N*= [t* L,
et les entiers * e ,* par

* =infn; N*=N*}, *-inf[n; N*-,+N* }.
Alors, d’aprs les rsultats obtenus anrieurs, on a

dimN* codim N* -dimN-codim
,=N, ,N*-N.

17. Pour que l’on obtienne ces relations, il suffit que Let
soient dfinis dans 9t*. Par exemple, on peu prendre pour
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l’ensemble des fonctionnelles linaires dfinies dans .
18. Appelons valeur propre la valeur telle que L--I-K

applique au moins un point 4=0 sur o. I1 est facile de voir que
l’ensemble des valeurs propres est fermi. Soit une valeur propre.
Les sous-espaces N, N correspondant LF seront dsigns par
N[, NF]. Puis nous dsignerons par [], [] les entiers, correspondants. On a toujours []--F]<: . N[], N[]
tant indpendants de n pourvu que n dpasse a], ,a], nous les
dsignerons par N[a], N[a]., est la somme directe de N[a], Na]. n’est pas une
valeur propre pour K restreint i N.a]. Par suite, la valeur assez
proche de a n’est pas une valeur propre pour K restreint Na].
D’autre part, on volt sans peine qu’aucune valeur 4=a n’est propre
pour K restreint N’]. On en conclut que toues les valeurs
propres sont isol$es.

19. Dans le cas oh K est un endomorphisme compltement
continu d’un espace topologique linaire, nous prenons pour (R)(x)
l’ensemble de routes les suites convergeant vers x. K est complte-
men,t continu par rapport la topologie dfinie par le systme des
suites (R)(x); x e J}. Nos rsultats sont donc applicables.


