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153. Thorme de Krein.Milman et le Balayage de
Mesures dans la Thorle du Potentiel. I

Par Shin-ichi 1VTSUSHITA
(Comm. by K. KU.NUGL M.J.A., Dec. 12, 1955)

Introduction. L’objet essentiel de ce mmoire est de recon-
struire la thorie du balayage de mesures par le moyen d’un beau
horme de MM. Krein-Milman sur points extrmaux. L’ide
d’appliquer une mthode topologique la thorie du potentiel,
notamment celle du balayage fonde par H. Poincar, a t utilise
intelligemment par M. H. Cartan, dont l’argument.ation a t base
sur la mthode de projection orthogonale dans l’espace pr&hilbertien
des mesures d’nergie finie. Quelques annes plus tard, cette idle
a t rapporte et gnralise: en s’appuyant sur la thorie des
distribution, dans plusieurs travaux de M. J. Deny.

Nanmoins, l’autre point de vue le procd du balayage d’une
mesure sur la frontire (ce qui est un cas primitif et classique
du balayage, et le cas gnral sera bien dduit de ceci) se rduit
essentiellement / la representation de cette mesure par la limite
de combinaisons convexes, ou l’intgration sous une bonne dfinition,
des mesures qui sont les points extrmau d’un ensemble convexe
engendr par certaines mesures.

Dans la suite, nous ne utilisons alors aucune thorie que le
thorme de MM. Krein-Milman et au plus quelques proprits trs
lmentaires du potentiel, qui sont rpandues aujourd’hui.

1. Rappels sur mesures. Bornons-nous considrer un espace
euclidien n dimensions E=E pour n 3; les notations suivantes
sont utilises:

(E)=espace vectoriel topologique des mesures de Radon sur
E, espace muni de la structure uniforme vague.

+(E)=cSne convexe dans 2(E) form des mesures positives.
I(E)=sous-espace vectoriel de 2(E) form des mesures

bornes; pour la topologie de la norme (topologie ultraforte), il est
un espace de Banach et sa topologie faible est gale celle induite

1) M. Krein-D. Milman" Studia Math., 9, 133-138 (1940); voir encore N. Bourbaki:
Espace vectoriel topologique, Livre , Hermann, Paris (1953).

2) H. Cartan: Ann. Univ. Grenoble, 22, 221-280 (1946).
3) J. Deny: Ann. l’Inst. Fourier, 3, 73-101 (1951), et Med. Lund Univ. Mat.

Sem., Supplmentband, tillignat M. Riesz, 47-61 (1952).
4) Dans tout cet article, il ne sera question que d’espaces vectoriels sur le corps

rel; quand on parlera d’un espace vectoriel sans prdciser son corps des scalaires, il
sera sous-entendu que ce corps est rel.
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par la topologie vague de (E). Munissant de cette topologie
faible, il est le dual topologique l’espace de Banach L(E)des
oncions coninues (sur E) et tendant vers 0 au point l’infini.

En remplaant E par un ouvert ou compact (.) quelconque, nous
dfinirons (.), /(.), et (.) analogiquement ceux ci-dessus.

ECant donn un domaine compact D dans E, avec sa 2rontire F
et l’intrieur D, on dsignera par T2:(D) l’ensemble convexe des

mesures positives de la norme 1 rparties sur D: analogiquement,
on dfinit encore .o+(F).

Comme o+(D) es ultraortement born et faiblement ferm
dans 2(E), il est vaguement compact.

Nous erons usage quelque2ois des notations: .*(-)=espace des
mesures support compact dont le support est contenu dans (.), et
*o(D)=.*(D)):(D). Notons en passant que *(D) est vague-

ment dense dans Y2(D); en effe; l’application x e D-->e. (la mesure

poncCuelle+l place x e D) est un homomorphisme de D dans

(D), donc %oute e (D) es vaguement adhrente l’espace des
mesures dont le support es fini et contenu dans D.

2. L’espace vectoriel norm( H(D). Nous dfinissons d’abord:
H(D)--espace vectoriel des poCentiel newtoniens des mesures t

de *(E-D), c.--d., avec le support compact dans E-D, et conti-
nues sur E. H(D) est alors un sous-espace vectoriel norm de
L(E), pour la norme uniform IIfIl=sup If(x)I, e oue onction
de H(D) est videmment harmonique dans D. Nous dsignerons par
H^(D) l’espace dual opologique H(D), espace muni de la topologie
de la convergence simple dans H(D).

Or, ou.e mesure / e 0+(D) dfinit un lment ^ e H(D) de
telle manire que

t (f)-yfdt, pour route f H(D)"(2,.1)
quand t dcrit o+(D), l’ensemble de tous les ^ est not M^(D).
Comme H(D)L(E), l’application A de :(D) sur M^(D), par

-->^ dans (2.1), est uniformment continue, d’ofi. M^(D) est aussi
compact (et convexe). En s’appuyant sur le thorme de MM.
Krein-Milman, on en dduit:

Proposition 1. M^(D) co’incide avec l’ enveloppe fermSe convexe
de ses points extrSmaux dans l’espace vectoriel topologique H^(D).

Soient x un point quelconque (e E) et 27, une sphere de cenCre
x, on dsignera dsormais par la mesure sphrique uniformment

5) Nous sommes convenus, dans cette Note, de ddfinir le potentiel newtonien U
d’une mesure z comme une fonction U(x)=(r:-n(x, y)dp(y) pour la distance eucli-
dienne r(x, y).
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rpartie sur X. de masse otale + 1. Dans la suite, nous faisons
usage la convenance suivante: pour tout point yen dehors de 2,
on a videmment U(y)=UZ(y) et donc, quelle que soit la sphere

X(E--D), on a

f dt fU d. (pour route .e :(D)),
qui est=(UZ’), U" tant dans H(D).

Proposition 2. L’ ensemble des points extrmaux de M (D), not
Ext. M(D), est constitu$ des $l$ments d$finis par les mesures ponctu-
elles de norme 1 e plac$es dans la fronti$re F, c.--d., e :(F).

Dmonstration: 1) Si e :(D) n’est pas ponctuelle, ne
peut tre extrmal; en effet, supposons le support de Ext. M(D)
contienne au moins deux poiats x et x de D, alors il existait deux
spheres X et X des centres x et x respectivement telles que leur
intersection XX soit vide. Dsignons par , , et les rstric-
tions de XD, XD et D-(XX) respectivement et
posons ,=/ ofi =l t li pour i=1, 2, et 3; on a alors

3(2.3) :. et e(D).
Considrons ensuite une droite passent x et x, dans laquelle

prenons un point z tel que z E--D et que :minr(t, z) soit >
p:maxr(s,z); soit encore X une sphere de centre z telle que

(E- D), on a d’aprs (2.2)

done g e , (al/(l-))7 + (/(I- )) est un poin
intrieur du sgmen zonnezff de avec ,$ dans M(D); enfin

(I-), +a$ contrairemn i Ext. M (D).
2 ) Six D, C n’es pas extrmal; en effe, tout fH(D)

ant harmonique darts D, on a =I(2 +2) o ehaque es la
restriction d , sur une demi-sphre, couperan 2,D en deux,

M(D) Dour i=l, 2; eeei aehY I dmonsrion.
Nous dsierons par P le sous-ensemble de P de tels points

x que j Ext. M(D); c’est ensemble des points-frontires rguliers
eomme on le Yerra plus rd ( ).. Construction du alaage. Conormmen i la proposlion I,
il en rsule que, ant donn un M(D), il existe Dour tout
hombre >0 et H(D) en hombre fini, une combinaison convexe

des , o x e Fo, elle qu’on al
(3.i) ’(I)-(&) , our -i, 2,..., k.
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Une famille filtrante des X(f,..., f; ), l’ensemble des mesure
e 2(1) satisfaisantes / (3.1), dfinite une basse d’un filtre

dans l’ensemble :(/’); comme ):(F) est vaguement compact, un
ultrafiltre 0 qui contient converge vers une mesure ;. e ()
vrifiant videmment

(3.2) (f)=.(fd, quelle que soit f H(D).6)

0n dit que cete mesure -. est une mesure balaye de sur la
frontire" on s’en va montrer l’unicit de mesure balaye dans la
suite.

Soient x un point quelconque de E-D et e (D) (de norme

1 et avec son support D); en prenant une sphere 2E--D de

x, on a d’aprs (2.2) et (3.2) que U(x)-]Ud-(U)centre

(U) fU d,.- Ur(x). D’ailleurs, comme Ur est semi-continu

infrieurement, on a Ur(x) lim U’(y)-lim U(y)= U(x), off x F

et ye (E-D), parce que e(D). I1 rsulte de l que Ur est
bornd sur E et satisfait
(3.3) UU" partout sur E, pour e $(D).)

Lemme. Soit {D} une suite des domaines, avec les frontires
compactes F, tels qu’on air D+D et D--D; dsignant par
une mesure balaye de e :(D) (:(D)) sur F pour chaque j, on
voit qu’il existe une sous-suite ,, telle que , converge vaguement
vers une mesure ,. balaye de sur F.

Comme :(D) est vaguement compact, l’extence de [,,} qui

convergent vers une ,.et:(F) est vidente. Pour toue e*(E-D),
il existe un j’ tel que D,(le support de ) soit vide, donc la conti-
nuit de l’application A de :(D,) sur M(D,) entraine que

o ;Uz, (U)-,.,(U) converge vers ,. (U) tant arbitraire dans H(D),,. est une mesure balayde de , sur F, ce qui prouve le Lemme.
0r, en considdrant ,. elle-mSme comme une mesure balaye de

quelle que soit # e g(D). D’autre part, le potentiel est irieure-
ment semi-continu pour la opologie vague de mesures, on a

[U’d# lim/U d, (# 6rant de la norme 1), d’o5 r6sulte

) P l’ue ionnemen, on peu pouve l’exisenee d’une , eomme

es 6videmmen em non-vide, los l’ineeeion =(fi f,; O, vin
f;(D) >0, es ussi non-vide pee que () es eompe, d’ofi une ,
exise..

) n effe, , es poe p , su lquollo . , d’o 6sule (8.B) en
veu du pineipe do mximum (eerie , es videmmen de l’nio finie).
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Analogiquement, f : d..

f,,,:fv,-f,, fv. ’,, .>, .--.,
fv,-fv,; corn , ,e ., o, e, eonelut:

(3.5) fu d,.- fur d,, , ete (D).
Posons ,=, (3.5) exprime alors que U=U’r et fortiori

U=U sur un noyau de ;s si est de l’nergie finie (par
exemple, il est le cas o
sur E. D’autre part, pour un point x en dehors du support de

et appartenant au support

=U’(x) off y e E-D, ce qui montre que UU% sur un noyau

de , et donc sur E. Enfin, on obtient Ur=U partout et .=,
ce qui tablit l’unicit$ de la mesure balaySe d’une mesure e (D)
sur la frontire N (quand la mesure balaye est de l’$nergie finie).

(a suivre)

8) On dit qu’un ensemble A est noyau d’une mesure si le compl4ment de A est
de mesure nulle pour z; voir H. Cartan: Loc. cir. Par contre, le support d’une
mesure z est l’intersection des noyaux ferm4s de z.


