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29. Thorme de Krein.Milman et le Balayage de
Mesures dans la Th$orie du Potentiel. III

Par Shin-ichi M:ATSUSHITA
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.., Feb. 13, 1956)

8. Le cas d’un ensemble ferm6 g6n6ral. I1 n’y a aucune dif-
fieult pour 6*endre la d6finition de balayage aux ensembles compacts
ou ferm6s g6n6rals (au lieu d’un domaine eompaet): en effet, on
peut aller d’une manire route analogue au cas qui a 6t6 6tudi6
aux paragraphes pr6c6dents 1-7.’)

1 Le cas d’un compuct K. Les r6sultats que nous avons
obtenu dans les numeros pr6c6dents restent tout entier vrais quand

m6me nous remplacerions le domaine compact D par un compact K
en consid6ran int (K)-D (il se pourrait que int (K)--0, mais en-
core le principe de ]a d6monstration 6nonc6e dans 1-6 sont bien
valide comme nous le verrons ais6ment).)

2) Le cas d’un ferm non borne. Soit Fun ensemble ferm6
non born6 quelconque; alors on n’aura maintenant qu’ remplacer
:(D) et M^(D) par .(F) et M(F) respectivement:

i(F)-ensemble convexe des mesures positives de norme
sur F,

M;(F) ensemble des fonctionnelles lin6aires continues d6finies
par (2.1) pour route mesures e .+(F) sur l’espace vecoriel norm6
H(F).

Comme (E) est un espace de Montel, i(F) est encore vague-
merit compact et d’apr6s la continuit6 d’application -+^,
est compact (et convexe) dans le dual topologique H^(F)/ l’espace
vectoriel H(F) muni de la topologie faible; ainsi, la Proposition 1
reste valide pour

En d6signant l’ensemble des points extr6maux distincts de 0 de
M:(F) par Ext. Mr(F), *) la Proposition 2 est vraie en remplaant
Ext. M^(D) par Ext. M:(F). Toutefois, dans la partie 1) de sa
d6monstration, il est besoin de faire une petite modification, c’est-
/-dire, comme il est 6vident qu’il existe un point z e E-F tel que

1) S. Matsushita" Thdorme de Krein-Milman et le balayage de mesures dans
la thorie du potentiel. Iet II, Proc. Japan Acad., 31,643-647 (1955); 32, 29-34 (1956).

2) Ddsignons par int (A) l’intdrieur d’un ensemble A.
3) H(F)-espace vectoriel norm4 des potentiels newtoniens continues des mesures

de t*(E-F), cf. ill.
4) Comme t(F) est compact et convexe, le thdorme de Krein-Milman est aussi

applicable pour t(F); il est dvident que O^(fonctionnelle nulle) est un point extr6mal
quand F n’est pas compact.
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r(x,z) >r(x.,z) pour deux poinCs x et x dans le support d’une
mesure , qui n’est pas gale une mesure ponctuelle, on peut
prendre deux spheres 27 et 2:: du rayon go<[r(x, z)-r(x:, z) des
cenres x et x: respectivement; appliquons alors ces et : le
mme raisonnement comme dans la dmonstration de la Propositioa
2, 2, ce qui montre que n’est pas extrmal. 2 ) reste vrai
sans aucune modification. De plus, on a:

3) Si la mesure ponctuelle , n’est pas de norme 1, , n’ap-
partient pas Ext M: (D). en effet, ,. a + (1 a)0 off a= II 2 lI < 1

Proposition 2. L’ensemble des points extrSmaux de M:(F) se
constitute de l’ldment zdro 0 et des dldments de Ext. M:(F); route
mesure de Ext. M:(F) est ponctuelle de norme 1 et pace dans F
(la frontire de F).

En considrant O(F) au lieu de :(F), reste encore valide.
Par consequent, il en est ainsi des galits fondamentales (3.5), (5.1),
et (5.2), de plus, de Thormes 1 et 1TM. Toutefois, quant l’ga-

lit fd,-fd, dans les Propositions e i., il n’en est plus de

mme; en effet, si E-F est relativement compact, on peut prendre
une mesure sphrique sur X $elle que E-FX, alors on a U(x)
0U r(x)=k p. p. p. sur F et UZ(x)<k pour x e int (F), parce que

U est harmonique dans int (F) qui s’tend h l’infini. D’ofi il vient

que .(d>k-.(Ud,--k-.fUZd,-fd, (d’aprs (3.5)), quelque

soit la mesure ayan le support dans int (F) et de l’nergie finie.
9. Le cas d’un ensemble ouvert gnral. Soien$ D ensem-

ble ouvert quelconque et F la fr6ntire de D; prenons alors une
suite dnombrable des ensembles ferms F, tels qu’on ait

i) F,D,D-F,+O-F,,
ii) F %(D-F,).)

Pour une mesure e +(D), dsignons par les restrictions
de F, et par les mesures balayes de sur les frontires
F. de F, pour out n(--1, 2,.-.). 0n voit que , convergent vague-
ment vers et qu’il existe parmi les , une sous-suite [} qui

converge vers une mesure dfinie sur F, comme O?(D) est
vaguement compact.

Proposition 8. Pour route , e (F) de l’Snergie finie, on a

5) Par exemple, on peut prendre Fn=D-2:erB oh B d4signe une boule ouverte
de centre x e F du rayon 1/2 (cf. Ddmonstration de Thdorme 3).

6) On aura soin de ne pas confondre +(D) et (D); zeg+(D) est r4parti4e
dans D.
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Dmonstration: Dsignons par , la mesure balaye de , e

/(E-F) sur F au sens du 8 (ou ); en vertu du Lemme dans
3, on peut choisir parmi les ,. une suite [,..} qui converge vague-

ment vers la mesure ,,.v Etant donn un nombre e0 quelconque,

il existe un entier j’ tel qu’on air U<U’+e/2.

D’ailleurs, comme , est continue sur -int (F.+), il existe

un entier n0 tel que f d, < + e/2 pour tout i tel que

n Uo. I1 suit de 1 que.fUbd# fU-’ P,,’<j, d+e/2<

JU’d#l}+s<fUd}+, par suite,

s tant arbitraire, on en eonelute

D’autre part, on a .=.} (en eonsidrant . e+(F) elle-mme
eomme une balay4e de . au sens g4n4ral) paree que. est de l’4ner-

gie finie, et il es{ clair que U}lim U, lim U,-U; par eon-

d’o (9.1).

avons ainsi 4tabli le
Th&or&me 4. Soit D un ensemble ouvert quelconque ayant la

frontire E; pour route mesure # s +(D) il existe une une sle
mesure }(=# off F=E-D), appel& la mesure balayde de # sur F
(ou sur F), telle qu’on air

a) U U partout sur E,

) U-Ub sur E- et B p.p.p, sur F.
Remarque 1. On volt aisment que dans un sous-domaine du

complmen de F qui ne contient aucune pattie du support de

on a 7) U >U.
Remarque 2. On peut aussi, comme l’a fair M. H. Caftan (Loc.

cir.), tablir la notion du balayage intrieur ou exrieur pour un
ensemble g4nral; mais nous nous contentons ici d’exposer le
Thorme 4 ci-dessus.

7) Si F n’est pas compact, c.g-d., elle s’dtend h l’infini, chaque l"j n’est pas compact
et il est besoin de remplacer par t,+, mais le Lemme reste encore valide.

8) On ne peut employer ici les dgalitds (5.1), (5.2), etc., parce que le sens du
balayage pour z, est diffdrent de celui pour u, dans la ddmonstration ci-dessus; c’est-
i-dire, zet+(D) mais ue.+(l ).
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10. Les problmes de Dirichlet et de Robin. Conformment
la dfinition dans 6, on appelle encore poing-frongire rgulier tout

-Ur(x) pour tout.e e +(D), of D est un en-x e vrifiant U(x)
semble ouvert quelconque, et poin:fronire irrgulier tout point
de qui ’est pas rgulier.

En vertu de (9.1), on volt immdiatement que l’enemble des
points-frontires irrguliers d’un ouvert D est de capaci nulle. De
plus, on a

Proposition 5. Pour que x soi$ un poin-frongire rdgulier d’un
ouverg D, i. fau$ eg il sung que, pour oue suite des poings {y} de
D telle que y, [ or} soig convergence vaguemen$ vers la mesure .

Dmonstration: 1) Soient et ’ mesures sphriques de masse
totale+ 1 de centre commun; alors U-’ est une fonction continue

support compact et r--’ est de l’nergie finie. Dsignant par
r; et r* les restrictions de -sur D et E-D respectivement, on a

[U<’)de+ lim/U*dU<’)(x)+ U*(x); si x est un point-from

tire r4gulier, on a U<’)(x)-U’(x)et donc U(x)
ce qui prouve que (e)e vaguement.

2) R4ciproquement, soit x un poin-frontire irr4gulier et
supposons que (,) pour route suite [y} telle que y Dx;

f .f flimalors U(y) Ud() et lim U.r(y) hm Urd()

() (d’aprs (9.1))U(x), donc par le mSme raisonnement que da
la dmonstration de Prop. 6 on obtiendrait une contradiction.

Or, nous considrerons ensuite le problme de Dirichlet pour un
domaine quelconque D ayant la frontire . I1 n’offrira maintenant
aucune difficult de reconnatre la solution; pour une f e C(F) quel-

conque, la solution f(x) est reprsente par

z

Nn. effe, renons les domines eomaes .P v6rifian les condi-
tions i) e ii) au d6bu de 9 (e’est oujous ossible)e roloneons
fen une foneion fo continue suor eomae sur N; en d6sinan
les restrictions de fo dans C(P) ar f, on voi que f()-

son hamoniques e uniform6men born6es darts it

our ou o, alors il exise armi les () une sous-suie qui

converge vers une oneion harmonique f() darts it (Po), mais
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d’autre part on a lim](x)=](x), c.--d., ](x)=]V(x) dans int(Fo),

donc f(x) es harmonique dans int (Fo), par suite dans D, no dtant
arbitraire. En vertu de Pro. ’, on a lim f(y)--f(x), y e D, pour

tout point-frontire rgulier x e F: L’unicit de la solution f(x)
sera bien dduite par la mme argumentation comme dans la
dernire parie du 7.

Remarquons maintenant que si D s’tend l’infini, il est besoin
que nous nous assujettissions d’admettre la condition supplmentaire
que f(x) s’annule l’infini, puisque e 0 vaguement quand x tend
vers l’infini.

Finalement, tant donn un compact K, prenons une mesure
sphrique e 2+(.E-K) sur XK telle que U-I sur int (X); alors
on a

(10.2) U-I ( p.p.p, sur K

-.J’di. C est la solution du problme d’quilibre de Robinet c(K)
pour K( est la mesure cpacitaire de K).

11. Application pour le potentiel d’ordre a. Soit Dun domaine
relativement compact avec la frontire F clans E--E; considrons
maintenant le potentiel V d’ordre a(la<3) de M. Riesz. Soit z
un poin quelconque de E-D, alors V est sous harmonique dans
un domaine Do tel que DDoE-z, par suite, il se dcompose en
la somme (c.--d., la d$composition de F. Riesz);
(!1.1) V-H-U sur D,
off , e +(D) et H es harmonique dans D.

Pour tout point x e D, on a H(x)-; Hd(e)r (la solution du

problme de Dirichlet, 10) et d’autre par U(x)-;Ud,
fU(rd, fU d( ,)r; alors on a 1/r(x, z) Vz(x)= H(x)- U(x)=<

fH- Y rsulte que:

Thorme . Soit x un point quelconque d’un domaine relative-
ment compact D; alors pour la mesure balay$e (e)r au sens usuel de

9) O. Frostman" Tt&se Lund, 20 (1930); en effet, -:>0 pour 1.

10) S. Matsushita: Sur la dompoition de F. Riesz, I, C.R. Acad. Sci., Paris,
241 1252-1254 (1955). S. Hitotumatu: Comm. Math. Univ. Sancti Pauli, 3, 69-94 (1955).
Darts ma Note ibid., il y a quelques errata typographiques; page 12,3, 15 ligne, au

lieu de "0", ].ire "0", et posonsI’_f(-Zg.)dx= <D(f)>(g). 17% 1Be, et 19e

lignes, aulieu de "(.f)", lire "(f)".
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sur la frontire F de D, on a

f(11.) 1/r(x, .) 1/rd(). r E-D.

Ce h6orme de balayage pour le potentiel d’ordre c est appa-
remment d’un ype diff6rent que celui expos6 par M.O. Frostman.)

12. ComplY.merits. 1) Dans le cas d’un domaine compact D,
le proc6d6 du balayage expos6 aux 2-3 est de mme que l’extrd-
misation de M. M. Brelot;) en effe$, dans le Lemme au 3, on peut
remplacer la suite des domaines [D} par celle des domaines
r6guliers (c.-/-d., F--F pour out j) qui est 6quivalente / cella-l.

Par exemple, comme D+D, il y a un recouvrement de F
(compact) form6 d’un nombre fini de boules ouverts (B), dont

chacun ne rencontre pas D+. D6signons par D le compl6ment

d’ensemble (XB)(E-D); alors D+DD et la frontire T’.
de D.7 es rgulier, c.--d., (F,)--F. (voir Prop. 7, 6). Consid-

*rons ensuite la su.te des mesures balayes [,} de , e

o (D) sur F: pour j=l, 2,--.. Alors, il existe une sous-suite de
[, qui converge vaguement vers une mesure , e :(F). Cette
mesure ,. jouit les propris (3.4), (3.5), et (5.1) au lieu de
d’aprs l’unicit de ,., on a ncessairemen ,,-,, qui est alors la
mesure extrmise de ,. Ceci tant, on peut remplacer ici la notion
de point-frontire rgulier par celle de point-frontire stable au
sens de MM. Keldych et Lavrentieff.

2) Soit D un domaine quelconque; dsignant par (C)(D) l’espace
vectoriel des potentiels newoniens qui sont uniformment borns t
harmoniques dans D, espace muni de la pseudo-norme llf]l--sup If(x)],
et par (D) le sous-espace de g(D) consitut de elles f que
on peut dfinir sur l’espace norm 23o(D) obtenu en munissant le
quotient (C)(D)/(D)de la norme dduite de la pseudo-norme de (C)(D)
une fonctionnelle linaire cntinue de telle manire que pour
une :(D),

(12.1) t[’(fo)-ffd pour route f e $3(D); fo e g3o(D).

I1 serait sans doute intressant de chercher / rendre ce qui
precede l’ensemble convexe M-(D) de certes - dans le dual
topologique 8-(D) de (C)o(D), au lieu de M^(D) (au 2), et appli-
quer aussi le thorme de Krein-Milman sur cet ensemble. Pour
cela, on aurat besoin qu’on considre sur M"(D) une topologie qui
sera mieux adapte plus fine que la topologie vague, mais plus
faible que la topologie fine de H. Cartan.

11) O. Frostman" Loc. cir., n 37 p. 65-66.
12) M. Brelot: Bull. Sci. Math., (}8 (1944), et Jour. Math. pures et appl., 24 (1945).


