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101. Laplacien Local et la Dcomposition de F. Riesz

Par Shin-iehi IIATSUSHITA
(Comm. by K. KUNUG, M.5.A., July 12, 1956)

1. Dans mes Notes prcdentes, ) j’exposai quelques rsultats
sur un fhorme fondamental de. F. liesz relafif la dcomposifion
de fonctions surharmoniques: les principales propositions fablies dans
ces Notes s’noncenf comme suit (sous quelque peu de corrections
d’expression et fypographiques).

tant donn un domaine D quelconque dans l’espace euclidien
n dimensions (n3) E", muni de la disfance (euclidienne) r(x, y),
nous dsierons: +(D)=cSne convexe des mesures de Radon posi-
fives dans D, F(D)=ensemble convexe consfitu des foncions sur-
harmoniques, et L+(D) ensemble convexe des foncions 0 suppoAs
compacfs dans D. Dsions encore par (D), H(D), et L(D)
enveloppes linaires sur le corps rel de +(D), F(D), et de L+(D)
respecfivemenf.*) C dsiera fonctions possdanf des drives par-
fielles confinues jusqu’ l’ordre p inclus, lp+.

Proposition 1 (Prop. 2 1J). Pour route (D), on a (U)-.
Ici . est une applicaion linaire de H(D) clans (D) dfinie par

(1.1) (,(f))()= f(-)dx, -3x
pour f e H(D), eL(D)C ( est positive sur le produit F(D)
(L+(D)C), e celui-ci tan positivement fiche dans L+(D), (f)

peut se prolonger une mesure positive rant que f e L+(D)), et U
dsigne le poteniel newtonien:

F(n/2)U(z)
2(n 2)z fr-(z’ y) g(Y)"

Proposition 2 (Prop. 8 [1). Pour que f e F(D) (ou e H(D)
N(D)-N(D)), il fau il su que (f) +(D) (resp. que
soi nulle).

Remarquo en passant que H(D) est un espace vectoriel des
fonctions harmoniques dans D.

1) S. Matsushita: Sur la dcomposition de F. Riesz, Iet II, C.R. Acad. Sci.,
Paris, 241, 1252-1254, 1373-1375 (1955), citges resp. [1] et [2].

) Tout lment f de II(D) se reprsente en la forme f=fl-f pour fi, fie F(D);
si fl(z)=f(z)= +, il convient de dfinir que f(z)=0.

2) Prenons un voisinage compact du support de e L+(D)C comme B dans
Lemme du 2 et puis appliquons ce Lemme.

3) D’aprs une proposition de N. Bourbaki" Integration, Livre 6, Prop. 2, 56
(1952).



No. 7] Laplacien Local et la Dcomposition de F. Riesz 437

Proposition 3 (Thr. 1 [lJ). Soit D un domaine relativement
compact, alors est un homomorphisme de H(D)sur (D), et le
noyau de cet homomorphisme est H(D).

Dans le quotient II(D)/H(D), i) chaque classe d’Squivalence con-
tient un et un seul potentiel U d’une (D), ii) la difference de
deux fonctions quelconques de la mme classe est harmonique dans D.

En d’au%res termes, c’est la "dcomposition de F. Riesz",
(1.2) f=U-)+f, oh f H(D),
done la dcomposiion est uniquement dtermine.

Proposition 4 (Thr. 3 2]). Pour que f F(D), D 5tant qud-
conque, admette la d&omposition (1.2), il faut et il sut que f une
fonction convenable de H(D).

2. Dans la Note 1, il y a quelques arguments incomplets
pour dmons%ration; nous exposons maintenant une dmonstration
comple pour Prop. 2 et rappelons la dbmonstra$ion de Prop. 1 sous
la forme plus adaptde dans ce qui suit. Avant de prouver elles-
mSmes, nous montrons d’abord le

Lemme (Prop. 1 [1). Soit B un domaine relativement compact
tel que BD, alors il existe pour chaque f e F(D) une ite des

f F(B)C (p2) telles que f./f dans B:) les mesures positives

=(-Af)dx, converge vaguement vers (f).)
Comme L+(B)C est positivement riche dans L+(B), fl suffi de

prouver pour eL+(B)C

=.ff(-A)dx (formule de Green), qui converge vers _ff(- A)dx
Dmonstration de Prop. 1: Soien i e i’ deux mesures sphSriques

sur les spheres 2 e 2’ de centre eommun, ZZ’D.) Soi encore
BD et 2’B, e appliquons le Lemme ei-dessus pour U d’une

+(D), en prenant fs F(B)C elles que fs U dans B. Comme

= imfV fW f
.-f es harmonique dans B. Les Ux-z 6an oaux dartsque

Dmonstraton de Prop. 2, Consid6rons une suite d6eroissane
de shgres de eenres eommuns elles que
de ’ (e done de oute ).

4) C’est un rdsultat classique" p. ex. voir T. RadS" Subharmonic Functions,
Chelsea Publ. Co. (1949).

5) d,B dsigne la restriction de dx dans B.
6) 2(a I) est la mesure de masse totale +1 rdparties uniformdment.
7) A(U:;-f:i)=,tf:i- Zfj=0, dont Af:; e C dans B.
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Soit f--fl-f, pour fl, f. F(D) et supposons que ,(f) :> 0 (par

suite, (f):>0 quel que soit BD). Soit encore BD,
et considrons f/e N(B)C telles que f./f pour p= 1, 2.

sph6rique sur ,, on a alors 0 J Uz-z d6(.f)=f6rant

d(,(fi)-,(f))=lim fU-d-d pour ,-(- 3f])dx. D’ailleurs,

d’ofi o f(f-A)(d,-d) pour tout k. Si f(Xo) + on1, 2,

iff(a,-a) o, c’es,-a-dire f(xo) --[d pour un point x0

que f:(Xo) % + .
Cela ant, f est presque-surharmonique au sens de Szpilrajn-

Brelot dans D et f=fo presque partou (sur D)pour une et une seule
fo F(D),s d’ofi fo +f=f presque partout, par suite, partout sur D;
on en eonelu que f=f-f=fo F(D).

Prop. 3 est une eoquenee direete de Props. 1 et 2.. L’opraCeur sera dit laplacien local (relatif D); dans
ee paragraphe nous raisons quelques remarques sur laplacien local.
Comme on l’a vu au 2, si D es relativemen$ compact, produit
un homomorphisme de H(D) sur (D); on va prolonger eet oprateur
pour un ensemble queleonque XE. Tou d’abord, on indique que:

Proposition . Pour route (E), la mesure (U) es$ une
restriction de un ensemble D, notre ;

Pour deux domaines D, D %els que DD, on a donc
(3.2) (f) (U()) +(Y)),
quelle que soi’t f H(D). En partieulier, posan p= pour D=E,
on volt immddiatemen$ que
(.a) (f) (u)) ,(f).

D’une manire analogue, on peut ddfinir en s’appuyant sur (3.3)
l’opdraeur x pour un eemble borlien X queleonque par x(f)=
x’(f), f H(E’), oh x dsie la restriction d’une mesure a X.

En posan x, hx=x(Uxcz)), on obtien aisment, xAx
xAx=xox=xx=xx: l’ensemble de tous les x eonstiue
une algbre commutative idempoten%e par rapport au pruit A et
a la somme x4x x+x-x, hx, avee l’lmen* neure
qui es isomorphe l’algbre engendrde des oprateurs projeetives
da E.

8) Voirp. ex.T. RadS" Loc. cir., p. 20; M. Brelot" Fonctions sous-harmoniques,
presque sous-harmoniques ou sous-mdianes, Ann. Univ. Grenoble, 21, 75-90 (1945).
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La norme de esg dfinie par;
(84) I!1 + I!1- sup II +(f)II pour f T’+(E),

o I’+(E) es l’ensemble convexe des foncions 0 de F(E). En
multipliant la valeur 2(n-2)rz/I’(n/2) IIl6xlll, c’es jusemen
gale la capacid d’n ensemble bordlien X (capacit6 selon de La
Vall6e Poussin). Les propri6t6s fondamenales de capaci6 r6sultent
ais6men de celles de la norme
Ill 6x [lI’ll UI! pour # (X), d’o r6sulte que si Ill +xi]l =0, il n’existe
aucune mesure finie port6e par X elle qu’on air U< +

Faisons finalemen quelques remarques simples:
Remarque 1. Prenons au lieu du poteniel newtonien U’ le

poteniel V dont le noyau est une fonc$ion de Green G(x, y)qui es
r6gulire dans un domaine DoD (domaine consid6r6)"

(8.5)

oh h e H(Do) par rapport K x e Do. Alors on a la
Proposition 6. Les Propositions 15 res$en$ vraies quand bien

on remplacerai$ U par V, quel que soi$ DDo.
Elle es$ une cons6quence imm6diate de ce que fh(x, y) d(y)

appartient aussi H(no): C’est le cas oh M. S. Hitotumatu a tudi
dans leur travail rcen.)

Remarque 2. Dans la thorie des formes diffrenielles sur un
varit (indfiniment)diffreniable, riemanien ou euclidien, l’opra-
teur de Laplace-Beltrami Ao=(d+)-d+d joule le mme rSle que
notre pour une forme de degrd 0 (foncion ordinaire); en effet,

pour touCe forme de degr O, on a (,

oh e... est la composante du tenseur de Levi-Civta. Le potentiel
de 0a relaif K la param6rie o(x, y) de MM. Knaster-Hodge s’exprime
alors

Remarque 3. Une distribution surharmonique H se r6duit une
foncion presque-surharmonique
une seule fonction surharmonique presque partout sur E; d’autre

9) P ddsigne la norme d’une mesure z; voir N. Bourbaki: Loc. cit.
10) S. Hitotumatu: Note on the Riesz decomposition of a subharmonic function,

Comm. Math. Univ. Sancti Pauli, 3 (1955).
11) C’est dgale /-, g dtant le ddterminant II g [I des tenseurs covariants fonda-

mentaux gt, en rant que le systme de coordonndes soit positif; Cf. p. ex. W. V. D.
Hodge: The Theory and Applications of Harmonic Integrals, Cambridge (1952).
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part, comme-/H est positive, elle n’es pas autre chose qu’une
mesure positive. Ceci dtant, le laplacien de M. L. Schwartz a le
mme sens que notre - et cela suggre que l’utilit de cet opra-
teur b, au lieu de -A, fournit bien .ant qu’il s’agi des distributions
surharmoniques. )

12) L. Schwartz: Th4orie des Distributions, Hermann & Ce, Paris (1950). C’est
lui-m6me qui a donn4 une ddmonstration de la ddcomposition de F. Riesz sous la forme
la plus dl4gante, mais leur m4thode s’appuie essentiellement sur l’emploi de solution
dl4mentaire d’4quation diffdrentielle pour distributions.


