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169. Sur les Groupes Factorisables par Deux 2.Groupes
Cycliques. II

(Cas o leur groupe des commutateurs n’est pas cyclique)

Par Noboru IT5 et Akiko HARA
(Comm. by K. SHODA, M.J.A., Dec. 13, 1956)

1. Nous allons considrer la structure d’un groupe factorisable
G par deux 2-groupes cycliques A, B dont le groupe des commuta-
teurs G’ n’est pas cyclique. Dsignons par a, b deux gnrateurs de
A, B respectivement. Soient 2, 2 les ordres de A, B respectivement.

Thorme 1. Soit Gun groupe factorisable par deux 2-groupes
cycliques A, B. Si son groupe des commutateurs G’ n’est pas cyclique,
G’ est produit de (a, b) et A ou de (a, b) et B, oh (a, b) est un
sous-groupe cyclique engendr par un commutateur (a, b), et o A, B
sont des sous-groupes propres de A, B respectivement tels que A, B
sont des sous-groupes distingus de G.

Dsignons par A un maximal sous-groupe propre de A tel que

A est un sous-groupe distingu de G [1. Soit G’A--A, (si
G’A-I, prenons B--G’B) et soit d son gnrateur. I1 est clair
que G’ [(a, b)}A. Comme G’ est engendr par tous les lments de
la forme (a, b) [2, pour montrer que G’[(a, b)}A il suffit de
montrer que (a, b) (a, b) A, oh 1 i 2, 1 j2. Nous le d-
montrons par rcurrence double sur i, j. I1 est vident pour i-1,
j=l. Supposons que (a, b)e [(a, b)}A et que (a, b)--(a, b)d. Alors
on a, en considrant que A est un sous-groupe distingu de G,

(a, b+l)-ab+ia-lb--(a, b)b(a, b)b
(a, b)b(a, b)db-(a, b) [b(a, b)b- d
(a, b) (a, b)d d"

--(a, b)X’d’.
Cela signifie que (a, b+ ) e (a, b) A et alors que (a, b) e (a, b) A pour
un nombre arbitraire n. (I1 est vident que b(a, b)b---(a, b)-(a, b) et
a(a, b)a--(a, b)(a, b)-.) Supposons que (a, b) e {(a, b)tA et (a, b)
=(a,b)d. 0na

(a+ , b) a ba -b-a(a, b)a-(a b)
-a(a, b)d’a-(a, b)d

a(a, b)a d’(a, b)d
(a, b)’d" td’(a, b)d

=(a, b)vg’’.
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Donc pour tousles nombres i, 3", on a (a,) f(a, b)}A. Ce qui montre
que G’= [(a, b)} A, c.q.f.d.

Remarque. On pourra voir que le thorme 1 a essentiellement
la mme signification que le thorme dmontr par N. It5 lJ" soit
G un groupe factorisable par deux 2-groupes cycliques A, B tels que
AB--1. Lorsque le centre de G est cyclique, le groupe des commu-
tateurs G’ de G est aussi cyclique.

Thorme 2. Soit G un groupe factorisable par deux 2-groupes
cycliques A, B. Si son groupe des commutateurs G’ n’est pas cyclique,
le groupe quotient G/G’ est un groupe ab$lien du type (2r, 2).

On peut comprendre G’ sous la forme G’-f(a, b)}A, d’aprs le
Thorme 1. Dsignons par d un gnrateur de A.

a) Cas of d- 1" G’= [(a, b)} A.
(1) (a, 5)2-1.
S’il existe un groupe quotient cyclique N/A tel que N/A

(GlAd)’, on peut trouver un lment n dans le groupe N tel que
n2(a, b) (A). Alors on a nl (A). Si n--d, le sous-groupe cyclique
In} contient A et f(a, b)} qui ont l’ordre 2 et on aurait A--[(a, b)}.
Donc, on a n--l. Comme n}A est un sous-groupe distingu de G,
pour un 14ment arbitraire g de G, on a gng--nd ou gng--n,
avec i- 1 ou i--- 3. On a alors gn2g--n, c’est--dire n appartient
au centre de G. D’autre part, A est contenu dans le centre de G.
D’ofi on conclut que (a, b) appartient au centre de G et que (a2, b)--
(a, b2)--1. Comme le groupe des commutateurs G’ est engendr par
tous les commutateurs (a, b) oh 1 i2, 1 3" 2, on a les rela-
tions: (a% b)- 1, (a, b ) -- 1, (a/, bu) 1, (a , b )- (a2,
b2/)(a, b")(a, b)--(a, b). Ce qui est contraire l’hypothse du tho-
rme. Donc, il n’existe pas de groupe quotient cyclique N/A tel
que N/A: (G/A)’. Comme (G/A)’-G’A/A-G’/A [(a, b)}, l’ordre
de (GlAd)’ est gal 2. D’aprs le Thorme 3 dans notre mmoire

G/A/(G/A)’ est un groupe ablien du type (2r, 2). Puisqueprecedent
on a G/A/(G/A)’--G/A/G’/A GIG’, G/G’ est aussi un groupe ablien
du type (2r, 2).

(2) (a, b) 1.
Pour un lment arbitraire g de G, on a g(a, b)g---(a, b)d ou

g(a, b)g--(a, b). I1 en rduit que g(a, b)g---(a, b). Donc f(a, b)}
est un sous-groupe distingu de G. On a (G/[(a, b)})’-G’[(a, b)} /
{(a, b)} -G’/f(a, b)} ---(a, b)-} A oh {(a, b)} est d’ordre 2. D’aprs
le cas (1)le thorme est vrai pour le groupe quotient G/{(a,b)},
c’est--dire que G (a, b)}/(G/[(a,,;b)})’ est un groupe ablien du type
(2r, 2). Comme on a G/f(a,b)}/(G/f(a,b)})’-G/[(a,b)}/G’/f(a,b)}_
G/G’, G/G’ est aussi un groupe ablien du type (2r, 2).
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b) Cas off d1.
On peut vrifier aisment qu’un groupe [d} engendr par

l’lment d est un sous-groupe distingu de G. D’aprs que

(G/{d})’-G’{d}/[d}-G’/{d}[(a,b)} x, oh A- a l’ordre 2, le
thorme est tabli pour le groupe quotient G/[d} selon le cas a):
G/[d}/(G/[d})’ est un groupe ablien du type (2r, 2). On a

G/[d}/(G/[d})’-G/[d}/G’/[d}G/G’. Donc, G/G’ est aussi un groupe

ablien du type (2r, 2), c.q.f.d.
2. Nous pouvons vrifier que si l’ordre de B est au plus gal

4 G’ est cyclique.
Nous arrivons la conclusion suivante. Soit I un groupe

ablien du type (2, 2) et soit un groupe ablien du type (2, 2).
C’est la solution unique et complete pour rsoudre le problme d’un
groupe factorisable par ses deux 2-groupes cycliques, off l’on demande
de construire tousles groupes ( tels que (’-[ et (/(’. I1 ne
faudra pas supposer que deux sous-groupes de facteur n’ont pas
d’lment commun.
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