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169. Sur les Groupes Factorisables par Deux 2-Groupes
Cycliques. II

(Cas ou leur groupe des commutateurs n’est pas cyclique)

Par Noboru ITO et Akiko OHARA
(Comm. by K. SHODA, M.J.A., Dec. 13, 1956)

1. Nous allons considérer la structure d’un groupe factorisable
G par deux 2-groupes cycliques 4, B dont le groupe des commuta-
teurs G n’est pas cyclique. Désignons par a,b deux générateurs de
A, B respectivement. Soient 2% 2° les ordres de A, B respectivement.
Théoreme 1. Soit G un groupe factorisable par deux 2-groupes
cycliques A, B. Si son groupe des commutateurs G' n’est pas cyclique,
G’ est produit de {(a,b)} et A, ou de {(a,b)} et B, o {(a,b)} est un
sous-groupe cycliqgue engendré par un commutateur (a,b), et o A, B,
sont des sous-groupes propres de A, B respectivement tels que A, B,
sont des sous-groupes distingués de G.
Désignons par A, un maximal sous-groupe propre de A tel que
A, est un sous-groupe distingué de G [1]. Soit G'~A,=A4,, (si
G ~A,=1, prenons B,=G ~B,) et soit d son générateur. Il est clair
que G'2{(a,b)} 4,. Comme G est engendré par tous les éléments de
la forme (af b’) [2], pour montrer que G'S{(a, b)} A4, il suffit de
montrer que (@’ b9)e {(a,b)}4,, o 1=<1=<2% 1<5=<2°. Nous le dé-
montrons par récurrence doublée sur 7,j. Il est évident pour i=1,
j=1. Supposons que (@, b')e {(a,b)}A; et que (a, b)=(a, b)’d?. Alors
on a, en considérant que A, est un sous-groupe distingué de G,
(@, b'*)=abi* g 1p~7-1
=(a, b)b(a, b)b!
=(a, b)b(a, b)’dd*
=(a, b) {b(a, b)b~*}/d”
=(a, b) {(a, b)"d*}'d”
=(a, b)”’d?".
Cela signifie que (a, b’*")e {(a, b)} 4, et alors que (a, b")¢ {(a, b)} A, pour
un nombre arbitraire n. (Il est évident que b(a, b)b~'=(a, b)"(a, b%) et
a(a, b)a *=(a? b)(a, b)"*.) Supposons que (a’,b")e {(a,b)}4, et (a’,b")
=(a, b)'d™. On a
(ai+1, bn)zai+1bna-—i—lb—n
=a(a’, b™)a*(a; b™)
=a(a, b)'d™a"Y(a, b)"d*
= {a(a, b)a~'}'d™ (a, b)*d*
= {(a, b)”d*}'d™ (a, b)"d*
=(a, b)Vd™".
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Donc pour tous les nombres 4, 7, on a (a’, b’)e {(a, b)} A;. Ce qui montre
que G'= {(a, b)} A,, c.q.f.d.

Remarque. On pourra voir que le théoréme 1 a essentiellement
la méme signification que le théoréme démontré par N. It6 [1]: soit
G un groupe factorisable par deux 2-groupes cycliques A, B tels que
A~B=1. Lorsque le centre de G est cyclique, le groupe des commu-
tateurs G' de G est aussi cyclique.

Théoréme 2. Soit G un groupe factorisable par deux 2-groupes
cycliques A, B. Si son groupe des commutateurs G' n’est pas cyclique,
le groupe quotient G/G’ est un groupe abélien du type (27, 2).

On peut comprendre G' sous la forme G'= {(a, b)} 4, d’apres le
Théoréme 1. Désignons par d un générateur de A,.

a) Cas ou d*°=1:G'={(a,b)} x A,.

(1) (a,b)P=1

S’il existe un groupe quotient cyclique N/A, tel que N/A,=2
(G/A,)', on peut trouver un élément n dans le groupe N tel que
n*=(a, b) (4;). Alors on a n*=1 (4,). Sin'=d, le sous-groupe cyclique
{n} contient A, et {(a,d)} qui ont 'ordre 2 et on aurait 4,={(a, b)}.
Done, on a n*=1. Comme {n}A, est un sous-groupe distingué de G,
pour un élément arbitraire g de G, on a gng-'=n'd ou gng l=n’
aveec t=1 ou ©=8. On a alors gn’g-'=n? c’est-a-dire n® appartient
au centre de G. D’autre part, A, est contenu dans le centre de G.
D’oll on conclut que (a, b) appartient au centre de G et que (a? b)=
(a,b)=1. Comme le groupe des commutateurs G’ est engendré par
tous les commutateurs (a%, b’) ot 1<<7<2% 1<757<2% on a les rela-
tions:  (a*™, ¥¥)=1, (a*™, b2“1)=1, (a2m+1, b¥y=1, (azmn, bE+ 1) =(a?™,
b** (@, b*)(a, b)=(a, b). Ce qui est contraire & I'hypothése du théo-
réme. Done, il n’existe pas de groupe quotient cyclique N/A4, tel
que N/A;=2(G/A,). Comme (G/A,) =G A,/A,=G|A,={(a, b)}, I'ordre
de (G/A,) est égal a 2. D’aprés le Théoréme 3 dans notre mémoire
précédent G/A, / (G/A4,) est un groupe abélien du type (27, 2). Puisque
on a G/A, / (G/1A,)'=G/A, / G'/A,=G/F, G/G’ est aussi un groupe abélien
du type (27, 2).

(2) (@ b1

Pour un élément arbitraire g de G, on a g(a, b)g-'=(a, b)'d ou
9(a,b)g '=(a,b)’. Il en réduit que g(a, b)’g *=(a,d)*. Donec {(a, b)’}
est un sous-groupe distingué de G. On a (G/{(a, b)*}) =G {(a, b)“’}/
{(a, b)?} =G’/ {(a, 0’} ={(a, b)} X A; ou {(a,d)} est d’ordre 2. D’aprés
le cas (1) le théoréme est vrai pour le groupe quotient G/{(a, b)?},
c’est-a-dire que G/{(a, b)*} / (G/{(a, b)*}) est un groupe abélien du type
(27,2). Comme on a G/{(a, b)*} / (G/{(a, b)*}) =G/ {(a, b)z}/G’/ {(a, b)"} =
G/G’, G/G’ est aussi un groupe abélien du type (27, 2).
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b) Cas oit d*=:=1.

On peut vérifier aisément qu'un groupe {d?} engendré par
Iélément d?* est un sous-groupe distingué de G. D’aprés que
(G/{d?}) =G {d¥} /{ N =G/ {d*}={(a, b)} x A, o A, a lordre 2, le
théoréme est établi pour le groupe quotient G/{d*} selon le cas a):
G/{d* / (G/{d*}) est un groupe abélien du type (27, 2). On a
G/ {d?} / (G/{d?})) =G/ {d? / @'/ {d*}=G/GF. Donc, G/G’ est aussi un groupe
abélien du type (27, 2), c.q.f.d.

2. Nous pouvons vérifier que si 'ordre de B est au plus égal
a 4 G’ est cyclique.

Nous arrivons & la conclusion suivante. Soit % un groupe
abélien du type (2™, 2") et soit B un groupe abélien du type (2% 2).
C’est la solution unique et compléte pour résoudre le probléme d’un
groupe factorisable par ses deux 2-groupes cycliques, oli 'on demande
de construire tous les groupes ®& tels que &'=A et G/G'=B. 1l ne

faudra pas supposer que deux sous-groupes de facteur n’ont pas
d’élément commun.
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