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4. L’Intégrale de Denjoy et UIntégration
au Moyen des Espaces Rangés. 11

Par Shizu NAKANISHI
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1957)

Continuons la démonstration du Théoréme 4 de la Note 1.’ Pour
cela, remarquons d’abord que, si I, (1=1,2,- - -, 7,) est un systéme élémen-

4o
taire tel que I, F.:,, %0 pour tout ¢, on a >
i=1

’7'2,”1(%)(1% l < Q-@n+2
I;

En effet, puisque F3,,=F,, on a I, F,30 pour tout <. On a done,
selon 3), Ei(D) f f(z)de— f Sf(x)dx| < 2-%**  Puisque F, est

I;NF,
contenu dans Fn+1y on a ILNF,,.&0 pour tout <. On a donc

2'(D) f f(x) de— f f(x) dx<<2 -Gm+b+s  Congéquemment, il en
IiNFpi1
4 k7
résulte que z] [t dx]=2°| f @ dx|=$j1 [ r@
e, Y 1= P ) 0 P

0 |
_f f(w) dxl<2—(2n+4)+2-<2n+s)<2_(2n+3) Done, 2 f r2,,+1(x) dxi:

t=1

IiNFy 1
1,
ftﬁi{(x) dx <2f bysr(®)— tZii(x)]dx+20‘ft,,+1(x)dx‘< Q- (IR
=
Iy

+2 (2n+3)<2 2n+2)

Observons maintenant que la suite u={u,}, w,=V(F¥, v,; f)
(n=0,1,2,- - -) est une suite fondamentale qui jouit de la propriété P’.
D’abord, nous allons montrer que la suite # est monotone décroissante.
Il est facile de voir qu’on a V(F3, ve,; fon) 2 V(F .1, Yans1s foner). 1
suffit donc de voir qu’on a V(FE, ve,. 15 fon) DV(ES, o venss; Sonse) Soit
9(x) une fonction quelconque dans V(F.,, von.e; Sfonso). Alors, la
fonction g(x) s’éerit fi,. () + (@) +r(2), ot p(zx), () sont des fonctions
en escalier satisfaisant aux conditions [1], [2] et [8]. Puisque la
fonetion fy,,o(%) 8'éerit fy,, (@) + Donss(®) +74,.1(2), 9(x) peut s’écrire
de plus fon.1(®)+ (D(@) + Doy, 1(#)) + (@) +72,.1(%)). Mais, on voit de plus
que P(x)+ s, .1(x) et r(x)+1y,..(x) possédent les propriétés suivantes:
[1] r(x) s’annule pour tout wxeFy:,, puisque F S FX.,. 75,2
g’annule pour tout «x ¢ Fy%,, puisque 7,,,,(x)=%"ti(x). Par suite, r(x)
+7y,.1(x) s’annule pour tout x ¢ F%,,; [2] On a, pour tout n=1,2,---,

[ 1@t < [ lan—a@ldot 3 [ |5@—te e

[

p

=1

1) Shizu Nakanishi: L’intégrale de Denjoy et I’intégration au moyen des espaces
rangés. I, Proc. Japan Acad., 32, 678-683 (1956).
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<f 's"+‘<“>‘s<“)‘d”+f | o)~ Sn@)‘d“‘/lf | £2(2) —to() | do
-+ Ef Itm(w) tm(x)ldw<2 (2(n+1)+4)+2 (2n+4)+22 (m+2n+1)+ 8

_|_ 22 (m+2n+4)<2(2 (2(n+1)+4)+2 (2n+4))<2 Qn+2)> Pour ,',L:O, on a de
m=1
b b
méme f | py(x) |de<2"*  Done, pour tout »=0,1,2,--- f | ()

+p2n+1(x)|dx<2“’2“+2—l—2"‘2"+2’—2 vm+1; [3] Nous avons déja vu plus
haut qu’on a 1f Pon1(®) d| <27 %"*® puisque [@,b] ) Fa,,=+0. Donc,

‘f (@) + 15 . 1(2)) dw'<2“"2"+2+2“2”+2’=2“2"“’ Done, on a g(x)eV

(Fh1s Yansts Sonse)

On a selon 5) mes (CFy,)=mes (CF,)<2 “"*Y et on a de méme
mes (CF)<2%* Done, V(F}, v,; f,) est un voisinage de rang v,=n.
Par conséquent, la suite u’ est fondamentale.

Ensuite, montrons que la suite fondamentale 4’ jouit de la pro-
priété P’. Les propriétés [1], [2] et [8] ont été déja vues plus haut.

a.1) On a, pour tout n=2,3,.- }_}f | p,(x) | de= Ef | Dg;.1() | da

[ CFn
=[ Ip@ldats] [ @ o= [ [s@—s@ o+ [ 15,0
CFy ) CFyp CF,,, B CFy

—s@lde+ 3 33 [ 1 @—t@lde =3 [1s,@)do+3] [15@de
+35 3 [ 15.@1de+E 3 [ 1t [do=2( 3 f |5,@) |do

j=1 m= j=1m
CFp CFp

n

+7§ PN LA (x)ldac><2 E-DrD 9 = Q-+l — 9V Pour mn=1,
j=1

m=1 j=
CFy,

on a de méme la propriété a.1l). Pour tout n=1,2,---, on a
-1
Z/ | ,(2) | da= Zf | p,(x) |de<2-@+P<2-2"=2""n  La propriété
j=o0

or, orn

a.2) a été déja vue plus haut. a3) On a, pour tout n=2,3,-
2n
S m@lda=S] [ r@lde=5 [ i) de= ) e

CFy e CF 41 0F CFy
+5 f |¢n(2)| dz. D'autre part, on a selon 4) 3" f [tn(@) | da <22,
m=t CFy, m=1 CFn
etona f]t“(x)ldx-—f[t (x)— t"(w)]dx<f [t.(a)—t2(x) | daw < 2-n+2n+®
CF“ CFy

Done, 2 f Irm(x) l dy < 2-Gnrd 4 9-@nid - 9-@utD — 9-Vany Pour

CF2n+1
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n 1, on a de méme la propriété «.3). Pour tout n=1,2,---, on a
E lrm(x)ldx 5_,‘ f [ 7, (x) |de<2 P <2-» On voit sans peine

CF 2n CF2n+1
la propriété Q).
Enfin, montrons qu’on a presque partout lim f,(x)=f(x). Pour

cela, il suffit de montrer qu’on a presque partout lim f,,(x)=rf(x).

Pour tout %,¢[a,b], il y a un nombre naturel m, tel que wx,cF,,
o

On a alors f(x,)=s(x,)+ > ¢t,.(x,). D’autre part, on a f,,(x)=s,(x)
m=1

+ Ent’”(x) pour tout n=1,2,--- . En effet, nous avons, pour n=1,

f 2(90) —f 1(20) -+ 01 (@) +71(20) = 8, (2) 4 (5, () — 8,(2)) - ti(or) =, () +-t5(x).  Sup-
posons que nous avons déja vu le résultat voulu pour n=m—1 (=1).
Nous avons alors f5, (%) =Jaon - 1(2) + Doy - 1(2) + Ty - 1() —fzm 1,(®) + Do 1(%)

P a()= (80 s @)+ 3 80} F (@)= @) F 3 (Ea) —thos(a)))
+ti(x)=s (x)+2t (%). Puisque w,¢F,, on a, pour tout = >m,,

Fon(o) =8,(25)+ 2 tr(a,). Consequemment il en résulte qu’on a, presque

tout =, hmf 2n(@0) = hm 8,(20) -+ E(hmt (20)) =8(,) + ztk(%) S ().

Pulsque la sulte u est une sulte fondamentale qui jouit de la
propriété P’ et qu’on a presque partout lim f,(x)=f(x), on a, en
vertu du Théoréme 3, I[u]=(D) f " () d.

Lemme 3. Soit u={u,}, u,=V(F,, v,; fo) (1=0,1,2,: -.), une suite
fondamentale qui jouit de la propriété P’. Posons lim f,(x)=f(x).

Alors, pour tout intervalle J contenu dans [a,b], on a
(D) f f(@) do= f fila@) o+ 3] f p,(@) da+ ) f (@) da,

o p,(x), r,,(x) sont des Jonctions en escal@e'r sat@sfav,sant la condi-
tion a).

Démonstration. On a déja vu dans la démonstration du Théoréme
3 que f(x) est intégrable au sens de Denjoy sur tout intervalle J et

on a (D) f J(x) de= hm f f(x)dx. Pour tout F,, on a f J(x)dx

JNFpy JOFpy,
- f fol@) de+ ) f p,(@) do+ S f r.(®) de. En effet, si i>m, on a
JOFy, =0 JNFyp, =0 JOFp,
i—1 m—1 .
[ @ da= [ S dot S [ p.@)da+S [ r.(e)do puisque r,(x)
n=0 n=0
JNFp JNFp JNFy JNFm

s’annule pour tout ze¢F, quel que soit n=>m. Puisqu’on a déja vu

que lim f Sx) de= f f(x)dx, on a de plus f f(x)de= f Jo(x) d

IO Fyy JOFoy TN Py TN Fy,
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+ i f ,(x) ol:ac-l—mz_1 f r.(x)dx. En outre, on a selon a.l) et [2]

*prn(;)dx—Zf p:?x)dxkE‘f p,,(x)dxH;mf pn(x)dxi
<Zf | pu(@) | dw+ Ef | Do() | dor < 2- v:nn+7§nz-vm<2_wm:>

Done, hm(z D) dw) 2 f px)dx. Si m, est un nombre

JNFp
naturel tel que F, (1J==0, on a, selon «.2) et a.3), pour tout m=m,

r,,(x) da— ’%;1 [ @ dw‘

= 2 | () | dac+ Z f 7,(%) dw‘ <27Vm é -V Q- Vm =B

CFm

Done, hm(E 7,(2) dx) 2 j r(x)de. Conséquemment, il s’ensuit que

m-»o0
JNFm

(D) f f(@) do=lim [ f(&) do= f HOLEEDS f XOLEDS f (@) de.

JNFm
Lemme 4. Soit u={u,}, u,=V(F,, v,; fn) (n=0,1,2,- ), une suite
fondamentale qui jowit de la propriété P’'. Posons lim f,(x)=f(%).

Alors, pour tout F,, si Pun au moins des extrémités de tout intervalle
J, appartient & F,, on a

3D [ 7@ do|<max| (@) -mes { 0 T} +2-0,

quelle que soit la suite des intervalles J, (h=1,2,-..) n’empiétant pas
les ums sur les autres et telle que Uintérieur de tout J, soit contenu
dans CF,. De plus, pour tout intervalle I contenu dans [a,b], on a

(D) f f@) do= (D) [ f@) do+ [ f(@) dm,

NI, INFy,
on I, (k=1,2,- ) est la suite des intervalles contenus dans [a, b]
contigus & Uensemble fermé F,.

Démonstration. Puisque l'intérieur de tout J, est contenu dans
CF,, on a, selon a.3), nz_l i f |7, (x)| de<2~» Pour tout m=mn, ona
m=0 h=1
Jh
F,NJ,x0 (h=1,2,.-.). Par suite, on a, selon .2), >} )/rm(x) do|<27m
h=1

In
pour tout m=>n. Donc, puisque 74(x)=0 et vs;,;<<vsu.1.: pour tout

1, il s’ensuit que i E'f 7, (2) dw’<2 Yo 2= On a de méme

m=0 h

p3hs Vm@m

Zflpm(w)ldx+2‘. flm(av)ld-’v

crn
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<2429 -Y  Donc, en vertu du Lemme 3, on a Zi(D)ff(x) dx<
=3 f Siartat 3 [ oot 8 [ e dv <3 f £:@) dw|+

pm(w) dad +2 )

lm—' h=1m=0|

f m(w)dx'<max|f(,(x)|-mes<UJh> +2-Vn-®
z h=1
En outre, on voit de méme que, si 'on pose F'(J)=(D) [ f(x) dz pour

J
tout intervalle J contenu dans [a,b], SOF"; INI1,)< + e, 0t OF; INI})
k=1
est loscillation de la fonction d’interva]le F(J) sur lintervalle I I,.

Done, on sait? que (D) f @) da=3) (D) f f(@) du+ f f(®) da.
ni INFy,

Lemme 5. Soit u= {un}, Up= V(Fn, va; o) (0=0,1,2,- - -), une suite
Sondamentale qui jouit de la propriété P’. Alors, pour toute suite
des mombres naturels {m,; 1=0,1,2,---} telle que m,<m,,, et Vom,+1
< Vom,+1 POUT tout i, la suite des voisinages u':

V(F2m¢~g Vome—1; fﬁmo)! V(F2m0+1, V2m0+1—1;f2m0+1)’
V(Fon, Yom,—1; f?ml)’ V(F2m1+1! Vomg+1—1; f2m1+1)7. .
est une swite fondamentale qui jouit de la propriété P’ et telle qu'on
ait 0 la fois ' <u et u<<u'.

Démonstration. Observons d’abord que la suite %’ est monotone
décroissante. 1l est facile de voir que V(Fu,, voum,—1; fon,) 2V (Fam,err
Yom;+1— 15 fom,+1) DPOUr tout i. Soit g(x) une fonction quelconque dans
V(Fon;, 10 ¥omsny—1; foms,). Alors, la fonction séerit fy.,, (®)+n(x)
+r(x), ol p(x), r(x) sont des fonctions en escalier satisfaisant aux
conditions [1], [2] et [8]. La fonction f,,, ,(*) étant un élément de
V(F2mi+1’ x"2m1;+1; f2m,,;+1)7 elle S’écrlt fmf+1(w)+p (w)+”',(w) Ou pl(w)’ r (x)
sont des fonctions en escalier satisfaisant aux conditions [1], [2] et
[3]. Done, g(x) peut s'écrire fu,..(2)+(0(@)+ p'(@)) + (r(x) + r'(x)).
Mais, on voit de plus que p(x)+p'(x) et r(x)+r'(x) possédent les pro-
priétés suivantes: [1] r(x)+7'(x) s’annule pour tout xeFy, ., puisque

b
Femi+1§F2mt+1; (2] On a f Ip(x)+p'(w)|dx< 27 Vamipy =D - 2 Vam+1
a o
< 2-%mi1- puisque Vomgr1=Vam;, — 13 (8] On a de méme ’f (r(@)

+7'(x)) dw| <2 m+1-P Done, on a 9(@)€ V(Fam,i1 Yemgs1—15 Somger)-

On verra sans peine que la suite monotone décroissante ' est
fondamentale.

Ensuite, montrons que la suite fondamentale %’ jouit de la pro-
priété P’. Puisque la suite  jouit de la propriété P’, on peut poser,
pour tout n=0,1,2,. - -, f,,1(®) =F(%) + Pu(®) +7.(%), 0L D, (%), 7,() sont

2) Voir S. Saks: Theory of the integral, 257 (1937).
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des fonctions en escalier satisfaisant & la condition «). Done, f,,,,(%)

2miq1—myd -1 2imiq1—my)—1

:fﬁmi+](x) + ‘g p2m1+j(x) + jznl /"2mi+j(x) et f2mi+l(x) =f2mi(x)

20mi 1M —1

pour tout =0,1,2,--+ . Posons maintenant p;,, ..(¥)= 21 S ()8
2(my—mi—12—1 J= .
Py 1 1(E)= ) o, s(@) et ph, (@)=75,,(*)=0 pour tout 7. Alors,
(3 =

les fonctions sont des fonctions en escalier satisfaisant & la condition «).
En effet, on voit que: [1] 7;,,,,(%) s'annule pour tout = ¢ Fomi+1 puisque
F2mi+1 o F"m,;+j (.7 = 1)’ (2] Puisque p?,m(w> 0 et vy < 1"2(m+1)+1r il

g'ensuit que f | Domy1(2) | oo < Zf | Domysere1(®) | dw < 22 Vam+2l+1

a
< 2-%mm;+1-Y: 131 De méme, on a ‘f Phnye1(®) dw| <2707 1), On a
a

i 4 i p2mpg1—myd—1
P f | Do (2) | do+ 23 f | Do, 1) | do < > ( jgl | Do, /(@) dx>
 CPamgy,y CFamgyq B CPymirq

o2mg41—1 M4 11
= > f |p(@)|de< > f | p(x) | daw< 27 2mir < 27 Famisa -

1=3mg )
OFamiv1 OFami 1

i+1
On a de méme > f ]pémt(w)]dx—l— éf Ip;m“l(w) |dac<2"“2mi+1“’
o OFamiq1+1 = CFom;qq+1
<2-%min+1-Yy 02y Soit I, (k=1,2,---, k,) un systéme élémentaire tel
qu'on ait I, Fy,,.; 0 pour tout Ic Pu1squ alorsona I,NFy,,.; %0

(§=1), i1 sensuit que Z Pamys ) dw'<2 Ymi+i (52>=1).  Done,

k

0
>3
k=1

2(mi+1—m¢7—1( Iéc
[ @z =S (3
j=1 k=1
ocIk o
=3(5
1=0 \ k=1
k

méme que a.l).

Enfin, observons qu’on a & la fois ' <u et u<wu'. Pour tout
V(F,, v,; f), 81 m; est un nombre naturel tel qu’'on ait n<2m, on
a V( ny 2)n’f‘)D V(F2m +1 2"2m,{+1 1 fzmi+1) En eﬁet SOlt g(x) une
fonction quelconque dans V(Fom,e1s Yomge1—15 Fomzin). Alors, la fonetion
s'écrit fon,.1(®) +0(@) + (@) =1, (%) +p@)+ (@), ot p(x), r(x) sont des
fonctions en escalier satisfaisant aux conditions [1], [2] et [3]. Mais
p(x) et r(x) possédent de plus les propriétés suivantes: [1] r(x)

b
s’annule pour tout zeF,,, puisque Fy,, S Fy,,.;; [2] Ona f | p(x) | da

/"Qmﬁj(x) d.’l‘)' )
J|

k
f'rgmim”(x)dw})< %2‘”2mi+2l+1£2‘”2mi+1‘“; on a a.3) de
J

a
<27Cmgr1mD < 27Vmg puisque  vy,,.1—1=vy,,; [3] De méme, on a
b
l f 7(x) dw|<27m:.  Done, g(x) est une fonction dans de V(Fyu, vem,;
[
San,), €t par suite dans celle de V(F,, v,;f,). Donc, on a u=w'

D’autre part, puisqu'on a V(F,, v,—1;f,) 2 V(F,, v,; f,) quel que
soit 7, on a évidemment u <<u’, (& suivre)




