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94. Uber Kummersche Erweiterungen

Von Mitsuya MORI
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., July I2, ].957)

In der vorliegenden Arbeit wollen wir Kummersche Erweiterungen
tiber einem KSrper durch Untergruppen der Gruppe der Charaktere,
welche nur von der Multiplikationsgruppe des GrundkSrpers abhiingt,
beschreiben 1-2. Im 1 untersuchen wir die Struktur dieser
Untergruppen. Im 2 betrachten wir Normenrestsymbol ftir Charaktere.
Im letzten 3 kommen wir zum klassischen Fall zurtick und unter-
suchen die Beziehung zwischen dem Normenrestsymbol ftir Charaktere
und dem ftir Primideale.

1. Die Gruppe tier Charaktere. Es sei/c ein KSrper mit Charak-
teristik P0, welcher die n-ten Einheitswurzeln enthilt. Wenn P0 =0
ist, sei n0 (mod P0). Mit k* wird die Multiplikationsgruppe yon k,
und mit k* die Gruppe der n-ten Potenzen aller Elemente aus k*
bezeichnet. Nun sei K ein abelscher KSrper vom Exponenten n tiber
k. Dann gibt es eine k* enthaltendene Untergruppe H von k*, derart,
daft (H: k*")-K: k ist, und K durch Adjungierung der n-ten Wurzeln
aller Elemente aus H entsteht. Z sei die additive Gruppe aller ganzen
Zahlen, Q die additive Gruppe aller Brtichen, deren Nenner die Teller
von n sind, und Q’ die Faktorgruppe Q/Z von Q nach Z. Wir be-
zeichnen mit E das Tensorprodukt k*@ Q’ yon k* und Q’ tiber Z, wobei
k* als multiplikative Gruppe aufgefalt wird. Ist F das Bild des
Tensorproduktes H@Q’ fiber Z, auf das H()Q’ durch die nattirliche
Zuordnung H(R) Q’--> k* (R) Q’ tibergeht, dann ist F ein endlicher Unter-
modul von E, und isomorph zu der galoissche Gruppe G(K/k) yon K
nach k, wobei G(K/k) natirlich als multiplikative Gruppe aufgefat
wird. Es sei E die kompakte Gruppe der Charaktere von der dis-
kreten Gruppe E, der Annihilator (E ^, F)des Moduls F in E ^.
Dann ist E^/F. Wir bezeichnen mit A das Kompositum aller
Kummerschen KSrper vom Exponenten n fiber k, mit G(A/k) die
kompakte galoissche Gruppe von Ak/k. Es sei ein kontinuierlicher
Charakter von G(A/k). Dann gibt es ein Element A aus A* derart,
daft (S)=A- ftir jedes S aus G(A/k) ist, und zwar so, daft A zu
k* gehSrt. Umgekehrt sei a ein Element aus k*. Dann definiert

1) Y. Kawada hat in seiner Arbeit [2] als Beispiel yon Klassenformation Kum-
mersche Erweiterungen fiber demjenigen KSrper, dessert Multiplikationsgruppe Norm-
gruppe jeder endlichen galoisschen Erweiterung wird, betrachtet. Dabei hat er eine
solche Gruppe der Charaktere eingeffihrt, um daraus Klassformation zu konstruieren.

2) Im folgenden bedeutet die kompakte (diskrete) Gruppe der kontinuierlichen
Charaktere einer diskreten (kompakten) Gruppe.
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v(S)-(a/)- einen Charakter von G(A/k). Daraus folgt: (a) E
G(A/k) ^, (b) E G(A/k), (c) G(A/K). Im folgenden bezeichnen
wir die Isomorphismen yon E auf G(A/k) ^, E auf G(A/k) resp.
durch o;, cp. Es sei /=K* (R) Q’. Man versteht unter der Norm
N/ von E nach E den Homomorphismus N/(A (R) 1/n)--(N/A))1In.
Nun definieren wir ftir ) aus E seine Conorm N/) folgendermalen:

( 1 (N/)d)(A 1/n)-x(N/(A @) l/n)).
Wir bezeichnen mit J do,n Homomorphismus yon E in E" J(a)l/n)
--a(R)l/n. a aus G(K/k) wirkt auf aus ^ durch (A(R)I/n)--
$(A(R) 1/n). Nun definieren wir: N/$--H$, wobei a alle Elemente
der Gruppe G(K/k) durchluft. Nun zeige ich

Satz 1. Es gilt

2 N/ N/E^.

Beweis: Ist $ ein Charakter aus E ^, )d-$’J, dann ist )d ein
Charakter aus . Es sei A(R)l/n ein Element aus E. Dann ist
N/$(A ) l/n) $(N/(A ) l/n))- $.J((N/A) l/n) N/($.J)
(A) 1/n)-N/x(A( l/n). Umgekehrt sei
Ist T die Substitution aus G(A/k), die
ist, so gehSrt T zu G(A/K). Nun gibt es eine Substitution T’ yon

A/K, welche ftir die Elemente aus A eben T bewirkt. Ist $ der
Charakter aus , derart, daft (p(T’)--$ ist, dann gilt ftir jedes
A) 1In aus / N/)d(A l/n) )d((N/A)
((N/A)/)r’---$((N/A)(R)I/n)-N/$(A(R)I/n). Damit ist alles be-
wiesen.

Umgekehrt existiert zu einer vorgelegten offenen Untergruppe
der Gruppe E eine und nut eine Kummersche Erweiterung K fiber
k derart, dal N/--N/(K*)Q’) ist. Das ist eine Art vom
Existenzsatz Kummerscher Erweiterungen. Wir nennen die Gruppe

die K zugeordnete Gruppe der Charaktere in k.
Nun wird die folgende Tatsache hervorgehoben.
Satz 2. Sind K, K. resp. Kummersche Erweiterungen 4ber k yore

Exponenten n mit zugeordneten Gruppen , . der Charaktere in k,
und ’, " resp. die dem Durchschnittsk6rper KK., dem Kom-
positum KK. zugeordneten Gruppen der Charaktere in k, dann ist

(3) ’-., "-,-,..
Nun sei k’ ein 0berkOrper yon k,J’ der Homomorphismus J’(a(R)l/n)

=a(R) 1/n yon E in E’-M*Q’, und F’--J’F. Ist , der Annihilator
(E’^, F’) von F’ in E’^, dann ist , die der Kummerschen Erweiterung
K/’ fiber /’ zugeordnete Gruppe der Charaktere in k’. Nun haben wit

Satz 3. Diese Gruppe , ist die Gruppe der Charaktere )d’ aus
E’^, derart, daft )d" J’ zu gekOrt.
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2. Normenrestsmbol. Nun betrachten wir den Isomorphismus
E^/ G(K/k). Jeder Restklasse von der Substitution S aus G(A/k)
modulo G(A/K) ist umkehrbar eindeutig eine Substitution a aus G(K/k)
zugeordnet. Ftir ) aus E definieren wir das Normenrestsymbol
(), K/k) folgendermalen:

Es sei o())=S bei (b). Dann setzen wit
4 (x,

Nun sei L ein ZwischenkSrper vom Grad h’,J der Homomor-
phismus J.(a) 1/n)=a) 1/n von E in E=L* )Q’. a(L/k), G(K/L)
seien resp. die galoissche Gruppe von L/k, K/L, 0 der Homomorphismus
von G(K/k)auf G(L/tc), welcher jedem Element aus G(K/k)seine
Restklasse modulo G(K/L) zugeordnet.

Nun folgt ohne weiteres der folgende
Satz 4. 9 --> (9, K/k) ist ein Isomorphismus yon E^/ auf G(K/k),

und
(5)
(6)
(7)

(), L/k)--O(), K/k),
(N/X, K/L)--(%, K/k)’,
(. J, K/k)-- ($, K/L),

wo $ ein Charakter aus E ist,
Ferner haben wir nach (5)

Satz 5. Sind K, K’ unabhangige Kummersche Erweiterungen 4ber
k, dann ist
8 (), KK’/k)-(), K/k)(), K’/k).

Es sei k’ ein OberkSrper von k, J’ der Homomorphismus J’(a()l/n)
--a(Ol/n von E in E’-k’Q’. Wie man leicht einsieht, ergibt sich
dann

Satz 6. Ist %’ ein Charakter aus E’^, dann ist ()’J’, K/k) die
dutch (%’, Kk’/k’) induzierte Substitution yon K/k.

:. Ein Spezialfall. Nun sei der GrundkSrper k ein p-adischer
ZahlkSrper, der die primitiven n-ten Einheitswurzeln enthiilt. Wit
untersuchen die Beziehung zwischen dem Normenrestsymbol ftir von
einer Kummerschen Erweiterung fiber k und dem frtiher definierten
ftir Charaktere etwas niiher. Es sei ein Charakter aus G(A/k),
a()l/n das v zugeordnete Element aus E, so dal p2(a()l/n)-- bei
(a) ist. G sei die Untergruppe derjenigen Substitutionen aus G(A/k),
die durch v 0 zugeordnet werden. Ist Z der zu G gehSrige zyklische
TeilkSrper yon A, so ist Z-k(a/n). Es sei b eine Zahl 0 aus k,

---l.b’-)das Normenrestsymbol ftir von Z. Wir setzen (b l/n, y)

=( b’0Z ). Dann gilt

( 9 ) (55., )--(5, )(, )
mit 5=b)l/n, i=1, 2, aus E, mit v aus G(A/k)^,
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mit b=b(l/n aus E, mit n, i=l, 2, aus G(A/k). Das heilt aber,
da (., v) ein Charakter yon E ist, wenn dvr Charakter aus G(A/k)
festgesetzt ist, u (bl/n, .) fr ein festgesetztes Element bl/n
aus E ein Charakter yon G(A/k) ist.

Nun wollen wir einen Satz erledigen, welcher einigermaen die
Beziehung zwischen dem Normenrestsymbol ffir Charaktere und dem
ffir Primideale erklrt.

Satz 7. Ist a1In ein Element aus E, =(., ;(al/n)) der
dutch a1/n definierte Charakter yon E, dann gilt

(11) (a’k(b/).-p.-
fr jedes b 0 aus k.

Beweis: Sei a=(, k(b/)/k). Dann ist

(b’n)-’=x(b@ /n)=(b@ /n, ;(a@ /n))

( b, (a)
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