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24. Sur le Probléme de Neumann pour VEquation
du(P)=F(P, u(P), ou(P))

Par Tokui SATO
Institut de Mathématiques, Université de Kobe
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Feb. 12, 1958)

Récemment MM. Johannes et Joachin Nitsche® ont obtenu des
résultats intéressents relatifs au probélme de Neumann pour 1’équa-
tion

0,0,u~-0,0,u=(0,u)*+(d,u).
On peut étendre leurs résultats & un cas plus général. Par exemple,
considérons 1’équation

(1) 4u(P)=F (P, u(P), ou(P))
et cherchons la solution qui satisfait & la condition
(2) 24E) - 12y

n

sur la frontiére, ot 4 est le laplacien:
Au=0,0,% 0,054+ 05051

U s 0, . N . s e
et 97@2 est la dérivée prise suivant la normale intérieure.
"

Soient T un domaine appartenant & B, et S sa frontiére dans
Pespace des variables i, &, &;. Soient f(x,,%,, #,) une fonction continue
sur S et F(x, %, %5, %, Py, P2, Ps) une fonction continue et majorée en
module par une constante M dans le domaine

(xl’ Loy xs)GSU T’ — 00 < U, Py, P2, P3<< + 00,

Supposons d’abord qu’une solution de 1’équation (1) continue dans
SUT satisfait & la condition (2), les dérivées partielles du premier et
du deuxiéme ordres étant continues respectivement dans S|JT et dans
T. Si S’ est la frontiere d’'un domaine 7’ dans 7T, la formule de
Green? donne

(3) [249 45, = — [F(Q u(@), 3@,

oll do est 1’élément d’aire de S et dw celui de volume de 7. La fonc-
tion 1/rpq, olt 75, est la distance du point variable @ & un point fixe
P, est harmonique dans ’espace entier sauf au point P. En désignant
par T'(8) le domaine limité par S et par une sphére S(8) de centre P
et de rayon 8§ assez petit, on obtient
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F(Q w(Q), 0u(Q))dae.
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KO) Tre 5¢8)
converge vers —A4mu(P) lorsque §—0. On a de plus, d’apres (3),
1 1 du(Q)d ._ l f du(Q)d ‘
% TPe

-4 f FQ (@), (@M,

VRO

ot Ty(8) est V'intérieur de S(8) Done on obtient, en faisant §—0,
u(P)———f( @ L1 ),

TPQ

1
471'

Soit I'(P, @) la fonction de Neumann relative & T, c’est-a-dire la
fonction telle que

(@), 9u(Q))da.

oli w(Q) est une fonction harmonique qui est réguliére dans T et satis-
fait & la condition

S 1 1% _k (k=const=+0)

dn rpq dn
sur la frontiere S. Si l'on remplace 1/ry, par I'(P,Q)—w(Q) dans
I’égalité ci-dessus et remarque que l’on a, d’apres la formule de Green,

[ (%u(Q)_W(Q)Q%—))daQ= f WQF(Q, w(Q), 1(Q))dwe,
on obtient

w(P)= _Zl; [P, @f@da,

(4)
— i [P QFQ @), @)oe+ - [u@Mre.

On a par suite le

Théoréme 1. St une solution u=u(P) de ’équation (1), admettant
des dérivées partielles du premier ordre continues dans SUT et des
dérivées partielles du deuxiéme ordre continues dans T, satisfait & la
condition (2) sur S, on a (4) et

S 7 @doe=— [F(@,uQ), m(@)iwe.
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Considérons I'équation en w(P):
(5) wP)= -4%_ [ rp,Q)f (Q)dde"al; [ I'(P,Q)F (Quw&), 0u(Q))dw,.
L’équation en
WP)=UP)+ g [ TP, QS (@)oo
g’écrit
oP)=—4- f (P, QF(Q v - /@@ @iee,

(6)
(v(Q)—-— f rQeNf@ )d"Q'))de

f I'(P,Q)f(Q)ds, étant une fonction harmonique dans 7, on peut dé-

montrer, comme le théoréme d’existence dans mon article,” que 1’équa-
tion (6) admet une solution continue ainsi que ses dérivées partielles
du premier ordre dans SUT. L’équation (5) admet donc une solution
u=u(P) continue ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre
dans SUT.
Désignons maintenant par 4 le laplacien généralisé:
Av(%x, €5y 5)

270 rd
=lim 8 - f dgpf {v(, 47 sin 6 cos @, x,+7 sin 6 sin ¢,
0 0

r>0 2

Xy +7 cos 0)— (%, &, ,)} sin 6d6.
Alors u=u(P) vérifie (1) dans T et

n
sur S, ol
(8) c=2{ f F(Q)daq— f F(Q, u(Q), u(@)doy}-

On peut donc énoncer le

Théoréme 2. L’équation (5) admet une solution u=u(P) continue
aimsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans SUT qui satis-
fait aux relations (1) et (7), o C est la constante définie par (8).
Cette solution satisfait & Uéquation (1) dans T, si Uon entend par 4
le laplacien généralisé.
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