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22. L’Ingrale de Denjoy et l’Intgration au Moyen
des Espaces Rangds. IV

Par Shizu NAKANISHI
Facult4 des Sciences, Universit4 d’0saka

(Comm. by K. KUNUC,I, M.J..., Feb. 12, 1958)

Nous avons considr dans les Notes I, II et III prcdentes ) que
nous pouvons appliquer la notion des espaces ranges dfinir l’int-
grale au sens de Denjoy. Dans cette Note, nous allons donner une
autre dfinition de l’intgrale au sens de Denjoy, en utilisant la mthode
des espaces rangtis.

Soit X l’ensemble des couples (f, F) telles que:

i) f(x) est une fonction intgrable au sens de Lebesgue dfinie
dans l’intervalle a, bJ.

ii) F est un ensemble fer’m contenu dans [a, b.
iii) f(x) s’annule pour tout x n’appartenant pas F.

Nous ferons les conventions suivantes:
1. (f F)--(f, F) signifiera f f et F-- F,
2.
3. c(f, F)=(cf, F), c est un nombre rel.
Tout d’abord, nous allons introduire dans l’espace X une topologie

et un rang. ]tant donns un entier positif ou nul et une fonction

(f,F) quelconque de X, dfinissons le voisinage V(,,(f,F))de la
fonction (f, F) comme suit: Le voisinage V(v, (f, F)) est la totalit
des fonctions (f,F) de X qui jouissent de la proprit suivante:

(f, F) est une somme de la fonction (f, F) et une fonction (f*, F*)
de X (nous dsignerons par (f*, F*; F’) plus prcisment), c.-/-d.

(fl, F)--(f F)-(f*, F*; F’),
qui satisfait aux condition suivantes:

1) F* et F’ sont des ensembles ferms tels que F*_F’ F.
2) f*(x) s’annule pour tout x appartenant
3) Pour tout systme lmentaire ) d’intervalles L (i--l, 2,...,

i0) tel que LF’ n’est pas vide pour tout i, on a

f*(x)dx <2-.
I

Alors, on voit aussitSt que les voisinages ainsi d6finis satisfont aux

conditions (A) et (B) de F. Hausdorff.a) Pour la profondeur o(X) de

1) S. Nakanishi" L’int6gral-e de Denjoy et l’int6gration au moyen des espaces
rangds. I-III, Proc. Japan Acad., 32, 678-683 (1956); 33, 13-18, 265-270 (1957).

2) On dit qu’un systbme d’intervalles est dldmentaire, lorsqu’il est composd d’un
nombre fini d’intervalles n’empidtant pas les uns sur les autres.

3) Voir F. Hausdorff: Grundziige d. Mengenlehre, p. 213.
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l’espace X, on a d’abord (X)>0, puisque le systme des voisina-
ges satisfait la condition (B) de F. Hausdorff. D’autre part, les
voisinages V(,, (f, F)) (,=0, 1, 2,...) d’une fonction (f, F) tel que

a+b 1 forment suite monotone dcroissanteF---- a,
2

par exemple, une

et maximale. Donc, la profondeur de l’espace X est o. La class
des voisinages de rang (-0, 1, 2,...)sera forme, comme dfini-

tion, de tous les voisinages V(,, (fi F)) qui satisfont la condition
mes{[a,b]--F}<2-. Alors, nous pouvons voir sans peine que, pour
tout voisinage V(,, (fi F)) de (fi F) et pour tout rang , il existe un
voisinage V(,’,(fi F)) de (f, F) de rang suprieur et qui est
contenu dans V(,, (f, F)). Par consequent, X est un espace rang.

Cela pos, nous pouvons dmontrer d’abord le
Lemme 1. Si U--Un, U-- V(, (f, F)) (n=O, 1, 2,...), est une

suite fondamentale, elle possde les proprit$s suivantes:
1) La fonction (f2, F2) s’crit

F2n-l(f, F)=(f_, F_)+(f_l, * "Fi,_),
_) est ueoh (f_, F:,_, fonction satisfaisant aux conditions 1),

2 ) et 3), et on a

f,(x)=f+(x) =A(x)+ f_(x) (n- 1, 2,... ).

2) F--F+ F(,+) (n-O, 1, 2,...) et mes {[a, bJ-- F]--0.
0

Thorme 1. Soit U--[Un}, U= V(,, (f, Fn)) (n--O, 1, 2,...), une
suite fondamentale. Alors, f=fn(X) tend vers une fonction f(x) dans

C (xl’intervalle a, b et on a fn(X) f(x)"
En effet, puisque F--F+ et f(x)=f+(x) pour tout m, il

suffit de montrer du cas off n=2m. Pour tout k>m, il rsulte du
Lemme 1 que

f_(x)+ f_(x)+fo(XEf=
k

f_( )+f(x).

Mais comme fi_(x) s’annule pour tout
pour tout jm, on a f(x)=f,(x) pour tout x appartenant a F,.
Par consequent, pour tout x appartenant F, il existe une limite
limf(x)--f(x) et on a f(x)--f(x), c.-a-d. A(x)-f(x).C(x).
D’ailleurs, puisque f(x) s’annule pour tout x n’appartenant pas F,
quel que soit n, on a limf(x)--0 pour tout x e {a, bJ--F}.

m =0

Thorme 2. Soient u- {u}, u V(Vn, fn, )) (n--O, 1, 2,...),
v-- {Vn}, Vn-- V(n, (g, G)) (n-O, 1, 2,...), deux suites fondamentales
appartenant la m6me collection maximale. Posons

4) Pour un ensemble quelconque M, CM(X) ddsigne la fonction caractdristique de
M.
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f(x):lim fn(x), g(x) lim gn(x).

Alors, nous avons presque par$ou f(x)-g(x).
En effet, soit w-{w}, w- V(, (h, H)) (n-0, 1, 2,... une suite

fondamentale de la mme collection maximale telle qu’on ait la
lois wu et wv. D’aprs la proprit telle que wv, pour tout
V(,, (f, F)), il existe un intervalle V(, (h, H)) tel que V(,
(h, H)) V(, (f, F)). Donc, la fonction (h, H) s’crit (h, H)
=(f, Fn)+(f, F:; F), o (f, F:; F) est une fonction satisfaisant
aux conditions 1), 2o) et 3). Donc, on a h()=f() pour tout
x eF et on a FH. D’autre part, on a, d’aprs le Thorme 1,
f()-f(x).C() et h()-h(x).C(x). Donc, on en dduit que
f()--h() pour tout F, quel que soit n, de sorte que f()--h(x)
pour tout x e F. Puisqu’on a de plus, d’aprs le Thorme 1,

0

mes{a,b--F}-0, nous avons presque partout f(x)--h(x). De
mme, d’aprs la proprit telle que wv, nous avons presque partout
g()--h(x). Par consequent, nous avons presque partout f()--g(x).

Ainsi, comme l’a fair de Prof. K. Kunugi, si nous identifions deux
fonctions qui ne sont diffrentes que sur un ensemble de mesure nulle,
toute collection maximale des suites fondamentales f* dtermine une
fonction qu’on peut associer cette collection maximale.

Thorme 3. Soi u-{u}, u- V(, (f, F)) (n--0, 1, 2,...) une

suite fondamenale. Alors, il exise une limie lim ]’f(x)dx pouro

intervalle I contenu dans a, b. De plus, si l’on pose
(f, F)-(f_, F_)+(f_, F_, F_),

o (f_, F_I,* F_) est une fonction satisfaisant aux conditions 1),
2 et 3), on a

f flim f(x) d- fo() d+ f_(x) dx.

En effet, pour tout intervalle I contenu dans [a, b, il existe un en-
semble F tel que IF n’est pas vide. Donc, on a d’aprs la propri6t6
8

f_()g <2-’- our tout
I

de sorge qu’il existe une somme f_()d. D’autre art, on

*d’args le Lemme 1 f()-f_()+f0(). Par consequent, il existe

une limite lim [f()g-lim [f()g et on a l’galit voulue.
I I

5) K. Kunugi" Application de la mdthode des espaces rangds la thdorie de
l’intdgration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956).
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Thorme 4. Soient U--{Un} Un-" V(13n, (fn, Fn)) (n--O, 1, 2,...),
V--{Vn} V Y(tzn, (gn, Vn)) (n--O, 1, 2,...), deux suites fondamentales
appartenant g la mme collection maximale. Alors, pour tout inter-
valle I contenu dans a, b, on a

lim fA(x)dx-lim
I

En effe, puisqu’il exise une suite ondamenale w de la mme
collection maximale ell qu’on ai g la *ois wu e wv, il su de
monster du eas o uv. Or, d’aprs le Thorme 8, si l’on pose

g-lira(f()g et K= limfO()d, il existe, pour un nombre posiie

quelconque s, un entier posigif no--no(s) el que 2-o <e/3 et qu’on air
g la lois

ffn(x) dx--L’<z/3, fg.(x) dx-K <e/3 (1)
I I

pour tout n>no. Mais comme l’ensemble U F partout dense dans

[a,b, on voit d’abord qu’il existe un ensemble F, tel que F,I
n’est pas vide et nn,>no. Pour l’intervalle V(’n,, (fn,, F,,)), il existe,
d’aprs la proprit telle que ugv, une fonction (gnu, Gnu)telle que

V(#=, (gnu, G)) V(,,, (f,, Fn,)), par suite (g, Gn=) e V(’n, (f,,, Fn,)).
Alors, (g=, Gn= s’crit

(an=, Gn)=(fn,, EO+(f<, *’., F:,),
off (f,F:; Fg’,) est une fonction satisfaisant aux conditions 1), 2)
et 3). On a donc g(x)=f,(x)+f(x). De plus, I’, n’est pas vide,
puisque I : 0 et F:, Fn,. Doric, il r6sulte de la proprit 3) que

I

Par eonsgquent, il s’ensuit que

D’args (1)et (2), on volt que --Ks quel que soit s>0.
Ainsi, si deux suites fondamentales -{}, -V(u,(f,N))

(-0, 1, ,...), et v {v}, v V(, (, )) ( O, 1, ,. ),

artiennent la mme collection maximale f*, nous avons lim f()g

lim () g.

De lus, on dduit du hgorgme 1 et du horgme 4 que:
horme g. Soit -{},- V(, (f )) (-0, 1, 2,...), ue

ite fogaetale. Aloft, la foetio f()-limf() et
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limff,(x) dx= .-, .; f(x) dx,
I I

quel que soit l’intervalle I contenu darts a, b.
Thorme 6. Soit u-{u], u- V(,, (fn, F)) (n=0, 1, 2,...), une

suite fondamentale telle que U F [a, b Posons lim f,(x) f(x).
Alors, la fonction f(x) est intgrable au sens de Denoy et on a

lim x) dx--(D x) dx.
n

Dmonstration. D’aprSs le Thorme 5, nous pouvons poser F(I)

=limflfn(x) dx pour tout intervalle I contenu dans [a, b. F(I) est
I

alors une fonction d’intervalle fini-additive. Soient (j=l, 2,...) une
suite des hombres quelconque telle que 0, F (j= 1, 2,... ) une suite
partielle de F (n=0,1,2,...) telle que 2-w<e. Alors, la suite
d’ensembles ferms {F} jouit des proprits suivantes:

1) {F} est une suite non-dcroissante d’ensembles ferms de total
Ea,

2) f(x) est sommable sur tout Fn.
3) Quel que soit le systme lmentaire d’intervalles L (i-1, 2,

.., i0), si l’ensemble IF n’est pas vide pour tout i, on a

En effet, les Propositions 1) et 2) rsultent du Lemme 1 et du Thorme
1 respectivement. Pour la Proposition 3), d’abord il existe pour tout

Fn un entier positif m--re(j) tel que
(i-- 1, 2,..., i0) une systme lmentaire d’intervalles tels que L F0

F,_ F_pour tout i. Puisqu’alors P=P et Pe pour tout
P_ n’est pas vide pour tout >. Done, de la propritn>, LN

3), il rsulte que pour tout

D’ailleurs, on a d6j su, d’args le horme 8 et le Lemme 1, que

F(L)=lim )-I Ii I

et f f() -- ff()--ffo() + ff-().
IiB’nj I Ii I

Done, on en ddi que F(L)- f()
t=l i=l

ItFnj I

Par consequent, f(x) est intgrable au sens de Denjoy et on a
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flim fn(X) dx--F(a, b)--(D) f(x) dx.6)

Thorme 7. Si f(x) est une fonction int$grable au sens de Denjoy
dans [a, b, il existe une suite fondamentale u-[Un}, Un--
(n----0, 1, 2,...), qui possde les propri$t$s suivantes:

1) U F- l-a, b].
=0

2) lim A(x)- f(x).

3) lira x) dx--(D x) dx.

Dmonstration. Puisque la fonction f(x) est intgrable au sens
de Denjoy, il existe une suite non-dcroissante, de total a, b, d’en-
sembles ferms Fn (n--l, 2,...), qui possde les proprits suivantes: )

a) rues (a, b--F)<2-’.
b) f(x) est sommable sur tout F.
c) Quel que soit le systme lmentaire d’intervalles L (i-1, 2,

.., i0), si LF n’est pas vide pour tout i, on a

I IiAF
D’abord, il rsulte de la proprit c) que:

c’) Quel que soit le systme lmentaire d’intervalles L (i-1, 2,
.., i0), si L n’est pas vide pour tout i, on a

Nn effet, on a d’args e)

I IinF
Puisque Fn+Fn, on a aussi IFn+O pour tout i, de sorte que

I IiO’n+
Posons maintenant, pour tout n=O, 1, 2,...

--n, H=H,+--Fn+, f,(x)=f,+(x)--{(x) si xF+
si xFn+.

Alors, nous pouvons voir que U=Un, U= V(,, (fn, H)) (n=0, 1, 2...)
est une suite fondamentale qui jouit des proprits voulues dans ce
thorme.

6) Voir S. Enomoto: Sur une totalisation dans les espaces de plusieurs dimensions
I, Thorme 5, Osaka Math. J., 7, 69-102 (1955).

7) Voir S. Enomoto" Loc. cir., Thdorme 1.


