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158. Unicité du Prolongement des Solutions des Equations
Elliptiques du Quatriéme Ordre

Par Sigeru MIZOHATA
Université de Kydto
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1958)

1. Introduction. Le probléme de l'unicité du prolongement des
solutions pour les équations elliptiques quelconques est, dans ma con-
naissance, resté ouvert (voir & ce sujet, les références & la fin du
texte). Cette Note a pour but de démontrer cette propriété pour tout
opérateur différentiel elliptique du quatriéme ordre. Notre méthode
n’est qu'une variante de celle de Calder6n, mais le résultat est nouveau.

2. On va partir d’'une variante du Lemme 1 de [2]:

Lemme 2,1. Soit u(t), 0<t<h, une fonction continuement dif-
Jérentiable en t & valeurs dans L* telle que Au(t) soit continue. On
suppose que u(t) sannule 6 t=0, mais ne sannule identiquement
dans aucun wvoisinage de t=0. Sotent P(t) et Q(t) deux opérateurs
d’intégrale singuliére tels que les symboles o(P)=F(x,t,z), o(Q)
=Fy(x, t, z) soient (4 valeurs réelles) dans Cy, f>1, pour [z]>1. On
suppose que P(t)-' existe pour 0<t<h. On a alors

(4)
%u+(P+¢Q)Au“2dt2(p—1)212+172—o<_§>—o(£ﬁ>.

13
Jn=f ©n
0 n

Preuve. Nous nous limitons & expliciter les modifications & faire.
D’abord, dans I'analyse de Calderdn, le terme
[l (pu) +iQApu|*
n’a joué aucun roéle. Ici on va lui faire jouer un rdle important.
Dans le Lemme 2,2, on utilisera I'inégalité

" ' 2 1 " 2 g4 — Poe 2
@) [l +iaseular=g [Cewira- [ dletira.
Mais, dans ce Lemme cette inégalité est trop grossiére. On fait comme
suit:
[(ew), PApu]+[PApu, (ou)’]
=[ou, PAou]' — [ou, PA(pu)]—[ou, P/Apu]+ [Pdeu, (pu)']
=[pu, PAou]' + [(PA—AP*)ou, (pu)]— [ou, P/ Apu].
h
Notons ¢*(h)=0(I%*/n?), et f oallu||*dt=0(I%/n?) par suite
0

[t haull ulide=o(pI*/m).

0
D'abord, f " Lou, P! Apu]dt=o(pI*n),



688 S. MizoHATA [Vol. 34,

ensuite, compte tenu de ce que (PA—AP*) est un opérateur borné,
[(PA—AP*)ou, (pu)]1=[(PA—AP*)pu, (pu)' +iQApu]
+i[(PA—AP*)pu, QApu], d’ol

@2 = [UPA= 4P, ez = 5 [l +iQpuae

e [" luliat—o{ L1 cafd

0
De l'inégalité (A), on déduit que, en prenant §’il est nécessaire
une suite partielle des ¢,,

21’2 .
(B) JnZC(u)B-F, si n>N(u),
ot C(u) est une constante positive ne dépendant que de u.

En effet, 1) en cas oll p est borné, on aura p*I*<kI? k>0, d’ou,

. 1 i
J,>1%2n, si n est assez grand, done 22— . P % ;
n

2) en cas oll p n’est pas borné, en prenant une suite partielle des

272
©,, on en déduit anﬁzl—, si » est assez grand.

Par la méme raison, en prenant s’il est nécessaire une suite
partielle

(C) J,=1I%*2n, si n est assez grand.

Nous ometterons désormais de dire “si » est assez grand” et
‘“en prenant une suite partielle”.

Considérons

@3 [

J
en supposant que Ai(—dd?> u(t), 1+J5<2, soient des fonctions continues

(- (P4 iQA)(-L +(Pri@a)u| at,

a valeurs dans L2, et que u(0)=gt-u(0)=0, ol P, Q, sont des opé-
rateurs vérifiant les conditions du Lemme 2,1. On suppose que u(t)
ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de t=0, alors

(2,4) v(t)=<—dd?+(P2+'£Q2)A)u(t) Pest. En effet, si v(t) s’annule pour
t<t,, t,>0, d’aprés le Lemme 1 de [2], en supposant h=t, on dédui-

rais u(t)=0 dans un voisinage de t=0.
En appliquant alors & v l'inégalité (B), on aura

Pintégrale (2,8)> C(0)0I¥/n=C(v)L f go,.”/l( —|—(P2+1Q2)/1)ull2dt
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Comme
d = d ) —_— ) —
A(—d?+(--.)/1>u_(%+( )A)Au+(AP2 Pod) Au+i(AQ,— Q) Au,

d’ol1, si 'on intégre le carré de la norme de cette fonction en multi-
pliant ¢}, le deuxiéme terme peut étre négligé par rapport au premier,
compte tenu de ce que AP,— P,A et AQ,—Q.4 sont bornés. En ap-
pliquant donc la formule (C) au premier terme, on a

(2,5) Pintégrale (2,8)>C(v)— f hS"g”Au”zdt-
0

2n?
h
Compte tenu de f onllw|Pdt=o(I*In?),

0
(2,6) devient, en ajoutant I'inégalité (2 fois) itérée de (C),
(2,6) Pintégrale (2,3)> M(n)C(v) f hgo?.{”Aqu—{—nHullz} dt,
0

oll M(n) est une suite tendant vers 4 o avec n.

Ceci fait, considérons lintégrale J, en supposant, outre les hypo-
théses du Lemme 2,1, que le symbole ¢(P) soit positif pour |z]|>1,
xeR* 0<t<h, et de plus que
(2,7) pour chaque £€[0, 2] il existe un z, tel que
(PE)—Py@&)ul| <pl|| Pull, o<1, ot Py(t) est opérateur (de comvolu-
tion) tel que o(Py(t))=F,(x,y, t,2). Alors, on a

Lemme 2,2

h d 2 h h
(2,8) ano(.of o _d?uH dt+ f i || Au|[Fdt+n f gof.]lullzdt),

ot ¢>0 est une constante indépendante de u.
Démonstration
| PApu—o'u|lP=|| PApu|*+||¢"ul|*— o' { [ PAu, u]+ [, PAu]}.
Or, [PAu, uw]="[PyAu, u]+ [(P—Py)Au,w] ou [P,du,u]>0.
En vertu de (2,7),

h h h
2 [*1o¢/ | ILP—Pdu, wllat< L [ || PAulPdt+e [ o[l de.
0 ¢ 0 0
En prenant, 1>¢>p, nous avons
h h h
f iIPA¢u—<p’u||2dtza’( f ol PuFdt+ [ go’z”u||2dt), o' >0.
0 0 0

" h R I2 IZ

Deuxiémement, f H(gou)’||2+||go’u”2dt=f goz||u’||2dt—7——o(—n—>,
[1) 0

compte tenu de l'inégalité (A) et (2,1) on aura le Lemme.

Lemme 2,8. Pour tout opérateur d’intégrale singuliére H tel
que ¢(H)=h(x,2)eCy, =+, on a
(2,9) APH=HA*4+H A*-*+H®, p>1,
oy, H', H® sont des opérateurs bornés de L* dans lui-méme.
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Nous en donnerons la démonstration dans [6] en bref. Remar-
quons que, dans ’hypothése, 8=+ o n’est pas nécessaire: il suffit de
prendre, pour p donné, par exemple (on pourrait améliorer),

(2,10) B=p+n+1.

Envisageons maintenant, en supposant que u(t) ne sannule identi-

quement dans aucun voisinage de t=0,"

@10 K= "6t 11, (4 + (= Pori)d) I1 (-G +Poriaoa)ul o

ou Pt), Qi(t) vérifient les conditions des Lemmes 2,1 et 2,2 avec
B>n+4. En appliquant I'inégalité (2,6),

2,12) K,>M(n)C'(v) f “elll Ao [F+nll |}t ot

o(t)=T1 ( +(PiQ)A ule).

Comme P, (i=1, 2) sont positifs (par abus de langage), en appliquant
deux fois l'inégalité (2,8), et compte tenu du Lemme 2,3,

213)  K2Mocwe( [ @] 3 m(gt.)fu ‘Jat),

14+J<3, J<2
o, o’ est une constante >0 ne dépendant que de u.
En tenant compte de

(%)%(t) - <Ed£ (=P, +iQ2)/1>iE2<~% +(Pi—]—iQi)/l>u(t)— .
et du Lemme 2,3, on aura finalement
(2,13) anM(n)A(u)< f "993,{ (%)(%) .
(50 ) e o)

ol A(u) est une constante positive, M(n) est une suite tendant vers
+ oo avec n.

3. Revenons maintenant & notre but; soit L un opérateur elliptique
du quatriéme ordre d coefficients réels; prenons un des x, comme t;
considérons le probléme de Cauchy pour ¢>0; Lu=0 prendra alors la
forme

@D ( gt > v ZA (w i)( gt ) utBw)=0,

0<Svo+vyd e tvn<s

olt A,(w, t, 5‘1—) sont des polynomes de dérivation de (4—j7)®™e ordre

(homogenes), supposons les coeﬁ'lclents des A, sont (n+4)-fois continue-

1) On suppose ici que A? ( o ) u(t), 1+j<4, soient des fonctions continues 2

valeurs dans L% et que (%) w(0)=0, $=0, ---, 3.
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ment différentiables et que les autre coefficients sont mesurables
bornés; supposons que u(t), 0<t<h, est une solution de (3,1) 4-fois
continuement différentiable, avec la donnée de Cauchy 0 pour t=0;
on suppose de plus que

(C,) le polynome caractéristique

0 4
2+ Z?'Aj(x, t,12)A’ se factorise= [ (1—2.(=, t, 2)|2]),
j= i=1

(2, t,2) vérifiant la condition du Lemme 2,1 avec f=n+4; (C,) le
support de u(t) soit strictement convexe & l'origine (0,0) dans ¢>0.”

On a alors le

Théoréme. Dans les conditions (C,), (C,), le probléme de Cauchy
est unique, plus précisément, u(t)=0 dans un voisinage de t=0.

Démonstration. L’ellipticité et la condition (C,) entrainent que les
4 racines 1; sont deux a deux symétriques par rapport a l'axe imagi-
naire dans le plan complexe. Soient ¢(P;)>0,

a(£Pi+1Q,) =12y, Ay o(=Py+1Q,)=2;, A,

Les conditions des Lemmes 2,1 et 2,2 peuvent &tre considérées vérifiées
a cause de (Cy).

Or, opérateur (Tj{y +,~.§4‘3 Aj<x, t, %)(%)J et

I <_((ii;‘,_ +(— P+ iQi)A>iH2< % +(P; —H'Qi)/l> sont égaux, a

i=1,2

= /1%—%—)? prés, d’aprés le Théoréme 3 de [2] et du Lemme 2,3.

0<p+9<3

c.q.f.d.

Quant & (C,), par le changement de coordonnées bien connu (de
Holmgren), cette condition se toujours réaliser. Mais, alors, la condi-
tion (C,) est, nous semble-t-il, difficile & vérifier. Je ne sais pas si
cette condition soit toujours vérifiée pour tous les opérateurs. Mais,
si (8,1) se décompose en deux opérateurs elliptiques du deuxiéme ordre
a coefficients réels et plug un opérateur d’ordre <38, la condition (C,)
est toujours vérifie et méme quand on fait le changement de coor-
données. On a donc

Corollaire 1. Pour tous les opérateurs elliptiques du 4> ordre
de la forme: P=P,P,+termes dordre<38, P,, P, étant des opéra-
teurs elliptiques G coefficients réels (d’ordre=2), l'unicité locale des
solutions du probléme de Cauchy est toujours affirmée.

Lorsque la partie principale de lopérateur (8,1) est un opérateur
a coefficients constants <c’est-é—dire que A,(x, t, %):AK%)), le
raisonnement ci-dessus devient simple. Dans ce cas, les conditions
(Cy), (C,) sont inutiles; nous énoncons le

2) Voir [4, p. 90]. S
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Corollaire 2 (Unicité globale). Pour tous les opérateurs elliptiques
du 4®me oprdre a coefficients réels dont la partie principale soit
opérateur G coefficients constants, on o Uunicité globale du probléme
de Cauchy: Toute solution u(t), t=>0, continue en t avec (%)v"(—g—)vu(t),

x
vot+ |v]| £4, a valeurs dans L?, avec la donnée de Cauchy 0 sur t=0,
sannule identiquement dans un voisinage de t=0.

Prenons, comme titre d’exemple, 4*°+ > cu(a:;)(ai ) Pour cet
Iv]<3 1
opérateur, les solutions du probléme de Cauchy local sont uniques d’apres
le Corollaire 1. On peut affirmer aussi cette propriété du Corollaire
2: en effet, la pseudo-analyticité des solutions en découle immédiate-
ment (voir [4 p. 99]).
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