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8. Sur l’Indgalitd d’nergie pour le Systme Hyperbolique

Par Masaya YAMAGUTI
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1959)

1. Introduction. On sait que la question de l’unicit du problme
de Cauchy a t rsolue pour des quations assez gnrales par MM.
CalderSn et Zygmund [1. Ils ont montr que les oprateurs d’int-
grale singulire sont des outils trs puissants. Nous allons montrer
que cette mthode est aussi efficace pour trouver l’ingalit d’nergie
pour le systme hyperbolique, qui a t montre pour la premiere lois
par M. Petrowsky (voir ce sujet [2-4).

2. Systme hyperbolique. Considrons le systme
3 u a() u+b +f (i=1,2,... N)

dont la matrice caractristique

est de la forme

(a)

oh tous les Mments qui ne sont dans aucune carrie M (i----1,..., r)
sont identiquement nuls. Les racines de chaque dterminant de
M sont relles et distinctes pour a.-ll--l. On suppose que la
difference de deux racines du mme dterminant est toujours sup-
rieures une constante positive fixe.

On supposera dsormais que, pour simplifier le raisonnement, tous
les coefficients sont indfiniment drivables et bornSs avec routes leurs
drives d’ordre quelconque; le second membre f(x, t) (i= 1,..., N) sont
des fonctions continues en t valeurs dans L.

Nous allons mettre (1) sous la forme de l’quation d’volution
exprime par oprateurs d’intgrale singulire (voir 1):

d4 ) u- U.(iA)u+ bu+L (i--1,..., N),

On erit (4) sous la forme matricielle
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d U=iHAU+BU+F.(5) d-
Remarquons que le dterminant de la matrice 2I--a(H)est identique
au dterminant de la matrice (2) pour al=l (a(H) dsigne le symbole
de H). A cause de l’hyperbolicit, on peut alors trouver une matrice
non singulire a(N) telle que a(N)a(H)--a(D)a(N) pour tous t, x,
ai--l(a(D) est la matrice diagonale).) On peut vrifier alors, grace
l’hyperbolicit, que le dterminant de a(N) est toujours suprieur
une constante positive fixe valeur absolue, de sorte que a(N) est

non singulire.
Maintenant, on peut associer un oprateur matriciel N d’intgrale

singulire dont le symbole soit justement a(N). D’ailleurs, pour to, x0
fixes a(No) est aussi le symbole d’un oprateur d’intgrale singulire

No qui est inversible comme un oprateur de L dans lui-mme (voir
le Thorme 4 [1).

3. Ingalit$ d’Snergie (locale). Nous allons chercher d’abord une
ingalit d’nergie dans un domaine cylindrique /2 de base o qui est
une boule de centre x0, point quelconque de l’hyperplan t----0. Soit (o’

une autre boule concentrique de (o, qui contient o.

Modifions les coefficients a de la manire suivante:
( 6 ) a(t, x)--g(x)a(t, x)+(1--g(x))a(t, Xo),
off g(x)=l dans w; g(x)=O dans Co/, Og(x)l, g(x)eC%

Si l’on crit l’quation (1) en une forme matricielle

(7) 3--U-A(k) --U+BUzTF,
t 3x

Alors l’quation modifie devient

8 U=E A’(k)--U-BU+F,
t x

1) En effet, trouver 6(N) telle que (N).a(H)=(D)a(N) signifie de trouver
nij(t, x, ) telles que

nj= nsa()( i= 1, 2,..., N.

On peut choisir par exemple comme ns" les mineurs M9 de j-ime colonne de la
matrice Mr pour chaque r=l, 2,..., 1. (Mr est Nr-matrice care.)

11 k--
k

w22 k

Doric, on a Nr sortes des expressions de

r (les signes convenablementns EM M M choisis).

Puisque le rang de la matrice (,) est exactement Nr-1 (l’hyperbolicit4), au moins un
des ddnominateurs est suprieur une constante positive.

Par consequent, ns (donc (N)) sont inddfiniment ddrivables borndes avec toutes
leurs ddrivdes en t, x, et homognes d’ordre zdro par rapport aux a’"an.
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Nous dsignons par L l’oprateur

L(t)- I d_
_
A) 3_-+ B.

dt x
Considrons une fonction U(t) continfiment diffrentiable en t

valeurs dans L, dfinie pour t:>0 dont le support est contenu dans /2.

On peut associer cette quation modifie (8) un oprateur
matriciel N(t) d’intgrale singulire comme nous avons fait au n 2, et

cette fois-ci, on peut supposer N inversible parce que a(N(t))--a(No(t))
et routes ses drives par rapport a, a,..., a sont supposes aussi
petites qu’on veut en prenant le diamtre de o (ensuite celui de (o’)
suffisamment petit, dpendant seulement de l’oscillation des lments
de la matrice A’() de l’quation (8). Cela se fait uniformment en xo
et en t cause de l’hyperbolicit dfinie au n 2.

On voit que

9 NHiA--DiAN+Di(NA--AN)+(DoN--DN)iA+(NH--NoH)i4,
d NU U + U; U-- Hi4 U+BU+L(U).

D’Ol

(10) U--(HiAU+BU-L(U))+ dNU--dt DiAUWU+L(U),

o --Di(h 4)+(DoN----D)iA+(H--oH)iA+dN +B.
Posons N(t)U(t)-- W(t). W(t) est aussi une fonction une lois drivable
en t & valeur dans L.
(11) d__ W--DiAW+. U+L(U).

dt
dOn va calculer --liWil en prenant le produit scalaire:

d iiWI[._(DiAW, W}+(W, iDAW}+(U, W}+(W, U}
dt

-(NL( U), W}-< W, NL(U)}
--i((DA--AD*)W, W}+(BU, W}+<W, BU}-<NL( U), W}- ( W, NL( U)}.

Puisqae DA--AD* est born (ce qui est essentiel dans le raisonnement)
et B l’est aussi (Thorme 3 [1), on a

d ]iWii.<c[iW[l.+ci[Vll IIWlt+c.llWll IIL(U)ll off
dt

c-- II DA--AD* ]I.(L, L).
Notons que N(t) est inversible, plus prcisment, on a
pour tout U(t), supp. (U(t)) [2. D’ailleurs on peut prendre a indpen-
damment de la position de o. Donc on a
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(12)

d’ofi vient

IIWll<ollWll+cllWll+c.tlL(U)ll IlWli
<--_-eIlWII/cllL(U)il iiWll, c=e/c

c3 t) l]Wll} exp( cs t)c.d(exp( - --- -iIL(U)ll.dt
Par consequent,

(13) !i W(e)!! exp tll W(0)!! + exp (t- v) !] L(U) !! dr.

En tenant compte de l’inversibilit de N(t), on obtient l’ingalit:

oh les constantes c, c, c d6pendent seulement du diamtre de o,
ind6pendamment de la position de w.

4. InSgalit d’Snergie. Nous allons montrer que la partition de
l’unit6 nous emmne une in6galit6 d’6nergie pour les solutions qui
sont des fonctions continfiment d6rivables en t valeur dans L de
l’6quation (1).

Soit {o} un recouvrement de morceaux, localement fini dans R".
Chaque ouvert est suppos6 qu’il est contenu dans quelque boule o

d6finie au n 3. Soit {aSx)} une partition de l’unit6 attach6e au re-
couvrement {w]. Alors le support aSx)U(x, t) est contenu dans quelque
9. On a d6j trouv6 une in6galit6 pour cette fonction au n 3:

(x5) II-,f(t)[i c, exp t il-,f(o)ii+c exp7
Done, pour Oth,

U(t) c,exp-( h)[ , U(0)[ +c exp _( ]L( U){[ dr,
d’oh

ii.u(t)ll2dexp(ch)ll.u(o)[! + 2chexp(ch) IlL(..U)ii&

llg(0)il+ l(g)ll&

ais on eut trouver deux eonstantes et our U.
2) I1 suffit de le ddmontrer pour une fonction u(x) carde sommable. I1 y a

1
toujours au moins une fonction telle que off / est l’ordre du recouvre-

ment {}, par suite>
f fI[ u l[= ( a)udxk, ( a)uZdx k u dx k iu

Par la meme raison, on a L()u kgll u .
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Alors, compte tenu des ingalits:

!! v(t) !! !! v(t) !! , !1 v(o) !! I! v(o) !! ,
i[ L(a) U(t)] k U(t),

on a

Finalement, on obtient l’ingalit cherche par le lemme classique,

(16) 11V(t)11 exp (kkmt) kkm, [[ V(O)][ + kkm [] F[ dr

Oth.
On voit bien que la mme mthode peut tre utilise pour trouver

une ingalit qui va assurer que l’application U(to)U(t) est borne
de z dans lui-mme. Aussi ces ingalits suggreront la rsolution
du probl6me de Cauchy pour ce syst6me.

En terminant ce petit article, l’auteur exprime un remerciement
profond M. Sigeru Mizohata pour sa suggestion claircissante et son
encouragement continuel.
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