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8. Sur UInégalité d’Energie pour le Systéme Hryperbolique

Par Masaya YAMAGUTI
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1959)

1. Introduction. On sait que la question de I'unicité du probleme
de Cauchy a été résolue pour des équations assez générales par MM.
Calder6n et Zygmund [1]. Ils ont montré que les opérateurs d’inté-
grale singuliére sont des outils trés puissants. Nous allons montrer
que cette méthode est aussi efficace pour trouver l'inégalité d’énergie
pour le systéme hyperbolique, qui a été montrée pour la premiere fois
par M. Petrowsky (voir & ce sujet [2-4]).

2. Systéme hyperbolique. Considérons le systéme

N,n N .
(1) aat uz:jzka%{cz aax uj+%}bi’juj+fi (7':1, 27"'; N)
’ k

dont la matrice caractéristique

A
2
(2) . = 2 affja,
k
2
est de la forme
M,
M,
(3)
M, |
ol tous les éléments qui ne sont dans aucune carrée M, (¢=1,---,7)

sont identiquement nuls. Les racines i1 de chaque déterminant de
M, sont réelles et distinctes pour > ai=|a|*=1. On suppose que la
différence de deux racines du méme déterminant est toujours supé-
rieures & une constante positive fixée.

On supposera désormais que, pour simplifier le raisonnement, tous
les coefficients sont indéfiniment dérivables et bornés avec toutes leurs
dérivées d’ordre quelconque; le second membre fi(x, t) (¢=1,---, N) sont
des fonctions continues en ¢ & valeurs dans L2

Nous allons mettre (1) sous la forme de 1’équation d’évolution
exprimée par opérateurs d’intégrale singuliére (voir [1]):

N
(4) L= HGuASbutf, (=1, N),
N n
o o(H,)=3laff -2 =3laPa}, ah=-"%.
P el [a]

On écrit (4) sous la forme matricielle
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(5) %—U:iHAU+BU+F.

Remarquons que le déterminant de la matrice A/—o(H) est identique
au déterminant de la matrice (2) pour |a|=1 (s(H) désigne le symbole
de H). A cause de I’hyperbolicité, on peut alors trouver une matrice
non singuliére o(N) telle que o(N)s(H)=o(D)s(N) pour tous ¢, x,
|a|=1(s(D) est la matrice diagonale).” On peut vérifier alors, gréce
& I'hyperbolicité, que le déterminant de o(IN) est toujours supérieur
a4 une constante positive fixée & valeur absolue, de sorte que ¢(N) est
non singuliére.

Maintenant, on peut associer un opérateur matriciel N d’intégrale
singuliére dont le symbole soit justement ¢(N). D’ailleurs, pour ¢, «,
fixés o(N,) est aussi le symbole d’un opérateur d’intégrale singuliére
N, qui est inversible comme un opérateur de L* dans lui-méme (voir
le Théoréme 4 [1]).

3. Inégalité d’énergie (locale). Nous allons chercher d’abord une
inégalité d’énergie dans un domaine cylindrique 2 de base w qui est
une boule de centre #, point quelconque de 'hyperplan ¢=0. Soit o’
une autre boule concentrique de w, qui contient w.

Modifions les coefficients a,; de la maniére suivante:

(6) ali(t, ©)=0(@)a,,(t, )+ (1— (@), 20),
ol g(x)=1 dans o; g(x)=0 dans Co’, 0=g(2)<1, g(x)eC™.

Si P'on écrit 'équation (1) en une forme matricielle

(7) iU:ZA(k)_Q_U.}_BU_’_F’ A"":‘ a$®|.
ot o,

Alors I'équation modifiée devient

(8) iU:E A’(k)——a—U+BU+F, Al — a;glc) X
ot ox,

1) En effet, trouver o(N) telle que o(N)-o(H)=o(D)s(N) signifie de trouver
ni4(¢, @, @) telles que
Aingg= Z:cmsa%“)wk i=1,2,---,N.

On peut choisir par exemple comme 74: les mineurs MS? de j-iéme colonne de la

matrice M, pour chaque r=1,2,---,l. (M, est N,-matrice carée.)
kB 7/ A
%: a&l )wlc_li ; “52 )“Ic
") 7 &) 7
(%) %‘_,agl)wk Zaég)wk—l.t

Done, on a N, sortes des expressions de ;.

@ @ <) .
fn,is=__M_~’L_= M@ _...__ M, (les signes = convenablement
k3 [ 3 Py

i\/}p], My iv%ﬂ My +v % My, choisis).

Puisque le rang de la matrice (x) est exactement N,—1 (I’hyperbolicité), au moins un
des dénominateurs est supdrieur &4 une constante positive.

Par conséquent, 74 (done ¢(N)) sont indéfiniment dérivables bornées avee toutes
leurs dérivées en t, x, @ et homogénes d’ordre zéro par rapport aux - - -an.
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Nous désignons par L l’opérateur
L(t)= I— ST A® aa +B.
Ic

Considérons une fonction U(t) continiment différentiable en ¢ a
valeurs dans L3, définie pour =0 dont le support est contenu dans £.

On peut associer & cette équation modifiée (8) un opérateur
matriciel N(t) d’intégrale singuliére comme nous avons fait au n° 2, et
cette fois-ci, on peut supposer N inversible parce que a(N(t))—o(Ny(t))
et toutes ses dérivées par rapport & ay, as,- - -, a, sont supposées aussi
petites qu'on veut en prenant le diametre de o (ensuite celui de o)
suffisamment petit, dépendant seulement de l'oscillation des éléments
de la matrice A’® de I’équation (8). Cela se fait uniformément en z,
et en ¢t & cause de ’hyperbolicité définie au n° 2.

On voit que

(9) NHid=DiAN+Di(NA—AN)+(DoN—DN)id+(NH—N-H)i,

d d d ~ d .
N 4 N\u; L U=HiAU+B .
& NU= (dt U>+(dt N)U = U=HidU+BU+I(U)
Dot

d

(10) —d—NU N(Hz/lU+BU+L(U))—{— U—Dz/INU+BU—|-NL(U),

ot E:Di(N‘A—AN)+(DoN‘—DN)¢A+(NH—NoH)¢A+ﬂ +NB.

Posons N(t)U(t)=W(t). W(t) est aussi une fonction une f01s derlvable
en t & valeur dans L:.

1) _dd? W =DiAW +B- U+ NI(U).

On va calculer _dd? [|[W]|* en prenant le produit scalaire:
L \|W = <Did W, Wy+(W, iDAW)+(BU, Wy+( W, BU)

H(NL(U), Wy+{ W, NL(U))
=i((DA—AD*)W, W) +<BU, W)+<{W, BU)
+(NIL(U), Wy+( W, NL(U)}.
Puisque DA—AD* est borné (ce qui est essentiel dans le raisonnement)
et B l'est aussi (Théoréme 3 [1]), on a

a N
Z WWIF=cllWIP+ellUHIWlI+elWIHI LD, ou

C=”D/1—-/1D* “,L(Lz, LY
Notons que N () est inversible, plus précisément, on a || N@) U||=¢|| U||

pour tout U(t), supp. (U(¢))C Q. Dailleurs on peut prendre ¢ indépen-
damment de la position de w. Done on a
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a2 LW Wt | W el L) W)

e llWIF+I LD W], c=c+eo
d’ott vient

i{ _G }< _Cg)

& {exp(— 20w} = exp(—2) SN LD
Par conséquent,

@ WOl exn(3)IFOl+ [ex{S e FILD) b=

En tenant compte de linversibilité de N(t), on obtient I'inégalité:
14 (U= eiexp(Lt)1UO |40 [“exp{ S =0} |1 L(U)|ds
0

ou les constantes ¢, ¢, ¢; dépendent seulement du diamétre de o,
indépendamment de la position de w.

4, Inégalité d’énergie. Nous allons montrer que la partition de
Punité nous emmeéne & une inégalité d’énergie pour les solutions qui
sont des fonctions continfiment dérivables en ¢ & valeur dans L] de
Péquation (1).

Soit {w,} un recouvrement de morceaux, localement fini dans R
Chaque ouvert w, est supposé qu’il est contenu dans quelque boule w
définie au n° 8. Soit {a,(®)} une partition de 'unité attachée au re-
couvrement {w;}. Alors le support «,(x)U(z,t) est contenu dans quelque
2. On a déja trouvé une inégalité pour cette fonction au n° 3:

15) Ul = exp(2t) [l aU©ll+es [exp-2 =)l Lia Ul dr.
Done, pour 0=t=<h, ’
e U@ < coexp (L 1)l| «UO 1+ exp (21) [ L D)l
2 2
ot °
| U®)|[*=2¢iexp (csh) || a; U0 |[* + 2cshexp (esh) f | L, U) || dx
0

<ml|a UO|+ms [ | LD} ds

S

oll m,=2c; exp (csh), m,=2cthexp (c;h).
Mais on peut trouver deux constantes k, et k, pour U.?

2) Il suffit de le démontrer pour une fonction w(x) & caréde sommable. Il y a

toujours au moins une fonction «; telle que a;=> «_/lkz ott A% est I'ordre du recouvre-
1

ment {v;}, par suite ‘2w2>—;—,
1

lulps [ (Seudesh [ (Souds < S [ alutdo <i 3 llal
Sllewll=3 [lawldss [SodluPdssks | luldeshllulr.
B £ P

Par la méme raison, on a Z_‘,HL(wi)ullz_S_kéHuH?.
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U=k U=k ||U|F
Alors, compte tenu des inégalités:
NUOIF =k UGN 2O ={TO)|]* k.,
2 Ua)UOIF =k [ UOIP,
on a

2 ?
1O Pk, [UO +hideom, [ L) de+kekims [ U] ds.
0 0
Finalement, on obtient I'inégalité cherchée par le lemme classique,
16) (U@ = exp (eeimt) (Tdegm, | U + kil [ | F|[dz),
0

0t <h.

On voit bien que la méme méthode peut &tre utilisée pour trouver
une inégalité qui va assurer que l'application U(t,)—> U(t) est bornée
de 97, dans lui-méme. Aussi ces inégalités suggéreront la résolution
du probléme de Cauchy pour ce systéme.

En terminant ce petit article, 'auteur exprime un remerciement
profond & M. Sigeru Mizohata pour sa suggestion éclaircissante et son
encouragement continuel.
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