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7. Sur les Topologies des Espaces de L. Schwarty

Par Tameharu SHIRAI
(Comm. by K. KuNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1959)

Dans cette Note, nous donnerons une régle de construction de la
plus fine véritable-topologie des véritable-topologies qui sont moins fines
que la pseudo-topologie donné, et montrons que la véritable-topologie
induite de la pseudo-topologie est la topologie qui préserve la famile
des transformations continues, et que la véritable-topologie & induite
de la pseudo-topologie de (9) sera strictment plus fine que la véritable-
topologie G* de (9), qui a été donnée par M. L. Schwartz.”

1. Nous pouvons démontrer facilement le théoréme suivant:

Théoréme 1. Soit G une topologie monotone de l'espace X et on
dénote par A la fermeture de l'ensemble A par rapport 4 la topologie
G et soit G la topologie qui a

A= n F
FO(FUA

comme la fermeture nouvelle de A. La topologie G a les propriétés
suivantes:

(i) B est monotone, et A DA,
(ii)
(iii) ,
(iv) si @ satisfait la condition que ADA, G est la topologie la
plus fine des topologies qui soient moins fines que G en ayant la
propriété que toutes les fermetures sont fermées.

Définitions. La topologie qui a la propriété que toutes les ferme-
tures sont fermées s’appelle véritable-topologie et la topologie qui n’a
pas la propriété ci-dessus s’appelle pseudo-topologie. Si G est une

pseudo-topologie monotone, la topologie G donnée dans le Théoréme 1
g’appelle la véritable-topologie induite de la topologie .
Théoréme 2. St T est une transformation continue (BG)? de X

dans Y, T est continue (%’) aussi. Réciproquement, une transforma-
tion T arbitraire mais continue (G) est continue (G) aussi, si T est
monotone et a la propriété que toute fermeture (G) A contient A.
(Remarque: T n’est pas nécessairement linéaire.)

En effet, si A est fermé (@), A est un des I" tel que I'2(I"UA),
et done AC A, c’est-d-dire A est fermé (@). Par conséquent, quand

1) Voir L. Schwartz: Théorie des Distributions, 1, 24, 67.
2) Ce signifie que T est continue par rapport & la topologie G.
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T est continue (‘G) dans X, T-'(F') est toujour fermé (B) dans X ol
F est un ensemble fermé dans Y.

Réciproquement, soit T une transformation continue (‘G). Posons
A=T-(F). Si G satisfait les conditions de ce théoréme, ona ADADA,
par consequent on a A=A, puisque A=T"(F) est fermé (‘ZNS).

A Tégard des relations entre la topologie ® et la topologie induite
‘%, on a le théoréme suivant:

Théoréme 3.2 {G(p)} est le systéme fondamental des voisinages
(‘?5) de p, o {G(p)} signifie le systeéme de tous les ensembles ouverts
(G) qui contiennent le point p.

2. Soit ‘@ la pseudo-topologie de (9) qui a été donnée par L.
Schwartz; ‘G est une pseudo-topologie au sens ci-dessus. Soit A un

sous-ensemble de l’espace vectoriel (9) et dénotons par A Pensemble
des fonctions limites (‘G) des fonctions contenues dans A:

A= {‘l’; HSDJ _C_é—) ¥, ®;€ A}.
Lemme 1. A= A~(Dx)

o K signifie un ensemble compact arbitraire dans espace euclidien
R" de dimensions n.

En effet, puisque G est monotone, on a A2 U A~(Dy). Quelque
K

soit une fonction ¥ contenue dans A, il existe une famille des fonctions
{¢;} telles que ¢,cA et que ¢j7€\k. D’ailleurs, d’aprés la définition
de ‘@, il existe un ensemble compact K tel que ¢;e(9Dx) pour tout j.

Par conséquent, on a ¢,c A~(Dy) pour tout j, donc on a Ye A~(Dy).

Théoréme 4. Soit G la pseudo-topologie de (D) qui a été donmée
par L. Schwartz. Pour quw'un sous-ensemble U de (D) ait ¢ comme
un point intérieur (G) il faut et il suffit que U satisfasse 0 la
condition suivante:

Quelque soit un ensemble compact K(2K,), il existe une voisinage
V(m;¢; K) tel que o4V (m;e; K)S U, on K, signifie le support com-
pact de ¢.

Démonstration. Soit U un voisinage (‘G) de ¢ c’est-a-dire e I(U)
=(U°)°. En vertu du Lemme 1, ¢ U‘= U U°~(Dy). Puisque pe(Dy)

pour tout K2 K, il existe un voisinage V(m;¢; K) tel que (¢p+ V(m;
& K)~(U°~(Dg))=¢. Dailleurs, o+ V(m; ¢; K) = (D) pour K2 K,
donc il faut que ¢+ V(m;¢; K)S UL

Réciproquement, si U satisfait & la condition de ce théoréme, il
existe un voisinage V(m;e¢; K) tel que (¢+ V(m;e; K))~U*=¢, pour

3) Dans ce théoréme, nous ne supposons pas que ‘G est monotone; donc ‘G n’aura
pas nécessairement la propriété que AcA.
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tout ensemble compact K. Par suite ¢=(¢+ V(m; ¢ K))~U'~(Dx),
done ¢& U°~(9Dyx) pour tout ensemble compact K(2K,). Dailleurs,
pour KD K,, on a 0¢(Dx)=(Dx) 2U°~(Dy).

Par conséquent, en vertu du Lemme 1, on a goe(g m))c
=(U=I(U).

3. Soit ‘@ la pseudo-topologie de (9) donnée par L. Schwartz.
Nous allons donner une méthode de construire un voisinage (‘Z~5) de O,

et en le faisant, nous montreront que la topologie B est strictment
plus fine que la véritable-topologie de (9)) donnée par L. Schwartz.

Dorénavant, nous dénoterons par B, la boule fermée de rayon
po(>0) dans R", et par K, le support compact de la fonction ¢. On
a la proposition suivante:

Proposition 1. V({m.}; {e.}; {B.}) est ouvert (B), o V({m,}; {e.};
{B.,}) est 'ensemble des fonctions ¢e(D) qui, quelque soit v, vérifient,
pour x¢I(B,)

| DPo(x) | <e,, si|p|<m,.

Ce systéme des voisinages V({m,}; {e.}; {B.}) est clairement équi-
valent & celui qui a été donné par M. L. Schwartz.”

Construction des ensembles ouverts (‘G): Considérons des trans-
formations univoques ¢;, (1=1,2,8,--+; #=0,1,2,---) de lespace (9)
dans I'ensemble des couples de nombres {(m,e); m=1,2,38,--., "e>0},
et posons

tr,(@)=(m; (0); €:..(0), ©e(9D),
GiP= V(mz,o(0)§ 51,0(0); Bx),
GE}): U (§D+ V(mx,#(¢); e;_,‘(SD); BH#)r ]-S/"< o,

0=\=‘PGG$}__)1
Go= U @,
0<i<oo
G= U G*.
1<2<e0

Alors, nous pouvons démontrer le lemme suivant:

Lemme 2. G est ouvert (‘G). Quelque soit la fonction ¢==0 de G,
il existe deux mombres entiers 2, et p, tels que @c$’”, et que ¢ peut
sexprimer comme la suivante

0=, F@igrt TPy
o 0k, € V(m,,0); €:0,0(0); Biy)y,  @agsn€ V(M (02,4 -+ + 01, 40m0);
€Ao,p(§0xo+ oo +$010+p—1); Bzow), 1< p< .

St pour tout ¢ de (D), {m,,(¢)} ou {e,,.(0)} est croissant ou décrois-
sant monotonement respectivement, par rapport & A ou p quand p ou
A est fixé respectivement, la topologie de lespace vectoriel qui o le
systéme {G} comme le systéme fondamental des voisinages de la fonc-
tion 0 est une véritable-topologie.

4) Voir ouvrage de L. Schwartz cité dans 1), p. 67.
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Exemple 1. Soient {m,} une suite de nombres entiers >0 crois-
sante et {¢,} une suite de nombres >0 décroissante. Posons
UP({m.}; {e.)) = V(ms; es; By)
vP(m}y; {eh= U (so-l- V(Miss €205 Bans)), 1<p<oo,

0=\=¢EU

vm); ) =, U_UP,
Um; o) = U U

On a le lemme suivant:

Lemme 3. U({m.}; {Eu})=lsy<wUu): Uwpy=V(mge; B)+- -+ V(m;
e B;) ot V(my; 3 By) 4+« -+ V(my; e, B,) signifie Uensemble des toutes
les fonctions qui peuvent étre exprimé comme une somme des fonc-
tions ;e V(mgey; B)), 3=1,2,--+,2 U est convexe et ouvert (‘©).

Dénotons par ‘% la topologie de Uespace vectoriel qui a le systéme
{U} o8 m,—>co0, ¢,—0, comme le systéme fondamental des voisinages
de la fonction 0. Alors % est ume véritable-topologie localement
convexe et qui est plus fine que G*;¥ par suite ‘(/‘:\7 =G* et elle est
moins fine que B.

Exemple 2. Soient {m“’} une suite de nombres entiers croissante
et {¢*} une suite des nombres >0 décroissante. Posons

WE(m) (7)) = V(m; 2 By)

W) (<D= U (p+Vemeeny—  SRIel B, ),

0xpew) uf 1
e S+ bt )

1<pu< oo,
WO({me); {)) = U _WiP(m); {e))

W(tm®k D= U W“’({m‘”’} {D.

En vertu du Lemme 2, W est ouvert (G) et {W} definie une
véritable-topologie.
Propriété de W; Soit ¢ =0 une fonction quelconque appartenant
a W, il existe deux nombres entiers 1, et g, tels que ¢e Wi, Donec,
en vertu du Lemme 2, il existe des fonctions @;, @i,41y° * *y Pagss, telles
que
O = @iyt Pagsrt 0t FPayipg

oll 03k ¢,;,€ V(m; e40% B, ), ¢, 4.,€ V(m“““) SUP|¢2o+Proart - - +SDlo+ll—1|’
(1t o)
Blo‘l‘l‘)’ IS#S/JOO

Nous pouvons montrer facilemnet que, si 03¢ e W, il existe un
nombre entier 2, tel que

5) ©* signifie la véritable-topologie donnée par M. L. Schwartz, voir 1).
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(*) sup|Dre(x)|<(5/4)e%, i |p|=m@, 03¢ W4,
(xx)  (4/5) sup | ¢(a)| <sup|¢:(#)|<(4/8) sup |o(a)], si 0 e WO,
2 2o

Nous pouvons montrer aussi le lemme suivant:

Lemme 4. Soit R" U'espace euclidien de n dimensions. Quelque
petit que un nombre ¢>0 est, quelque grand un mombre a>0 est, et
quelque sott un mombre p>0, il existe une fonction f(x) qui satisfait
aux condittons

f(@)e(Dy,), sup|Drfl<e, si 0<|p|<m—1,
et il existe un p tel que |p®|=m et que sup|D*"f|>a.

Théoréme 5. Soit G la pseudo-topologie de (D) donnée par L.
Schwartz. La véritable-topologie G induite de T est strictment plus
fine que la véritable-topologie G* de (D) donnée par L. Schwartz.

Démonstration. D’aprés le Lemme 8, il suffit de montrer que
@ est strictment plus fine que %, si m,—>o, ¢,—0. Considérons
W({m™Y; {e°)) o m®@>—>o0, &2—>0, alors c’est ouvert (‘G) (voir le
Exemple 2) et contient la fonction 0, par suite, en vertu du Théoréme
4 il est un voisinage (‘%) de 0. Supposons que ‘%’ soit plus fine que
@, alors il existe U({m,}; {e,}) tel que

(1) U({m.}; {e.}) € W({m®}; {)).
Puisque m™—> o, -0, il existe un nombre entier v,>2 tel que
m+1<m®”, Posons 7,,=min(e,, ), p= sup |¢|, il y a un

(pEV(m%Q’Yyl;B&

xe

nombre entier k(>1) tel que p>&“v/k, puisque p>0. Il existe une
fonction ¢4(x) telle que

(2) o¢o(x)eV(m,;n,; By), suplefx)|>p/2>7, 2k, et, en vertu du

Lemme 4, il existe une fonction f(x) qui satisfait aux conditions sui-
vantes:

(8) f(x)eV(myg 1, /10k; Bi) et il y a un nombre p, tel que ||
=m+1 et que sup|D*f(x)|>2:". Posons
"P(x)=f(w)+¢0(xl—%+”1’ Loy Lgy* * xn)'
Puisque f(x) € V(my; e,; B) S V(my eq; By),
Kq:o(xl—%'l'vly Ly Xg,* + +, X, )EB,, —I(B,,_,) et que @y(x;—%+v,, - - %)
eV(m,;e,;B,), on a
Y(x) e V(mg; e, B, )+ V(m,;e,; B,) S U ({m.,}; {e.}) S U({m.}; {e.}).
Par conséquent, d’aprés (1) on a
V(@) e U WO({m); {e).
2
Done, il existe un nombre entier 2, tel que
¥ e W4,
Quand 2,<v,, on a B, & B,,_,. Puisque K, ~B,, en vertu de (xx)
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(4/5)77»1/2k<(4/5) l oy —F+v;, @y Lgye v, x,) I

<(4/5) | sup ¥ () | < (4/3) sup ¥(2)=(4/3) sup| f(x)|
<(@/3) -

C’est une contradiction.

Quand 2,>v;, on a |py|=m-+1<m@><m? et que, en vertu de (x),
sup | D?oyr(x) | <(5/4)e.
Puisque, 2¢™ <sup | D?f(x)| (voir (3)) et que K,~K, =¢, on a
2eP <sup | DPof () | <sup | DPoyr(z) | < (5/4)
C’est une contradiction.



