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14. Ein Seitenstuck der Relativitatstheorie als eine
erweiterte Laguerresche Geometrie

Von Tsurusaburo TAKASU
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Feb. 12, 1959)

In [8, 4] und [5] habe ich die folgenden zwei Tatsachen bewiesen:
(i) In der allgemeinen Relativitdtstheorie A. Einsteins, ist der Momen-
tumvektor einer freien Partikel nicht tangentiell zur Bahn der Partikel;
(ii) die verallgemeinerte Gravitationstheorie A. Einsteins [6] enthilt
einen Widerspruch. Aus diesem Grunde habe ich seine Theorie durch
eine berichtigte Relativititstheorie ersetzt [1-47], indem ich die II-
geoditischen Kugelflichen (deren Radien II-geodiitische Linien sind) als
Aktionsfunktionsfronten als Raumelemente aufnahm. Die neue Theorie,
welche Referent Prof. J. I. Horvath (Szeged) im *Zentralblatt fiir
Mathematik und ihre Grenzgebiete” (1958) als ein Zuldssiges referiert
hat, war zuerst als eine drei-dimensionale nicht-holonome Laguer-
resche Geometrie [1,2] und dann als eine drei-dimensionale Laguer-
resche Hoauptfaserbiindelgeometrie (der Hauptfaserraum (Struktur-
gruppe) aus Momentum-Potentialfeld bestehend) [3] und zuletzt, was
wesentlich auf dasselbe hinauskommt, als eine erweiterte drei-dimen-
sionale Laguerresche Geometrie so aufgefassen [4, Art. 8], dass die
Geometrie im Erlanger Programm F. XKleins aufs neue Platz nimmt
und der Raum, in welchem Phidnomenen stattfinden, der drei-dimen-
sionale euklidische Raum ist.

Was man in der Relativitidtstheorie tut, ist eine Geometrisierung
der Physik und die neue Theorie ldsst sich auf zwei Weisen aufbauen:
(i) auf Grund des Prinzips der kleinsten Aktionsfunktion (Wirkungs-
funktion) ds=0 in der Summenmannigfaltigkeit [Raum-Zeit (', t)]
+ [Momentum-Potential-feld {wi(x?), oi(x?)}], (I, m, p=1,2,8,4; 1=1,2,3),
dessen Losungen die Bahnen der freien Partikel sind, und (ii) auf Grund
der ganz neuen Prinzips der kleinsten Arbeit 6s=0 in der Summen-
mannigfaltigkeit [Raum-Zeit («%, t)]+ [das Feld von Kraft-(Zeitgradi-
ente des Potentials) {wi(x?), wi(2?)}], dessen Losungen die Kraftlinien
sind. Dabei sind (x°) die Cartesischen Koordinaten, #*=t=die Zeit und

def
ds¥=w'e’, o'=woL@?)dz™,

(i) wix?)=die Momentum-kom- (ii) wi(x?)=die Kraft-komponen-
ponenten, wi(x?)=die Potential- ten, wi(2?)=die Komponenten
komponenten, o'=Aktionskom- der Zeitgradiente des Potentials,

. o'=die Komponenten des Ar-
ponenten, ds=Aktion, s=Ak- beitselementes, ds=das Reult-
tionsfunktion, antearbeitselement, s=Arbeit,
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dr =t =wk(e?)(dam/dt)dt

=Fdt, (E=die in Zeiteinheit =Edt, (E=die in Zeiteinheit
von der Partikel emitierte von der Partikel emitierte Zeit-
Energie), gradiente des Potentials),
r=der Radius der II-geodatischen Kugel, welche die
Aktionsfunktionsfronte ist. [ Energiefronte ist.

In [1-4] und [56] habe ich die neue berichtigte allgemeine Re-
lativititstheorie auf Grunmd des Prinzips (i) begriindet. Nun habe
ich sein auf Grund des Prinzips (ii) begriindetes Seitenstiick entdeckt.
Dies mochte ich im Folgenden entwickeln.

1. II geoditische Linien im euklidischen Raume E". Indem wir
hyperkomplexe Einheiten y, derart, dass

(1.1) Tolat Tl p=20,, (0,0, --=1,2,--+,m)

ist, aufnehmen, setzen wir

1.2) dS=r1,0', o'=d,(x?)dz", I, m, --=1,2,---,n),

wo (x?) rechtwinklige Cartesische Koordinaten im E™ sind und
(13) lom| %0

vorausgesetzt ist. Dann haben wir

(1.4) dSdS=ds*=w'e' =g, dax?dx?, ds=|dS|,

(1.5) gpq_:'ggf‘l'gz{?; gfggzwﬁowfz:gq_gr 94{7=m’sw§/\ W= _—gtg»
(1.6) Q¥ = QP03

(1.7 QNwl=0, QLo?=0d.

Wir nehmen durchaus an, dass der euklidische Raum E” eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit von der Klasse C* (entweder v=
positive ganze rationale Zahle oder v=co oder v=w) ist. Die Identitdt

d o dx? dx” da’
18 4 o _ l( 1, )
(1.8) ds ds *\ds + ds ds
lasst sich leicht beweisen, wobei
def Z
(19) An=p % — _ 1 091
ox® ox’

Die Losung des Extremalproblems ds=0 in der Summenmannig-
faltigkeit (wh(?), 2*) ist durch
i ¥4 ' $
(1.10) 4 o _o—d% +Agsc_l£ dz’ _
ds ds

ds ds = ds
gegeben. Das Intagral von (1.10) wird zu:

def
(1.11) g f (o'/ds)ds=a's+¢, (aa'=1),
welche im E" existiert. Wir nennen (1.11) die II-geoddtischen Linien
(lies: geodatische Linien zweiter Art). (1.10) wird zu
(1.12) d*€'/ds® = 0.

Die Gestalt (1.11) zeigt uns: die II-geoditischen Linien gegen-

iiber Projizieren und Schneiden sowie gegeniiber Eaxtremalproblem
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0s=0 tm (wh(x?), 2?) (d.h. im (&) sich wie gerade Linien verhalten.
Aus (1.10) kann man ohne Schwierigkeiten herleiten:

(1.13) dx?lds=a'Q2? der Il-geoditischen Linmien entlang.
2. Die erweiterte euklidische Transformationsgruppe. Die For-

meln (1.11) und (1.2) zeigen uns:

2.1) d& = wh(x?)dx™.

Die Koordinaten (¢') mochte ich die II-geoditischen rechwinkligen

Koordinaten nennen. Dabei ist («l(2?)) eine Orthogonalmatrix, welche

nCy+n=n(n-+1)/2 Orthogonalititsbedingungen geniigen. (2.1) gibt

g'= [an(an)dam = aia)n — [ordat(a), (@h=ah),

welche von der Gestalt

(2.2) =l (xP)dx™+al, (ai=konst.)
ist, weil die Gleichung der Struktur [4, Formel (2.3)] zu
(2.3) do'=dal(x?) N dz™=0

der Il-geodiitischen Linien entlang wird, so dass

(2.4) f amdal(x?)= f al(xP) f dam= f f {dal,(x?) \ da™}=ai=konst.
Die erweiterte euklidische Gruppe (al(x?),a?) bildet eine Gruppen-
mannigfaltigkeit. Die aus (al(x?), a}) bestehende Gruppe & enthilt eine
aus (n(n—+1)/2)-parametrigen euklidischen Transformationen mit
konstanten Parametern bestehende euklidische Gruppe €.

Wir konnen die Untergruppe § derart auffassen, dass

(2.5) G=HE=0E9H.
Wir bezeichnen die Elemente von $ mit §,=1, 5, (1=1,2,--:): H=0h,
+9,+b9,+--- . Dann ist G=HE+5E+...=6h+Ch,+--- . Die

® wollen wir die durch © erweiterte euklidische Gruppe nennen.
Die Gleichung der Struktur (2.8) ldsst sich aus (1.10) folgender-
massen herleiten. Némlich
aa,, =3 oay, i 9% aa,,
oxt ox '1 At

Indem wir die beiden Seiten durch %ﬂ— otlzl—a; multiplizieren, erhalten wir
s

z 2 2
(?sp d(;i +a ddwz =0, (%:0 fiir gerade Linien),

welche eine Folge von o'=aldx™=a'ds ist. Die (£¢') lassen sich mittels
der (x?) folgendermassen darstellen [3, Umkehrung von (8.4)]:

26)  &=p'+a e — - Kip's— - Kh(p)wat =,
0 _ —
ox? =pp (27=0).
3. Erweiterte Laguerresche Geometrie. Wir haben die folgende
Zuordnung:

wo &'=p' (x"=0),
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Erweiterter euklidischer Raum &7+ ! erweiterter Laguerrescher Raum £"

Punkt (87, &7+1),

orientierte II-geoditische Hyperkugel mit
Zentrum (47) und Il-geoditischem Radius

(]):1,2,"',%) T:—ifn'ﬂ’ (p:]_’ 2,...,7,/)
Setzt man
3.1) dS=yr,d&, (dSdS=ds?), (1=1,2,---,n+1),

so ist ds der tangentielle II-geoddtische Abstand zweier konsekutiver
II-geodétischer Hyperkugeln.

Wenn die zweite II-geodédtische Hyperkugel in der ersten liegt,
dann wird ds® rein imaginidr und dS® derart, dass dS?= —ds? wird reell.
4. Ein Seitenstiick zur berichtigten Relativititstheorie T. Takasus,
welcher sich auf das Prinzip der kleinsten Arbeit in der Summen-
mannigfaltigkeit {a’.(x?), ?} beruht. Wir konnen das Prinzip der
kleinsten Arbeit in der Summenmannigfaltigkeit {a’(x?), 27}, (I, m, p,- - -
=1, 2, 8,4) auf die folgende Weise begriinden. Wenn in den Ausdriicken
(4.1) dS=71e', (&'=ao%(x?)dz™),
(4.2) dSdS=ds’*=w'®’,
o', ot und w? die Kraftkomponenten und . die Komponenten der Zeit-
gradiente des Potentials darstellen, dann ist
(4.3) o' = a'ds, (a'a'=1)
die Losung des Prinzips der kleinsten Arbeit
4.4) os=20
und die ersten drei Komponenten von

(4.5) PO f (o'/ds)ds=als+c'

stellen die Gleichungen der Kraftlinien dar, wobei & sich durch (2.6)
mittels der Cartesischen Koordinaten x? darstellen lassen.

Die o' sind die Komponenten des Arbeitselementes. r derart, dass
(4.6) dr = o,
stellt den II-geodiitischen Radius der II-geoddtischen Energiefronten-
kugel dar.

Die dem Prinzip der kleinsten Arbeit entsprechende Geometrie
ist die drei-dimensionale erweiterte Laguerresche Geometrie.

5. Beziehung des genannten Seitenstiicks zur wurspriinglichen
Relativititstheorie. Da die Kraft und die Zeitgradiente des Potentials
durch Differenzierung vom Momentum bzw. vom Potential nach Zeit
entsteht, erhalten wir die folgende Zuordnung:

Urspriingliche Relativititstheorie l das genannte Seitenstiick
Momentum, Potential Kraft, Zleitgradiente des Poten};ials
d,,(xP) i) (x?)
=G @)dam, G (a?), “’l:_wﬁ(iﬂd”m’ onl@?)= U'Zl(t ’

i ds Podi ml (?) dwml (x?)
ds2=stst ds?=(q-2 ) =——=" 2
“ $ ( dt ) dt dt
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6. Verifizierung des genannten Seitenstiicks mittels der klassi-
schen Physik

1°. Zentralkraft. Man bezeichne das Differenzieren nach Zeit
durch Punkte. Dann ist die p-Komponente der aus dem Koordinaten-
urspriing auf eine Partikel mit Masseneinheit wirkenden Zentral-
kraft durch das folgende gegeben:
(1) p—(p2)}/p=p—p%".
Die Quergeschwindigkeit (d.h. zweimal die Flichengeschwindigkeit 2A4)
ist p*p, so dass die Querbeschleunigung (d.h. die ¢-Komponente der
Beschleunigung) d(p*¢)/dt ist und also ist die (pp)-Komponente der
Zentralkraft durch
(2) P~ d(p0)/dt
gegeben, da (d(p*¢)/dt)de=p*-(d(p’®)/dt)-(pde) ist.

Es sei /7(p) die aus der Partikel wirkende Radialkraft. Dann fiir

(3) dS=rw'=ra'ds, (dSIS=ds*=cw'w"),
haben wir

(4) o'=(p—po*)dp=a'ds,

(5) o’=p~{d(p*p)/dt}(de) ={d(p*P)/dt}dp=0a’ds,
(6) w*={d(V7(p))/dt}dt ={d7(p)/dp}pdt =a’ds,
wo die Beziehung

(7 ) (a1)2+(az)2_(a3)2=1

besteht. Da es keine (pp)-Komponente der Kraft wirkt, stellt (5) das
Gesetzt der Flédche dar:

(8) pi(d¢/dt)=2A=Xkonst.,
so dass
(9) PP =44, P pit=p— A4S,
Aus (4), (6) und (9) ergibt sich (5—4A4%/p%)/(dV7(p)/dp)=a'/a®, nimlich
(10) p—44%/p*—(a'/a®)dVr(p)/dp=0.

Multipliziert man (10) durch p und integriert man das Resultat,
so folgt

(11) p%/2+2A4%/p*—(a'/a®)W7(p)= K =konst.,
wo nach (8) gilt:
(12) 24%/p* = (pp)*[2.

(11) stell das Gesetz der Emnergieerhaltung dar.
Multipliziert man (4) durch p und integriert das Resultat, so folgt

(13) PY2+24 = 2+ (pp) 2= a'(s —s,)/2.
Aus (6) ergibt sich
(14) V7(p) = a’(s—s,).

Vergleicht man (11), (12), (13) und (14), so iiberzeugt man sich damit
dass sie kompatibel sind.

(18) und (14):
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15)  [G-aaipdp=ais—s), [dVip=aXs—s), (@)—(aF=1)
sind die Gleichungen der Kraftlinien.

Das ertste Integral von (15) ist (13) und (14), so dass fiir die
Kraftlinien wir haben:

(16) pP+44 o' =(a"a’Wr(p), ¢=24/p*
d.h.

dLo{a'/a®*Wr(p)—4A4%p*} ¥]=dt=(p*/24)dg,
[ Pl at (o) — 443 ) =(o—g0)24.
2°. Wie bekannt ist, stellen die Formeln
= 90——2— > [{erv 2 b —p) Wlds=ats+o,

ds
(18) aet ((a)*4(a®)*=1),
== {(‘P soy) +(sox+~lf dy}dS—as+c,

amn

welche sich aus f(2)= f (dfldz)dz, (f(2)=¢(x, y)+i¥(x, y): analytische

Funktion von z=x-+1y) ergeben, II-geodéitische Linien dar. Wenn man
die Komponenten (X, Y) der Kraft derart betrachtet, dass

(19) X=(p.,+V¥))2, Y=(¢,—V.)/2,

so sind (¢4, £%)=(¢, ¥) die Komponenten der Energie und (18) samt (2.6)

stellt die Kraftlinien dar als die Losung des Prinzips der kleinsten
Arbeit:

5=} f [(Xdw+ Ydy)*+(— Ydz-+ Xdy)*]¥ =0.

Die zwei Beispiele 1° und 2° sowie viele andere wunterstiitzen
unser Primzip der kleinsten Arbeit.
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