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14. Ein Seitenstck der RelativitStstheorie als eine
erweiterte Laguerresche Geometrie

Von Tsurusaburo TAKASU
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Feb. 12, 1959)

In [3, 4J und [5 habe ich die folgenden zwei Tatsachen bewiesen:
(i) In der allgemeinen Relativititstheorie A. Einsteins, ist der Momen-
tumvektor einer freien Partikel nicht tangentiell zur Bahn der Partikel;
(ii) die verallgemeinerte Gravitationstheorie A. Einsteins 6 enthiilt
einen Widerspruch. Aus diesem Grunde habe ich seine Theorie durch
eine berichtigte Relativittstheorie ersetzt [1-4, indem ich die II-
geoditischen Kugelflchen (deren Radien II-geodtische Linien sind) als

Aktionsfunktionsfronten als Raumelemente aufnahm. Die neue Theorie,
welche Referent Prof. J. I. Horvth (Szeged) im "Zentralblatt ffir
Mathematik und ihre Grenzgebiete" (1958) als ein Zulssiges referiert
hat, war zuerst als eine drei-dimensionale nicht-holonome Laguer-
resche Geometrie 1, 2 und dann als eine drei-dimensionale Laguer-
resche Hauptfaserb4ndelgeometrie (der Hauptfaserraum (Struktur-
gruppe) aus Momentum-Potentialfeld bestehend) [3 und zuletzt, was
wesentlich auf dasselbe hinauskommt, als eine erweiterte drei-dimen-
sionale Laguerresche Geometrie so aufgefassen [4, Art. 8, dass die
Geometrie im Erlanger Programm F. Kleins aufs neue Platz nimmt
und der Raum, in welchem Phnomenen stattfinden, der drei-dimen-
sionale euklidische Raum ist.

Was man in der Relativittstheorie rut, ist eine Geometrisierung
der Physik und die neue Theorie lsst sich auf zwei Weisen aufbauen:
(i) auf Grund des Prinzips der kleinsten Aktionsfunktion (Wirkungs-
funktion) 6s=0 in der Summenmannigfaltigkeit [Raum-Zeit (x,t)
+ [Momentum-Potential-reid {(x), (x)], (1, m, p 1, 2, 3, 4; i= 1, 2, 3),
dessen Lbsungen die Bahnen der freien Partikel sind, und (ii) auf Grund
der ganz neuen Prinzips der kleinsten Arbeit s--O in der Summen-
mannigfaltigkeit [Raum-Zeit (x, t)J + [das Feld yon Kraft-(Zeitgradi-
ente des Potentials){(x’), (x)}, dessen L6sungen die Kraftlinien
sind. Dabei sind (x) die Cartesischen Koordinaten, x=t=die Zeit und

clef

(x )dx

(i) (x)=die Momentum-kom-
ponenten, (x)-die Potential-
komponenten, Aktionskom-
ponenten, ds=Aktion, s=Ak-
tionsfunktion,

(ii) o(x) die Kraft-komponen-
ten, o(x)-die Komponenten
der Zeitgradiente des Potentials,
J--die Komponenten des Ar-
beitselementes, ds--das Reult-
antearbeitselement, s=Arbeit,
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dr- oo-o(x)(dx/dt)dt
E dr, (E=die in Zeiteinheit --E dr, (E=die in Zeiteinheit
von der Partikel emitierte vonder Partikel emitierte Zeit-
Energie), gradiente des Potentials),
v-der Radius der II-geodtischen Kugel, welche die

Aktionsfunktionsfronte ist. Energiefronte ist.

In [1-4 und [5J habe ich die neue berichtigte allgemeine Re-
lativittstheorie auf Grund des Prinzips (i begrndet. Nun habe
ich sein auf Grund des Prinzips (ii) begrtindetes Seitenstck entdeckt.
Dies mSchte ich im Folgenden entwickeln.

1. II geodtische Liniea im euklidischen Raume E". Indem wir
hyperkomplexe Einheiten r derart, dass
(1.1) rr+rr-2, (P, q, 1, 2,..., n)
ist, aufnehmen, setzen wir

((1.2) dS=, -- )dx", (1, m, .--1,2, ., n),
wo (x’) rechtwinklige Cartesische Koordinaten im E sind und
(.3)
vorausgesetzt ist. Dann haben wit
(1.4) dSdS=ds=-gdxdx, ds-dS
(1.5) gq gq+gq, g,q ,q gq, gpq rspAq --gqp,

V V V
(1.6) q’q-- ’9
(.7) -=,

Wit nehmen durchaus an, dass der euklidische Raum E eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit yon der Klasse C
positive ganze rationale Zahle oder ,= oder ,--) ist. Die Identitt

(1.8) ( dx dx dx
ds ds " ds +AS d ds

lsst sich leicht beweisen, wobei

(.9) A5- 9f ax ..x
Die LSsung des Extremalproblems s-0 inder Summenmannig-

faltigkeit ((x), x") ist durch

(1.10) d dx dx dx
ds ds dsds ds

0 +A 0

gegeben. Das Intagral yon (1.10) wird zu:
def

(1.11) =J(/ds)ds=as+c,
welehe im N existiert. Wit nennen (1.11)die II-geoggtiehe
(lies: geodtisehe Linien weier Art). (1.10) wird
(.) ,/- o.

Die Gestalt (1.11) eigt uns: gie II-eoggtiehen
be Pojiiere Seheige owie eegbe
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s=0 im (o(x’), x) (d.h. im (t)) sich wie gerade Linien verhalten.
Aus (1.10) kann man ohne Schwierigkeiten herleiten:

(1.13) dx/ds=Cg der II-geod(tischen Linien entlang.

2. Die erweiterte euklidische Transformationsgruppe. Die For-
meln (1.11) und (1.2) zeigen uns:

(2.1) d-- o(x)dx".
Die Koordinaten ($) mSchte ich die II-geodtischen rechwinkligen
Koordinaten nennen. Dabei ist ((x)) eine Orthogonalmatrix, welche
nC+n=n(n+l)/20rthogonalittsbedingungen genfigen. (2.1) gibt

x aa(x )x x _(x ,, (- ),

welche yon der Gestalt
(2.2) =a(x)dx+a, (a=konst.)
ist, weil die Gleichung der Struktur [4, Formel (2.3)] zu
(2.3) d da(x) A dx=O
der II-geodtischen Linien entlang wird, so dass

(2.4) fxda(x’)-fa(x’)fdx-ff{daS(x;) /, dx}--af,-konst.

Die erweiterte euklidische Gruppe (a(x;),a) bildet eine Gruppen-
mannigfaltigkeit. Die aus (a(xv), a) bestehende Gruppe ( enthlt eine
aus (n(n+ 1)/2)-parametrigen euklidischen Transformationen mit
konstanten Parametern bestehende euklidische Gruppe

Wir kSnnen die Untergruppe derart auffassen, dass
(2.5)
Wit bezeichnen die Elemente yon

++2+"" Dann ist =o++"’=o++"" Die
wollen wir die dutch erweiterte euklidische Gruppe nennen.
Die Gleichung der Struktur (2.3) lsst sich aus (1.10) folgender-

massen herleiten. Nmlich
a_ a aa

Indem wir die beiden Seiten dureh dxv dx multiplizieren erhalten wir
ds dt

d2xda dx a O, 0 ffir gerade Linien
ds ds ds k ds

welche eine Folge yon -adx -Cds ist. Die ()lassen sich mittels
der (x) folgendermassen darstellen [3, Umkehrung yon (8.4):

*___K,(pq)xxtx(2.6) , p, +a(pq)x 1 K,,(p )x x 1
2 3

wo -p" (x-O) ’
3. Erweitee Laguerresche Geometrie. Wit haben die folgende

uordnung:
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Erweiterter euklidischer Raum Pn+l erweiterter Laguerrescher Raum n

orientierte II-geoditische Hyperkugel mit
Zentrum (,P) und II-geodiitischem Radius
r=-i5n+, (p=l, 2,..., n)

Setzt man
(3.1) dS=’d, (dSdS-ds), (/-1,2,...,n+l),
so ist ds der tangentielle II-geodtische Abstand zweier konsekutiver
II-geodiitischer Hyperkugeln.

Wenn die zweite II-geodtische Hyperkugel in der ersten liegt,
dann wird d rein imaginr und dS derart, dass dS- --ds, wird reell.

4. Ein Seitenstiick zur berichtigten Relativifiitstheorie T. Takasus,
welcher sich auf das Frinzip der kleinsten Arbeit in der Summen-
mannigfaltigkeit {a(x ), xp} beruht. Wir kSnnen das Prinzip der
kleinsten Arbeit in der Summenmannigfaltigkeit {a(x), x}, (1, m, p,...

1, 2, 3, 4) auf die folgende Weise begrtinden. Wenn in den Ausdrticken
(4.1) dS-r oo,n(x )dx ),
(4.2) dSdS ds2 o o,
o, und o die Kraftkomponenten und o die Komponenten der Zeit-
gradiente des Potentials darstellen, dann ist
(4.3) o ads, (aa- 1)
die LSsung des Prinzips der kleinsten Arbeit
(4.4) 3s 0
und die ersten drei Komponenten von

def

(4.5) =. (o/ds)ds ats+c
stellen die Gleichungen der Kraftlinien dar, wobei $ sich durch (2.6)
mittels der Cartesischen Koordinaten x darstellen lassen.

Die oo sind die Komponenten des Arbeitselementes. r derart, dass
(4.6) dr-
stellt den II-geodtischen Radius der II-geodtischen Energiefronten-
kugel dar.

Die dem Prinzip der kleinsten Arbeit entsprechende Geometrie
ist die drei-dimensionale erweiterte Laguerresche Geometrie.

5. Beziehung des genannten Seitenstiicks zur urspriinglichen
Relativit/itstheorie. Da die Kraft und die Zeitgradiente des Potentials
dutch Differenzierung yore Momentum bzw. vom Potential nach Zeit
entsteht, erhalten wir die folgende Zuordnung:

Ursprfingliche Relativitiitstheorie

Momentum, Potential

=5(xP)dxm, 5(xP),

das genannte Seitenstiick

Kraft, Zeitgradiente des Potentials_
dxm, o(x)= d-----dt

d() dZx)/ d\ds ,d-) dt dt
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6. Verifizierung des genannten Seitenstiicks mittels der khssi-
schen Physik

1 . Zentralkraft. Man bezeichne das Differenzieren nach Zeit
durch Punkte. Dann ist die p-Komponente der aus dem Koordinaten-
ursprtng auf eine Partikel mit Masseneinheit wirkenden Zentral-
kraft durch das folgende gegeben:
1 --(p2)/p----p.

Die Quergeschwindigkeit (d.h. zweimal die F1/ichengeschwindigkeit 2A)
ist , so dass die Querbeschleunigung (d.h. die -Komponente der
Beschleunigung) d()/dt ist und also ist die ()-Komponente der
Zentralkraft durch
2 p-’d(p)/dt

gegeben, da (d(p)/dt)d-- p-. (d(p)/dt) (pd,) ist.

Es sei /r(p) die aus der Partikel wirkende Radialkraft. Dann ffir
dS=yto=1tads, (dSdS=ds=e%),(3)

haben wir
(4)
(5)
(6)

e’-(--p)dp=a’ds,
=_p_t{d(p=)/dt}(d#)_{d(p=)/dt}d -a=ds,

co= {d(/(p))/dt}dt {d/(p)/dp}dt ads,
wo die Beziehung
7 (a)+(a)--(a)-I

besteht. Da es keine (pz)-Komponente der Kraft wirkt, stellt (5)das
Gesetzt der F1/iche dar:
8 p(d/dt)-2A-- konst.,

so dass
(9) p’Z=4A/p, --p----aA/p.

Aus (4), (6) und (9) ergibt sich (--4A/p)/(d/()/dp)--aVa, niimlich

(10) --4A/pa (at/aa)d/p)/dp-- O.
Multipliziert man (10) durch und integriert man das Resultat,

so folgt

(11) /2+2AVp--(a/a)/(p)--K--konst.,
wo nach (8) gilt:
(12) 2A/p (p)/2.

(11) stell das Gesetz der Energieerhaltung dar.
Multipliziert man (4) durch und integriert das Resultat, so folgt

(13) /2+2A/p-/2+(p)/2-at(S--So)/2.
Aus (6) ergibt sich

(14) -() a(S-- So).
Vergleicht man (11), (12), (13) und (14), so fiberzeugt man sich damit
dass sie kompatibel sind.

(13) und (14):



70 T. TAKASU [Vol. 35,

f f ((at)2--(a)--l)
sind die Gleichungen der Kraftlinien.

Das ertste Integral von (15) ist (13) und (14), so dass ffir die
Kraftlinien wir haben:

+4A"/p-(at/a)(p), (p-- 2A/p"(16)
d.h.

dEp{a’/a)/(p) 4A2/p2} 1/2 dr- (p2/2A)d,

y p-gEp{(at/a)/(p)--4A2/p} 1/2 (.--0)/2A.

2. Wie bekannt ist, stellen die Formeln

((at)+(a)-- 1),(lS) lf{ dx dY}ds=as+C,
welche sich aus f(z)-f(df/dz)dz, (f(z)--(x, y)+i(x,y): analytische

Funktion von z x+iy) ergeben, II-geodtische Linien dar. Wenn man
die Komponenten (X, Y) der Kraft derart betrachtet, dass
(19) X=(+@v)/2, Y=(v--,)/2,
so sind (*, =)-(, ) die Komponenten der Energie und (18) saint (2.6)
stellt die Kraftlinien dar als die LSsung des Prinzips der kleinsten
Arbeit:

as=}.f[(Xdx+ Ydy) + (-- Ydx+Xdy)= -0.

Die zwei Beispiele 1 und 2 sowie viele andere unterstgtzen

unser Prinzip der kleinsten Arbeit.

(17)
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