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9. Sur les Ddrivations dans les Espaces Vectoriels Topologiques
sur le Corps des Nombres Complexes. III

Par Riichi IIN0
Universit4 de Waseda

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1960)

Continuons l’tude sur les drivations dans les espaces vectoriels
topologiques sur le corps des nombres complexes.1) Dans cette note,
nous dsignerons par E et F deux espaces vectoriels topologiques sur
le corps C des nombres complexes, localement convexes, spars et
complets.)

1. Thormes de l’identit et de Liouville. Commenons par nous
preparer un lemme suivant:

Lemme 1.1. Soient xo un point fixd de E, V, VI et V2 trois voisi-
nages disquSs et ouverts de 0 dans E, tels qu’on air VV-V-V
et VV2+ V2. Soient /2-xo+ V, tg--xo+ VI, x un point fix5 de
tel que x--Xo V., t?.-x+ V2. Si f est une application dSfinie sur

valeurs dans F, faiblement ddrivable partout dans [2 au long de h
pour tout h eE et f--O partout dans t?., f doit tre aussi 5gale 0
identiquement dans [2.

Dmonstration. Remarquons, d’abord, qu’on a t9 t? t?2. Soit

x2 un point arbitraire dans tg; comme V1 est disqu, on a x.--x V+ V.
Puisque V+ V est aussi un voisinage disqu et ouvert de 0, il existe
un nombre a (1), tel que, pour tout nombre complexe t(i t l< a),
t(x.--x) V+ V et par suite x+t(x.--x)--Xo V+ V+ V V ont
lieu. D’autre part, il existe un nombre (0< <a), tel que la relation
It[< fl entraine t(x.--x) e V. V disqu).

Par l’hypothse, une fonction (t)=f(x +t(x--x)) d’une variable
complexe dfinie dans un domaine D---{t; tl<a} dans le plan complexe

valeurs dans F est rgulire dans D et gale 0 dans un domaine
D={t; ltl<fl} contenu dans D. Donc, en vertu du remarque 3.1 (I),
pour chaque y’ e F’ (le dual de F), une fonction numrique ((t),
est rgulire dans D et gale 0 dans D1, le crochet (, } dsignant
la dualit entre F et F’. Or, dans cette condition, on a ((t), y’}=0
partout dans D pour chaque y’ F’, cause du thorme de l’identit
dans la thorie des fonctions d’une variable complexe. Par consequent,
l’identit f(x+t(x--x))=O a lieu partout dans D, en particulier, en

1) R. Iino: Sur les d4rivations dans les espaces vectoriels topologiques sur le
corps des hombres complexes. I, Proc. Japan Acad., 35, no. 7, 343-348 (1959); Ibid. II,
35, no. 9, 530-535 (1959). Nous noterons par (I) et (II) ces Notes, respectivement.

2) L’hypothse la compldcit4 de E n’est pas essentielle, ainsi que dans (I) et (II).
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posant t=l, f(x.)=0, ce qui montre que f=0 dans/21, x tant arbitraire
dans

Enfin, on peut aisment dduire du fait dmontr au-dessus que

f=0 dans 9.
D’aprs ce lemme, on a immdiatement le
Thorme 1.1 (Thorme de l’identit). Soient t2 un domaine dans

E (partie ouverte et connexe de E), 91 un sous-domaine non vide de

[2, f une application de [2 dans F, faiblement drivable partout dans
[2 au long de h pour tout $ldment h de E. Dans ces conditions, lorsque

f=0 dans 9, on a f=0 dans [2.

Dmonstration. Soit A un ensemble de tout point de 9, tel qu’il
existe un voisinage ouvert de ce point dans lequel f=0; A est videm-
ment un ensemble ouvert dans /2. Nous allons maintenant dmontrer
qu’il est la lois un ensemble ferm dans/2. Soit xo un point adherent

A; quel que soit V un voisinage disqu et ouvert de 0, tel que

x0+ V/2, il existe un voisinage disqu et ouvert V de 0, tel que

V+ V+VV, et il existe un point x qui appartient A.,(Xo+ V).
D’aprs la dfinition de A, il existe un voisinage disqu et ouvert V.
de 0, tel qu’on air x+ V A(x0+ V) et donc f 0 ait lieu dans
x-t-V. Par consequent, d’albrs le lemme precedent, il en rsulte que

f=0 dans x0-t-V, donc x0 e A, qui montre bien que A est ferm dans 9.
Comme /2 est connexe et A est non vide, on a finalement Y2=A, ce qui
achve la dmonstration.

On va maintenant tendre le thorme de Liouville:
Thorme 1.2 (Thorme de Liouville). Soit f une application de

E dans F, faiblement drivable partout dans E au long de h pour
tout h dans E. Si fest born$ dans E, on a f(x)=constante eF pour
tout x de E.

En effet, soient x un point arbitraire de E, t une variable complexe;
la fonction (t)=f(tx) est une fonction entire borne d’une variable
complexe valeurs dans F. En vertu du thorme gnralis de
Liouville,) on a immdiatement (t)=constante, en particulier, f(x)=
(1)=(0)=f(0), d’oh le thorme, x tant arbitraire dans E.

2. Structure uniforme sur l’espace D(2, F). Soit t9 une partie
ouverte de E. Nous dsignerons par D(/2, F) l’ensemble de toutes les
applications continues de/2 dans F, faiblement drivables partout dans
/2 au long de h pour tout h eE. D’aprs les thormes 3.1 (I) et 3.2
(II), on peut dire que D(9, F) est l’ensemble de toutes les applications
de 9 dans F, drivables au sens de Frchet partout dans 9. Nous
avons su le fait que, dans le thorme 2.1 (I), l’ensemble D(9, F) est
un espace vectoriel sur C.

Nous allons maintenant introduire dans l’ensemble D(tg, F) la (R)-

3) T. Shibata: Sci. Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku, 5, no. 133 (1955).
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topologie2 Etant donn un ensemble (R) des parties non vides de E,
tel que tout lment de 2 appartienne un ensemble de (R) au moins,
nous dsignerons par D(f2, F) l’espace topologique obtenu en munissant
D(f2, F) de la (R)-topologie; la (R)-topologie sur D(/2, F) est compatible
avec la structure de groupe additif de D(fP, F). Puisque l’espace F
est un espace uniforme et spar, il s’ensuit que l’espace topologique
De(f2, F) est aussi uniforme et spar.

Dans les (R)-topologies de D(f2, F), les cas les plus importants sont
les suivants:

1) (R) est l’ensemble de toutes les parties compactes de f2 (la topologie
de la convergence compacte).

2) (R) est l’ensemble form de la seule partie /2 (la topologie de
la convergence uniforme).

I1 est facile de voir que la structure uniforme 1) de D(f2, F) (se note
Dc(f2, F)) est compatible avec la structure d’espace vectoriel sur C de
D(f2, F). Au contraire, en gn.ral, la structure uniforme 2) de
D(f2, F) n’est pas compatible avec la structure uniforme d’espace vec-
toriel sur C de D(f2, F).

Considrons d’abord l’espace D(/2, F) obtenu en munissant D(f2, F)
de la topologie de la convergence uniforme sur /2. On va montrer le

Thorme 2.1. L’espace Du(2, F) est complet.
Dmonstration. Dsignerons par u(2, F) l’espace uniforme de

toutes les applications de 2 dans F, muni de la topologie de la con-
vergence uniforme sur 2. On salt que (2, F) est un espace complet;7)

tout revient dmontrer que l’espace Du([2, F) est un sous-espace ferm
de u(/2, F). Soit f un point adherent D(/2, F) (f est ncessaire-
ment continue dans [2); quel que soit V un voisinage disqu et ferm
de 0 dans F, il existe un lment geD(2, F), tel qu’on air
1 f(x)--g(x) V pour tout xe/2.

Soient x0 un point fix de /2 et h de E; il existe un nombre a>0, tel
que la relation t < a (t un nombre complexe) entraine xo+the 2.
Donc on a f(xo+th)--g(xo+th) V pour tout t (]ti<a). Par consequent,
lorsque to est un nombre complexe, tel que it01< a, run nombre positif,

rtel que a--! to[ > r, et t un nombre complexe tel que t--to <-, la

relation suivante a lieu:

(2) f(Xo+h) g(Xo+h) 2V, pour tout
-t -t r

puisque V est un voisinage disqu de 0.

4) N. Bourbaki: Topologie Gdnrale, Chap. X, Paris (1949).
5) On peut remplacer par l’ensemble de toutes les parties relativement com-

pactes de B.
6) N. Bourbaki: Espaces Vectoriels Topologiques, Chap. III, Paris (1955).
7) Voir N. Bourbaki: Loc. cir. 4), pp. 7-8.
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D’autre part, comme une application x-+f(x) de /2 dans F est
continue, la fonction $-+f(0+$h) est aussi une fonction continue du
cercle {; I$--tol=r} dans F. On a alors, / cause de la relation (2),

car V est ferm et disqu&
I1 rsulte finalement de (1), (3) et gD(9, F) que

4 1 f f(Xo+h) d$--f(xo+th) 3 V.
2i

0r, comme l’espace F est s6par6, on a alors
1 f f(Xo+h) d$ pour tout t avec ]t--to<(5) f(Xo+ ,h) 2"

Comme t0 a 6t6 arbitraire dans un domaine D={t; t[<a}, la re-
lation (5) signifie que la fonction f(xo+th) est r6gulire darts D et par
suite f e D(, F) (f 6tant continue dans ), puisque (x, h) est arbitraire
dans E, c.q.f.d.

Consid6rons ensuite l’espace D(9, F) obtenu en munissant D(D, F)
de la topologie de la convergence compacte. 0n a tout de suite le

Th6orme 2.2. L’espace D,(D,F) est un espace vectoriel topo-
logique sur le corps C, localement convexe et s4pav4.

En effet, comme nous avons d6j vu, la structure uniforme de
t’espace D(, F) est compatible avec la structure d’espace vectoriel
Sur C; il suffit donc de montrer que l’espace D(D, F) est localement
convexe, 6tant ce s6par6. 0r, cette assertion r6sulte imm6diatement
du fait que l’espace F est localement convexe, c.q.f.d.

D6signerons par (9, F) l’espace uniforme de toutes les applica-
tions de D dans F, muni de la topologie de la convergence compacte.
Tout d’abord, remarquons que l’espace (9, F) est un espace complet
et la topologie induite sur D(D, F) par celle de ,(D, F)est identique

la topologie de D(9, F). Ensuite, nous d6signerons par K(D, F)
l’ensemble de toutes les applications de dans F dont la restriction g
route partie compacte A de 9 est continue dans A et faiblement d6ri-
vable partout dans D au long de h pour tout h eE.

Nous allons d6montrer le
Th6orme 2.3. L’espace Ko(D, F), muni de la topologie induite

par celle de (D, F) est un espace vectoriel topologique sur C, locale-
ment convexe, s4par4 et complet.

D6monstration. I1 suffit de montrer que l’espace K(D,F) est
complet, puisque la partie restante de l’6nonc6 est 6vidente. Pour cela,
nous allons voir que K(D, F) est ferm6 dans (, F) (l’espace com-
plet). Soit f un point adh6rent K(9, F); f est une application de 9
dans F, dont la restriction toute partie compacte A de est continue
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dans A. En effet, soient V un voisinage de 0 dans F, W un voisinage
symtrique de 0 dans F tel que W+ W+WV; pour toute partie
compacte A de 9, il existe un lment g eK(9, F), tel qu’on a f(x)
--g(x) eW pour tout xeA, et un voisinage U(x) de xeA, tel que la
relation x’A..,U(x) entraine g(x)--g(x’) W. Par consequent, on a

f(x)--f(x’) W+ W+WV pour tout x’ e A., U(x), ce qui montre le
fait que la restriction de f A est continue dans A.

D’autre part, f est faiblement drivable partout dans [2. En effet,
soient (x, h) un point quelconque de tgE, V un voisinage disqu et
ferm de 0 dans F. Dsignerons par a un nombre positif tel que
{Xo+th; [t]<}tg. Donc, pour un nombre positif r (<), l’ensemble
Ix0 -- th; t <- r} est une partie compacte de/2. Par l’hypothse, il existe
un lment geK([2, F), tel qu’on ait f(xo+th)--g(xo+th) V pour tout
t (]t]_<r); comme f(xo+th) est continue dans l’ensemble {t; it[<r} et
g(xo+th) est rgulire dans un domaine It; tl<a}, de la mme con-
sidration que le thorme 2.1 nous pouvons montrer que la fonction
f(xo-t-th) est drivable en t=0, ce qui montre que f est faiblement
drivable en x0 au long de h, .c.q.f.d.

Remarque. Puisque l’espace D(9,F) est un sous-espace de h(9,F),
K(/2, F) contient le complt D(tg, F) de D(9, F).

Lorsque l’espace E est localement compact, on peut aisment

montrer que les trois espaces K(9, F), D(Y2, F) et D(2, F) sont
identiques. Or, en vertu du thorme bien connu dans la thorie des
espaces vectoriels topologiques, un espace vectoriel topologique locale-
ment compact sur C doit tre de dimension finie sur C. Donc, comme
dans ce cas E est isomorphe C (l’espace numrique de dimension
complexe n), l’identit des trois espaces au-dessus est le fait vident,
puisque dans C la notion de la drive au sens de Frchet (ou de la
drive faible) la fonction continue se ramne la notion de la drive
usuelle dans la thorie des fonctions valeurs vectorielles de plusieurs
variables complexes.

Lorsque l’espace E est un espace mtrisable, c’est--dire, un espace
de Frchet, chaque lment f de K(,(2, F) est ncessairement une
fonction continue de [2 dans F. On a donc K(9, F)D(9, F). Par
consequent, on a K(Y2, F)--D(,F)--D(Y2, F), ce qui montre que
l’espace D(9, F) est un espace complet.

3. Continuit de l’application f--->f’. Dsignerons par A?(E, F)
l’espace vectoriel topologique sur C des applications linaires continues
de E dans F. D’aprs le thorme 2.1 (I), l’application f-->f’s) de
D(2, F) dans (tg, A?(E, F)) (l’espace vectoriel complexe de toutes les
applications de 9 dans A?(E, F)) est linaire. D’autre part, en vertu
du thorme 3.1 (II), l’application x-->f’(x) de 9 dans .A(E, F)est une

8) Voir n 2 (I).
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application continue de 2 dans A?(E, F) (l’espace vectoriel topologique
obtenu en munissant t?(E, F) de la topologie de la convergence borne),
c’est--dire, f’e C(/2, A?(E, F)) (l’espace vectoriel sur C des applications
continues de /2 dans .’(E, F)).

Nous allons dmontrer maintenant le
Thorme 3.1. L’application f->f’ de Du([2, F) dans un espace

vectoriel topologique complexe C(, b(E, F)), muni de la topologie de
la convergence compacte (se note C(2, b(E, F))), est continue.

Dmonstration. Soit A une pattie compacte de E contenue darts/2;
pour chacun de point x eA, il existe deux voisinages disqus W(x) et
V(x) de 0 dans E tels que x+ W(x)[2, V(x)/ V(x)W(x) et W(x)
fermi. Par consequent, les ensembles x+ V(x) forment un recouvre-
ment de A, lorsque x parcourt dans A; il existe un hombre fini de
points x (l<_i<_n) de A et de voisinages V) (1Ki<_n) de 0 tels que

9 U (x+V)A, A tant un ensemble compact.

D’autre part, soit B une partie borne de E; il existe n nombres
a>0 (1GiGn), dont les relations ltl_<a entranent tBV (1GiGn).
Par suite on a x+tB x+ V+ V x+ W (1 < i< n) pour tout t
(itl_<a), lorsque x parcourt darts x+V (l_<i<_n), et en posant

a- Min a, on a x+tB U (x+ W) 9, pour tout x e A. Soient main-

tenant f un 614ment de D(2, F), V un voisinage disqu6 et ferm6 de 0
dans F. En posant:

W-- [g D(f2, F); g(x)--f(x) a V pour tout
(un voisinage de f dans Du(/2, F)), pour tout g e W, on a:

g(x+th)--f(x+th)V, pour tout x+thA+tB avec
pour tout (! $1--a), on a

g(x+$h) _f(x+h) 1__V pour tous x e A et h e B

(V tant disqu), et par suite on a
l i g(x+h) if f(x$h)deV,

V tant fermi. Par consequent, en vertu de la formule (3)(II), g e W
entrMne Dg(x)[h--Df(x)[h e V pour tous xeA et he B, ce qui achve
la dmonstration, compte tenu du thorme 3.2 (II).

Remarque. En gnral, l’application f->f’ de D([2, F) dans
C(9, A?(E, F)) n’est pas continue.

De mme consideration que le thorme au-dessus et quelque peu
de la modification, on ale

Thorme 3.2. L’application f-->f’ de l’espace vectoriel topologi-
que Dc(2, F) dans Cc(9, c(E, F))1 est une application linaire con-
tinue.

9) On d6signe par Vl le voisinage V(xi) de 0.
10) Par ATe(E, F) on d6signe l’espace vectoriel topologique obtenu en munissant

.E(E, F) de la topologie de la convergence compacte.


