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140. Sur le Thordme de Fubini et l’Intgrale (E. R.). I

Par Shizu NaKarISn
(Comm. by K. KUNUG, .J.A., Nov. 12, 1960)

Dans la Note prcdente," nous avons fait son tude de la pro-
prit de Fubini de la suite fondamentale. Dans cette Note, nous
allons tudier celle de l’intgrale (E. R.). Un rsultat principal est la
proposition suivante.

Proposition 1. Soit f(x, y) une function int.grable (E. R.) dans
l’intervalle Io= [a, b; c, d, dfinie par une suite fondamentale u= [u],
u= V(F,;f), ot f+(x, y) s’critf+(x, y)=f(x, y)--r(x, y)+p(x, y).
Supposons que la suite fondamentaIe satisfait, outre qu’elle satisfait
aux conditions 1 3, (P) et (P*),) aux quatre conditions suivantes:

(.) Soit I (i=1, 2,..., io) un systme de normbre fini de pro-
duits directs [a, bJ (J[c, d) sans points commun deux deux.
Si, pour tout i, les extrmit$s de J appartiennent l’ensemble
proj. F,, exclu un ensemble de mesure nulle No ne contenant pas les
points y-c et d, on a

n(X, y) dx dy < 2-’. (n--O, 1, 2,...)
t=l

Ii

(P,) Pour tout produit direct I-- a, b J (Jc, d_), il existe
une fonction Cx(n) de n (n--0,1,2,...) qui jouit des conditions
suivantes:

1) (n)>0 pour n=0, 1,2,...;
2) lim (n)=0;

3) pour tout ensemble E contenu dans l’intervalle Iet qu’on ait
mes E<mes (I-- F), on a

ff,iA(x, Y) dx dy

_
(n);

4) il existe une suite des hombres positives a (n=O, 1, 2,...)
telle qu’on air lim a-O et qu’on air

quel que soit le systme de produits directs I= [a, b J (i= 1, 2,..., io)
(J[c, d) sans points commun deux deux.

(P*) Pour presque tout y de [c, d, il existe un entier positif

1) S. Nakanishi" Sur le thdorme de Fubini et les suites fondamentales, Proc.
Japan Acad., 35, 161-166 (1959).

2) Pour la ddfinition, voir T. Ikegami" A note on the integration by the method
of ranked spaces, Proc. Japan Acad., 34, 16-21 (1958).



No. 9] Sur le Th4orme de Fubini et l’Int4grale (E. R.). I 585

k(y), k(y)_2, qui possde la proprit suivante: on a, pour tout n
su2samment grand, ddpendant de y, un hombre positif (n, y) tel que
si un intervalle J contenu dans c, d, contient le point yet la mesure
de J est infrieure (n, y), on air

k(y) mes (I--/\/) _> mes (I-- Fn),
ot I-- a, b J.

( ) I1 existe un indice m tel que les points y-c et d appartien-
nent proj. Fn pour tout n_no.8)

Alors, pour presque tout y de l’intervalle c,
f(x, y)- lira f(x, y)

est une fonction intSgrable (E. R.) de x dans a, b, et on a

(E. R.)j f(x, y)dx-lm/
De plus, la fonction

g(y)- (E. R.)/f y) dx

est aussi int$grable (E. R.) dans c, dJ, et on a

(E. R.)f du-(E. R.)fff du.

D’abord, nous pouvons dmontrer les deux Lemmes suivantes:
Lemme 1. Si une suite fondamentale u--{u}, u-V(F, ,;f),

dfinie dans l’intervalle Io--a, b; c, d, satisfait la condition (P), il
existe, pour presque tout y de _c,d, une fonction (y, n)de n (n--O,
1, 2,...) qui jouit des conditions suivantes:

1) (y, n) :>0 pour n-0, !, 2,.-.
2) lira (y, n)--0;

3) pour tout ensemble E contenu dans a, bJ et tel qu’on ait
mes E<mes ([a, b--F),4) on a

f]f(x, y)] dx_(y, n).

Lemme 2. Si une suite fondamentale u= [u}, u= V(F, ,, ;fn),
dfinie dans l’intervalle l0=[a, b;c, d, satisfait la condition (P*),
il existe, pour presque tout y de [c, d, un entier positif ko(y), k0(y)_>2,
et un indice too(y) qui satisfont l’ingalit:

k’o(y) mes ([a, b--F+l)_mes ([a, bJ--F)
pour tout n> too(y).

En vertu du Lemme 1, du Lemme 2 et de la Proposition 1 de la
Note prcdente, on volt aussitSt le

3) Si f(x, y) est une fonction ddfinie dans un tore, la condition ()n’est pas n4ces-
saire.

4) On d4signe par F l’ensemble Fn N ([a, b] (y)).
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Thor4me 1. Si une suite fondamentale u---{un}, un--V(F,r;
f), d$finie dans l’intervalle Io-.a,b;c,d, satisfait, outre qu’elIe
satisfait auz conditions 1-3, aux trois conditions (.), (P1) et (P*),
pour presque tout y de l’intervalle c, d, f(z, y)=limf(x, y) es$ une

fonction int$grable (E. R.) de x dans a, b, e on a

(E. R.)f’f(x, y)dx-ff(x,
De plus, on ale
Thorme 2. Soit f(x, y) une fonction int$grable (E. R.) dans

l’intervalle Io= [a, b c, d, ddfinie par une suite fondamentale u= [u},
u=V(F, ,;f), qui satisfait aux conditions (,) et ($), outre qu’elle

satisfait au conditions [1-3. Alors, f(x, y) dx tend vers un

nombre fini pour presque tout y e[c, d et la fonction

est int$grable (E. R.) dans l’intervalle [c, d]. On a

(E. R.)f a(u) dy--(E. R. ff du.

Dmonstration. Dans cette dmonstration, nous nous conformons
la convention de la dmonstration de Proposition 1 dans la Note

pr4cdente. Nous pouvons poser
m0

r(x, y)= C.(x, y),
mo

off I=a,b c, d, I= [a, b; c, d, II,=O (m m’),)
m=l

2,... =I, 2,..., o>]. I emet de uoe
1 pprtennent proj. pour tout

nous avons d6j vu que f(,) tend vers un nombre fini resque

artout. De lus, nous avons vu que, our resque tout , il existe
un indiee m() tel qu’on air our tou m()

(, )

0n a u,-<u,,t-(+l). Par suite, on voit aussi6t qu’il existe
une suite non-deroissante d’ensembles ferms {A, =0, 1,2,...} qui
satisfait aux eonditions suivantes:

i) on a o.F., fl (N,U C)= 0.
ii) on a mes(0, l--A)<min(2-’*-’, 2 mes([0, 1 ;0, I--N,),

(k+ 1) rues ([0, 1--A)).
5) On d4signe par Cz(x, y) la fonction caract6ristique d’un ensemble E.
6) Pour un ensemble E, E ddstgne son int6rieur.
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iii) pour tout ensemble A, il existe un indice no(m)tel qu’on ait

pour tout n’no(m), r/(x,y) dx <2.-/’-, quel que soit yA.

Posons F*=A (m=0, 1,2,...). Alors, d’aprs la proprit iii)
plus haut et la convention: .<u., la srie f.(,)g

converge uniformment dans N. Done, la fonetion .(, )g,

quel que soit l, est int6grable au sens de Lebesque dans N Posons

2of r2n+(X, y) dx si yF$
f:(y)-

0 si,

et pour tout m (m=0, 1, 2,...)

.(, ) d si +-

()-.(,) g si

si N.
Alors, 1) r() esg intgrable au sens de Lebesque et on a

() g < ,+-

En effet, on a

f r (y) dy g f (fr+(x, y) dx)dy
CF

+ ,(, ) .
,, ,
m+l m

A premiere terme, si l’on pose la suite d’intervalles contigus l’en-

semble ferm N darts [0,1 (=l, 2,...),ona .(,)

 lffr+(x,y) dxdy <2-+, oh I-[O, lJxJ pour tout j. A
=1

deuxime terme, d’aprs le Thorme de Vitali, il existe une suite
d’intervalles J (j=l, 2,...) jouissant des proprits suivantes:

1) les extrmits de J appartiennent F+--F pour tout

2) on a mes ((F+--F)-- J)--0;
=1

8) our tout J, on a sign .(, )g- sign

’) g), quels que soient g, ’Posons I=0,1x. Alors, on obtient, our tout m+l,
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f Ifr.,/(x,y)dxldy<_lffr+(x,y)dxdy[<2-:"/. Par suite,
I

on a l’in4galit voulue.
2) Posons pour tout m (m--O, 1, 2,...)

0

0n volt alors que pour tout ensemble E contenu dans [0, 1 et tel
qu’on ait mesE<mes ([0, I--F), on a

f f(y)]dy (2m+ 1)+2 2-+-1,.

En effet, on a

,=oJ’ren/(X, y) dx[)dy

o f(I f%+*<*’ ) 4,[)4<_ff ]f..+(, y)] dx dy<_2 (2m+1),
[0, 13x

puisqu’on a rues ([0, 13 xE)--mes (0, 13--F) < 2 mes (0, I; 0, 13
--F+0. Pour deuxiSme terme, on a, de mSme que deuxiSme terme

dans 1), .=.,f fr+,(x,y) dx[dy<2-(=+1-1’.

Consquemment, on voit que la fonetion

(V)-- lim f(, )

est intgrable (N. R.) dans [0, 17.
8) Nnfin, montrons qu’on

(. .f(-(.. ffe(, .
On a

r+(x, y) dxldy.ff:(u) du-fff+(, ) dx dy
Io F

On a de plus, de mme que deuxime terme dans 1),

r+(, ) <2-+x-). Done, on obtient lira f()
,,

=lim ’f+(,), d’o l’galit voulue.
dd

Io
D’aprs le Thorme Iet le Thorme 2, Proposition" 1 rsulte.

De plus, on le
Thorme 8. ott -{}, - V(F, ;), e ite Zon-
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mentale ddfinie dans l’intervalle Io=Ea, b; c, d] et qui satisfait t la
condition suivante (**):

(**) 1 Soit I (i=1,2,..., io) un systme de hombre fini de
produits directs Ea, bJxJ (J=Ec, dJ) sans points commun deux t
deux. Si, pour tout i, l’une au moins des extr$mit$s de J appartient
4 proj. yFn, on a pour tout n

ff
lr(x,y)ldxdy<2-.+pourtoutn.

3) On a ro. F= It, d.
0

Alors, la fonction

g(y)--f’f(x, y) dx

est int5grable au sens de Denjoy dans l’intervalle c, d. On a

fy(D) () g-- lim f(, ) g g.

D’ars le h6orgme 1 et le horme 8, il s’ensuit qu’on a la
Proposition . Spoo qe, Pooitio 1, e ite

(-(..f(,


