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151. Sur les Fonctlons Plurisousharmoniques et les Barrires

Par Ikuo KIMURA
Universit de K6be

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Doe. 12, 1960)

Introduction. Depuis que la notion de fonctions plurisoushar-
moniques a t introduite par MM. K. Oka _2 et P. Lelong 3, cette
notion joue un grand r61e dans la thorie des fonctions de plusieurs
variables complexes. D’autre part, M.H. Bremermann a rcemment
russi h appliquer la mthode de Perron au problSme de Dirichlet
gnralis dans le champ de variables complexes 6" il considre
l’enveloppe suprieure d’une famille de fonctions plurisousharmoniques
au lieu de celle de fonctions sousharmoniques ordinaires.

Le fait qu’il existe des fonctions correspondant aux barriSres m’a
conduit de chercher les caractSres communs b, ces fonctions, et de
dfinir les barriSres convenables dans la thorie des fonctions de plu-
sieurs variables, et enfin d’obtenir leurs proprits fondamentales.

Dans le n 1, en introduisant le problme de Dirichlet conform-
ment h M. Bremermann, nous donnons la dfinition de la rgularit
d’un point frontire du domaine ou celle du domaine au point de vue
globale. Ensuite dans le n 2, en modifiant trs peu la d.finition
classique des barrires, nous dfinissons les barrires correspondant au
problme de Dirichlet et puis montrons que l’on peut dmontrer l’tqui-
valence entre la rtgularit d’un point frontire du domaine et l’existence
d’une barrire h ce point, en suivant la mthode exposSe dans le livre
de M. Kellog. Dans le n 3, nous donnons des dmonstrations simples
et courtes de quelques t.hormes obtenus par M. Bremermann. Et
enfin, ce que la rgularit du domaine entraine la pseudoconvexit est
dmontr. Je me contente, cependant dans la prsente Note, de con-
sidrer seulement des domaines univalents et borns.

Pour terminer cette introduction, l’auteur se fait l’honneur d’ex-
primer ses remerciments sincres h Prof. Kunugi, qui a t4moign
son intrt pour ce travail eta bien voulu donner des suggestions
importantes au cours de la preparation de cette Note.

Explication de notations. Dans toute la suite, D dsigne un
domaine univalent et born dans l’espace de n variables complexes z,
j=l,..., n, S sa frontire, et P, Q etc. des points de la fermeture D
de D.

1. Problme de Dirtchlet gnralis. Commengons par rappeler la
D6finition 1. Une fonction relle V(P) d.finie dans D est appele

fonction plurisousharmonique dans D, si elle satisfait aux conditions
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suivantes:
1. c V(P)< oo pour Pe-D; on a V(P) > o en un point P

de D au moins.
2. V(P) est semi-continu suprieurement dans D.
3. Soit un plan analytique quelconque; la restriction de V(P)

sur =D est sousharmonique ou identiquement --o.
On dfinit de mSme les fonctions plurisurharmoniques.
On dmontre facilement les
Lemme 1. Si une famille ={V} de fonctions plurisoushar-

moniques dans D est uniformment supSrieurement borne, la fonction
limsupe/e,sup{V(P’); Ve} est plurisousharmonique dans D 4.

Lemme 2. Soit g(P) une fonction plurisousharmonique dans D
telle que l’on air lime,.,e,e,g(P’)O pour tout point P de S. On a

g(P)O pour tout point P de D.
Dfinition 1 bis. Nous appelons cette fonction enveloppe supSri-

eure de la famille . On dfinit de mSme l’enveloppe inf5rieure d’une
famille de fonctions plurisurharmoniques.

Notation. Soit b(P) une fonction relle continue sur S. Dsignons
par L(b, D) la famille des fonctions plurisousharmoniques g(P)dans D,
telles que lim---,., e,e,g(P’)b(P) pour tout point P de S. On dsigne

de mSme par L(b, D) la famille des fonctions plurisurharmoniques g(P)
dans D, telles que li__m,..e, ,eg(P’)b(P) pour tout point P de S.

Puisque la famille L(b,D) est borne uniformment, d’aprs le
Lemme 1, elle admet l’enveloppe suprieure, qui est plurisousharmonique.

Dfinition 2. L’enveloppe suprieure de la famille L(b,D), qui
sera dsigntie par _(P; b, D), est appele solution infrieure du pro-
blame de Dirichlet relatif D et b(P). La solution suprieure

O(P; b,D) du mme problme est dfinie analoguement partant de la

famille L(b,D). (Quant aux Dfinitions 2 et 3, voir
Dfinition :. Nous disons qu’un point Q de S est un point fron-

tire rgulier de D, si l’on a
( 1 lim, _(P; b, D)--b(Q)
pour route fonction continue b(P) sur S.

Si la condition (1) est remplie en tout point Q de S par toute
fonction continue b(P) sur S, nous disons que D est un domaine
r$gulier. Et lorsque la condition (1) n’est pas remplie un point Q
de S par une fonction b(P), nous disons que Q est un point frontire
irr$gulier, ou que D est un domaine irrgulier.

Remarquons que l’galit (1) peut-tre remplace par la suivante"

( 2 ) lim, (P; b, D)--b(Q).
2. Barrires. Donnons une nouvelle dfinition des barrires, qui

s’nonce comme suit ([lJ, p. 326-328).
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D6finition 4. Soit Q un point de S; une fonction V(P, Q) est
appel6e barrire au point Q pour le domaine D, si elle satisfait aux
conditions suivantes:

1 . V(P, Q) est d6fini dans l’intersection de D et d’un voisinage
de Q et y est plurisurharmonique.

2. lim/,V(P,Q)=O.
3 Pour tout voisinage U de Q, on a

infvD_V(P, Q) > O.
Cette d6finition est peu prSs 6gale celle d’une barriSre ordinaire.

On se ramSne K la d6finition ordinaire de barriSres dans le cas d’une
variable, si l’on supprime le pr6fixe "pluri" dans la condition 1 de
la d6finition.

Comme on le sait bien, 6tant donn6e une barriSre Vo(P, Q), on
peut construire une barriSre V(P, Q) pour tous les points P de D, et
donc le problSme d’existence d’une barri8re pour un domaine D est
d’un caractSre local.

Thorme 1. Pour qu’un point Q de S soit un point frontire
rdgulier pour D, il faut et il sut qu’il existe une barrire au point
Q pour D.

Ce Thorme est prouv de la mme faon que celle de M. Kellog,
si l’on fait appel au Lemme 2 (lJ, Thorme III, p. 327).

:. Applications. Dfinition 5. S’il existe une fonction V(P)
plurisousharmonique, deux lois continfiment drivable par rapport
routes les variables dans un voisinage d’un point Q de S, et telle que
la forme hermitienne

soit positivement dfinie au point Q, et que les points P satisfaisant
a V(P)<O forment un ensemble de la forme D U, U dsignant un
certain voisinage de Q, nous disons que Q est un point frontire stricte-
ment pseudoconvexe de D [6.

Thorme 2. Si Q est un point frontire strictement pseudo-
convexe de D, Q est un point frontire r$gulier de D.*)

En effet, en suivant la mthode de M. Bremermann, prenons un
nombre positif s suffisamment petit, et posons V(P, Q)=V(P)-er,
off r est la distance euclidienne entre Pet Q. La fonction V(P, Q)
est une barrire au point Q pour D. C.Q.F.D.

Soit D un polydre analytique {P; P V, lf(P) ]< 1, j- 1,..., }, oh
V est un voisinage de D et que f., 3"--1,.-.,, sont des fonctions holo-
morphes dans V. Dfinissons l’ensemble a(j,.. ",3"n)de points P contenus
dans V par les quations

*) Les Th4ormes 2 et 3 sont obtenus par M. Bremermann. Voir [6J, Thdorme
4.1 et Th4orme 5.3.
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If,(P) l- 1, k-- 1,..., n,
et l’ensemble a(j,...,j,; 0,,..., ’n) de points P par les 6quations

f(P)--exp (iO.), k-l,..., n,
off j,.,., j, sont des indices satisfaisant lj<... < j,, et que,..., sont des hombres r6els satisfaisant 0O2u,..., 0,
2. Remarquons que l’on a

(," ", ) U (j,..., ; o,..., o).
o02,...,

La surface frontire distinguee de D est, par d6finition, l’ensemble

Th6or6me 3. Soit D un polydre analytique, tel que tousles
ensembles a(jt,...,j; 0,...,O) soient rides ou de dimension nulle.
Tous les points de la surface frontire distinguee a sont r$guliers
([6], Thfor6me 5.3).

Bien que la d6monstration que voici emploie la fonction Z() uti-
lisle par M. Bremermann, je crois qu’elle est plus simple que la sienne.

Preuve: Soit Q un point de la surface distingufe a; alors Q satisfait
aux 6quations

f(V)-exp (io), k- 1,..., n,
pour une combinaison fixe (j,,.., j; 0,..., 0.).

Posons X()-($+a)/(l+a), off a est un hombre positif. D6signons
par g(P) la fonction Z(f(P) exp (--iOn)); nous avons alors

g(P)--I pour Pe{P;f.(P)-exp (i0)},
et

g(P)]<l pour Re{P; PeD,f(P)exp (i0)}.
La fonction V(P, Q)--log]g(P)[ est une barrire au point

Q pour D U, off U est un certain voisinage de Q. En effet, remarquons
d’abord que V(P, Q) est plurisurharmonique dans D, et que V(Q, Q)-O.
Pour PeD-a(jt,...,; 0,...,0) on a V(P,Q)>O. Cela montre
qu’en prenant U suffisamment petit, on a V(P, Q) > 0 pour P eD U- {Q},
puisque o(jt,..., n; Oe’’’, 0) est de dimension nulle.

Or, puisque la rfgularit6 d’un point frontire est d’un caract6re
local, le point Q est r6gulier d’apr6s le Th6orme 1, ce qui achve la
d6monstration.

Soint =t, 0tl des ensembles dffinis par les 6quations
( z-(, t), 1, =1,..., n,
off 9(r, t),j=l,..., n sont des fonctions holomorphes par rapport
la variable r dans le disque ]rill pour tout t fixe dans l’intervalle
ferm6 [0, 1], et continues par rapport aux variables r et t dans r ]1,
0tl. Dfsignons par V(=,) la vari6t6 continue des disques =t, 0tl.
Une vari6t6 V() de la forme ci-dessus est appelfe vari$t5 distingude
de disques dans D, lorsqu’elle remplit les conditions 5]"
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= D pour 0<t1, et Fr.(0) D.
Un domaine D est pseudoconvexe, si, pour toute vari& distinguie

V(=t) dans D, on a =0D.
Thorme 4. Tout domaine rSgulier est un domaine d’holomor-

phie.
En effet, pour raisonner par l’absurde, supposons qu’il existe un

domaine D rgulier mais non pas d’holomorphie; D ne serait pas
pseudoconvexe d’aprs le Thorme de M. K. 0ka; donc nous pourrions
trouver une vari& distinguee V(ut) de disques t, 0__<t_<l dans D,
telle que l’on ait 0(--((0, 0),..., (0, 0)))D. Pour simplifer l’exposi-
tion, &rivons simplement P--P(r, t) au lieu de l’quation (3), et posons
A- J Fr.(t). L’ensemble ferm A serait contenu dans D. D’autre

part 0 serait un point frontire rdgulier de D; il existerait une barrire
V(P, O) au point 0 pour D. On aurait par ddfinition
( 4 ) lim._.o. .ez. V(P, 0)--0,
et

infe_V(P, O) 0
pour un voisinage quelconque U de O, d’ofi infea V(P, O)-m0. V(P, O)
&ant plurisurharmonique, nous aurions
( 5 ) V(P(O, t), O)m pour
De plus, on aurait, d’aprs (4),
( 6 ) lim,.0 V(P(O, t), 0)-0.

Les relations (5) et (6) ne sont pas compatibles. C.Q.F.D.
La rdciproque du Thdorme prdcddent n’est pas vraie, ce qui est

dvident, car tousles domaines plans sont d’holomorphie.
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