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80. Sur l’Aanalyticitd de la Fonction Spectrale de l’Opgrateur
Relati au Problme Extrieur

Par Sigeru MIZOHT
(Comm. by Kinjir KUNUL M.J.A., June 12, 1963)

1. Position du problme. Nous nous plaons toujours dans
l’espace 3 dimensions. Etant donne une surface ferme S assez
rgulire, nous allons considrer le problme extrieur de Neumann.
Comme on verra, nos rsultats (Thormes 4 et 5) sont encore vrais
pour le problme extrieur de Dirichlet.

Nous allons construire, pour Re 20, le noyau de Green G(P, Q 2)
de l’oprateur (2-) relatif au problme extrieur de Neumann, et
nous voulons dmontrer que ce noyau peut tre prolong holomorphi-
quement (en 2) au del de l’axe imaginaire. Posons

G(P, QI 2) 1 e +Kc(P, QI 2), Re 2>0
4= IF--Q[

oh Kc(P, Q[2) est le noyau eompensateur.> On d4termine le noyau

K de la manire suivante: pour tout Q fix4, K, eomme fonction de
P, est une solution de (2--z/)K:0, dont la drive normale sur S
satisfait la condition:

K(p, Q 2)- d I 1

Ce problme est classique. On peut y appliquer la mthode du
potentiel. En effet, on peut s’attendre obtenir cette fonction comme
potentiel de simple couche 4tal4e sur S:

1 e- lq-Pl

J@(q; Q, ,) dq

oh est une fonction chercher.

2. Rappel de la thorie du potentiel. Posons

E(P--p; )--1___. e-’-p’ V(P)=f+(q)E(P--q;,)dq,
2z [P--p[’

W(P)-fe(q).ddn E(P--q; 2)dq,

off F(p) et (p) sont des fonctions continues. Posons enfin

1) Voir [2J, pp. 123-124.
2) Nous avons adopt4 les notations dans [3j: p, q, r expriment les points sur S.

P, Q expriment les points du domaine (ext4rieur ou int4rieur), n d4signe la normale
orient4e l’extdrieur.

_
signifie la limite suivant la normale de l’extdrieur (de

l’int4rieur).
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dE(p--q; 2)-- K(p, q l), nous avons
dnq

( 1 W_(p)--(p)+fg(p, ql2)F(q)dq

fK(q, p l2)(q)dq.(2)
dn+

I1 est ais de voir que
a) pour (p, q) fix, p#q, K(p, q[

I1 en est de mSme des noyaux itrs K()(p, q] ), K()(p, q] ),.... De
plus, pour n3, K(n)(p, q[2) sont continues en (p, q, 2) et holomorphes
en pour ]<+.

b) pour 0 fix une lois pour toutes, il existe un N tel que
K()(p, q]2), K(*)(p, q]2).., sont major,s en valeur absolue par
]K(n)(p, q]2)] gCO, 0<0<1, pour (p, q)eSxS et Re
On voit alors qu’il existe le noyau rsolvant R(p, q[2) satisfaisant

g(p, q2)--R(p, q]2)--fK(p, r]2)R(r, q]2)dr,

K(p, q 2)-- R(p, q 2)-fg(r, q 2)R(p, r 2)dr.

De plus, ce noyau s’crit sous la forme du quotient de deux fonctions
entires de 2;

Nous convenons de dire que 20 est une valeur propre de (1), s’il

existe 0(P) 0 telle que o(P)- ilK(p, q2o)o(q)dq. La mSme dfini-

tion pour l’quation associe (2). On volt que l’alternative de Fred-
holm est valable.

Th4orme 1. Supposons Re 0. Alors est une valeur propre
des quations (1) et (2), si et seulement si est une valeur propre de
l’op$rateur relatif au problme int$rieur de Dirichlet.

f E( q; 2o)dq,dI1 suffit en effet de montrer que 0(P)- 0(q) p--

qui est solution de (2--A)Oo-0 s’annulant sur S, n’est pas identique-
ment nulle pour P intrieur S, pourvu que 0(P), fonction propre
correspondant la valeur 20, ne soit pas identiquement nulle. On le
montre par contradiction. Supposons Oo(P)0 pour P intrieur. On
salt que la drive normale ne subit pas la discontinuit en travers

3) Explicitement,

K(p, q l.)-
d e-2]p-ql e-;[p-q]

dnq P--q P--q [
cos (nq, qp)-t-).’

o.1 nq ddsigne la normale extdrieure au point q.

COS (nq, qp)
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de S. D’oia, on aurait-de (p)---o pour pes. Pour Re 0>0, o(P)est
dn/

carr sommable dans l’extrieur S. D’ofl o(P)0. Pour Re o=0,
en tenant compte du comportement de o(P) pour ]P+, on
conclut de mme o(P)eL2, donc o(P)0 pour P extrieur S. Ceci
montre que o(p)0 contrairement l’hypothse.

0n sait que le problme intrieur de Dirichlet relatif A a une
infinit de valeurs propres ngatives et relles;

0-->----...--.
On en conclut que

Thorme 2. Prenons un poin o, Re o0, alors si oi
,--1, 2, 3,... (2) est toujours r$soluble, et on a

f(p; )= (p)-- R(q, p ) dV (q)dq, au voisinage de io,
dn+

o R(p, q]) est holomorphe en au voisinage de o.
Considrons maintenant le cas singulier: oe{i}. Dans ce cas,

on aura, au voisinage de ce point

R(p, q]2) (P)+(q) +"" + ’(P)(q)

+(termes d’ordre (m--1) en (2-2o)-).
off (p), +(q) (i, j-l, 2,..., s) sont des fonctions propres correspondant

la valeur propre 2o de (1) et (2) respectivement. 0n peut supposer
ici que les (p) sont linairement indpendantes, et (q) 0.

Th4orme 3. Les p6les sont toujours simples, c’est-4-dire que

En effet, en utilisant,cette expression, on peut voir que le noyau
de Green G(P, Q; ) de (2-A) relatif au problme intdrieur de
Dirichlet s’exprime, au voisinage de 2--o par

G(P, Q: 22) (P)(Q)+" +(P)(Q) +...,

off (P) sont linairement indpendantes, et (Q)0. D’autre part,
on sait que, d’aprs le thorme de Hilbert-Schmidt, le noyau de Green
a toujours des p61es simples.

3. Construction explicite du noyau de Green G(P, [2) de
l’oprateur (2--), Re 0, relatif au problme extrieur de Neu.
mann. D’aprs ce qui precede, on a

1 fiE(P--q;2) dK (P, Q E(q--Q; 2)dq

ffE d E(r--Q; 2)dqdr.(P-q; q

Cette expression, qui est valable pour Re 0, est aussi valable pour
tous les 2 non singuliers. On voit que K(P, Q[2) est, pour Re 2>0,



No. 6] Sur l’Analyticit de la Fonction Spectrale de l’Oprateur ,/ 355

justement le noyau qui est trait dans L-cadre? Maintenant, on va
montrer le

Thorme 4. Mme aux points singuliers de R(p, q12), 2----+__i/
(v--l, 2,...), l’expression du second membre est rgulire. En d’autres
termes, Kc(P, Q I2) peut tre prolong analytiquement au del de
l’axe imaginaire, et les points +/-iJ- ne sont que des pSles en ap-
parence.

En effet, au voisinage d’un point singulier 2o (imaginaire pure!),
on a

R(p, q12)-- F(P)@’(q)+
2--20

B(p, q12) tant holomorphe au voisinage de 20. En substituant cette
expression dans la formule ci-dessus, on a

1 fl(q)E(P q; E(r--Q; 2o)drKc(P, Q]2)-- 2o)dqfi(r) d
20---)2(2-- s Js dnr

+G(P,
G tant holomorphe au voisinage de 20, ou encore

f(P)(Q)+’" "q-(P)q)(Q) -G(P, QI2).
2(2--20)

la fonction r(P)--f(q)E(P--q;o)dq satisfait)r,

pour P extrieur / S et d-i(p)-0, pour tout peS. En tenant
dn/

compte du comportement l’infini de r, on voit que (P)-----0, pour
P extrieur / S (Thorme de Rellich).

4. Relation entre le noyau de Green G(P, Q I2) et la fonction
spectrale #(P, Q I/). D’apr6s Carleman (_1, p. 174-185), on salt que
l’op6rateur relatif au probl.me ext6rieur de Neumann admet la
fonetion speetrale unique O(P,

et si f(Q) satisfait la condition de Neumann: df (p)-O et e C,
dn+

et support compact, cette int6grale est absolument convergente.
De plus on a

u(P" 22) fG(P, Q ]2)f(Q)dQ- fo. 1 d,fo(P, Q /Of(Q)dQ,

pour Re 2>0, f(P) satisfaisant aux conditions 6num6r6es ci-dessus.
D’aprs la formule de Stieltjes,

f fo(P, Q 2o)f(Q)dQ,
C

4) Voir 1).
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oh C est un chemin quelconque dans la rgion Re )0, joignant le
point--ito au point +it0. Comme u(P; ,)est holomorphe en au
del de l’axe imaginaire,

le premier membre-J u(P; 2)d(,) ou encore
-io

L’axe imagJnaire

r+,o dfG(P;=’zJ Q I)f(Q)dQ.
--io

C’est-/-dire que, pour >0, on a

e azfa(P, QItOf(Q)dQ--2rifo(P, QI--2)f(Q)dQ.

D’of, par drivation,

f{G(P, Q li/-)--G(P, 2--)}f(Q)dQ

fo(P, Q 2)f(Q)dQ,+
/ savoir que, pour <0,

fo(P, Q]12)f(Q)dQ(3)

Q]i/--I)--G(P, Vl-i/-/)}f(V)dV.
2i

posant le second membre-JO(P, Q[z)f(Q)dQ, on a, pour tout w(2)En
continue et born6e,

oft O(P, Q I,) est une fonetion acdytique en 2 au voisinage de l’axe
rel e ngaif sau l’origine. O(P, Q I2) n’est plus du type du noyau
de Carleman, mais il est loealemen / earr sommable en Q, P ant
fix& Enonons le rsulCat.

Thorme 5. La fonction spectrale O(P, Q[2) admet l’expression
(4), o 0(P,Q]2) est analytique en 2 sauf & l’origine.

Remarque finale. Carleman a montr le fait suivant: Etant
donn6es uo(P), u(P)de C, / support compact, et satisfaisant / la
condition de Neumann sur S. Alors la solution u(P, t)du problSme
aux limites:

( ) du u (p, O)--u(P),--A u(P, t)--O, --0, u(P, O)--uo(P),
dn/

jouit de la proprigtg: u(P, t)->O, pour t-->/ oo, (P tant fix). Cela

revient en essence / montrer que la fonction fo(P, Q I2)f(Q)dQ est

absolument continue en 2, except/ l’origine. I1 a esquiss sa dmon-
stration, mais, la dmonstration, nous semble-t-il, est assez dlicate.
Notre dmonstration est tout--fait diffrente de celle de Carleman.
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Rcemment, M C. Morawetz a obtenu l-dessus un rsultat plus
precis pour le domaine extrieur au domaine toil ([4).

[4
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