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4. Sur une fonction continue qui est partout non drivable

By Shizu NAKANISHI
(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M.J.A., Jan. 13, 1964)

I1 y a un siScle que K. Weierstrass a donn une solution dfini-
tive au problSme d’existence de la drive pour les fonctions continues
les plus gnrales; il a montr, en effet, qu’il existe une srie trigono-
mtrique uniformment convergente mais qui n’a aucun point oh la
somme est drivable. Depuis on a construit plusieurs exemples plus
simples envisageant divers buts. Or, nous y ajouterons un autre;
nons donnerons un exemple d’une fonction relle f(x), dfinie pour
0_ x<_ 1 et intgrable E.R., dont l’intgrale inddfinie

F(x)--(E.R.) f(t)dt O_<x_l

est une fonction continue sans drive.)

Notre exemple montre bien, d’une part, que l’intgrale E.R.
indfinie n’est pas toujours variation borne (car, d’aprs le thorme
de H. Lebesque une telle fonction admettrait presque partout une
drive finie) et, d’autre part, que l’intgrale E.R. diffre de celle de
Denjoy-Perron ou mme de Burkill. Mais, nons croyons que ce qui
nous intresse le plus c’est le fait que la notion de l’intgration n’est
pas toujours l’inverse de celle de la drivation.

Commenons par la dfinition d’ensemble HI[a, b, l], off [a, b
est un intervalle a<_x<_b et est un nombre positif >_1. Dfinissons
d’abord par rcurrence, une famille dnombrable {L} d’intervalles
ouverts, deux / deux sans point commun, de la manire suivante:

L’entier n prend routes les valeurs :>1; pour chaque valeur de
n, p prend les valeurs 1,2,...,2n-. Tous les intervalles L sont
contenus dans [a,b, et on prend L-(c, d), oh c et d sont deux

points tels que c+d est le point milieu de [a,b et d--c--1 b--a.
2 4

Supposons ensuite les 2-1 intervalles Ln, dfinis pour l<_n_k, de
sorte que, si M est leur runion, l’ensemble [a,bM; sont la
runion de 2 intervalles ferms K(p--l,2,..., 2, de gauche / droite)

1) Pour la dfinition, voir Kinjir5 Kunugi" Sur une gngralization de l’intgrale,
Fundamental and Applied Aspects of Mathematics, Research Institute of Applied Electri-
city, Hokkaido University, 1-30 (1960).

2) Dans la Note "S. Nakanishi" Sur la drivation d’une intgrale E.R. indgfinie,
Proc. Japan Acad., 37, 316-318 (1961)," nous avons montrd que l’intggrale E.R. indfinie
n’admet pas une driv6e en tout point d’ensemble de mesure positive.

3) M dsigne complment de M.
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b--deux deux sans point commun, et ayant tous pour longeur
2

/1---1+-2:12l/ ..’) Si K-e, f, on prend alors pour L/, l’inter-

valle ouvert (g, h) tel que get h sont deux points dfinis de la manire

que .gh est le point milieu de e,f_ et h_g_ l__-- b--a; on vrifie
2 4k/l

immdiatement que la rcurrence peut se poursuivre. Si K’ est le
complmentaire de la r,union des L, on dsigne l’ensemble ferm
a,bK’ par Ha,b], lJ. En particulier, si l=l, a--O et b=l, il
dsigne l’ensemble de Harnack.

Dfinissons ensuite par rcurrence une famille dnombrable
{I,, n.,...,} d’intervalles ouverts contenus dans 0, lJ de la manire
suivante:

L’entier n prend toutes les valeurs _> 1; pour chaque valeur de n,
p prend les valeurs 1, 2,...,2-. Tousles intervalles I,,,.,..., nkpk

sont contenus dans 0, 1], et on prend d’abord tous les intervalles
ouverts In,p,(pl-1, 2,..., 2’-1) contigus l’ensemble ferm H 0,1, 1,
ayant pour longeur 1/4% de gauche droite. Supposons ensuite la
famille d’intervalles ouverts {I,}, {I,,.},..., {I,,,..,...,n}
dfinis. Tous les intervalles I,,,...,n,n/,/, sont contenus dans
l’intervalle I,, et pour chaque nombre n/, on prend tous les,"o nkpk

intervalles ouverts I,,n..,...,/,/, (p/--1,2,’’’,2/’-) contigus
1l’ensemble ferm HI,,,,...,, 4J, ayant pour longeur

8n,+u2+...+n/4nk/,,
de gauche droite.

Dsignons par 3 la famille d’intervalles
Ilp,,n.,..., tels que n+n.+ +n--n.

Passons la dfinition d’une fonction voulue. Pour cela, d’abord
on prend une suite d’entiers , .,...,,... tels que -2-, et on
dfinira une suite des fonctions en escalier.

r(x)(--r._(x)), r(x)--(r.._(x)),
ra(x)(--r,,_(x)), r(x) r(x) r(x)(--r.,_.(x))

de la manire suivante:
21

pour tousles autres x,

x H[I., 4J U H[I., 4],

2 xHEI, 4J,
2
0 pour tous les autres x,
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2 ,,., ,,, 4] U.H[&,,,,, 4] U
3 H[/,,,.. 4] UHE&, 4] UH[&, 4],
2

0 pour tous les autres x,

En gnrale, pour r(x) posons

x U [H[Xn, nk Inip n 1},
n+1 ’""’ ’ ""’ +

0 pour tous les autres x,
oh (x) est une fonction constante +1 ou--1 dans chacun d’ensem-
bles H(I,,,...,, 4,) tels que I,,,..., n,, , d6finie comme il suit:

Pour l’entier n, choisissons un entier (-2-) uniquement
termin6 tel que n s’6erit n---l+t, 0t--l, et d6finissons ,.(x)
de la maniSre suivante:

i) si n+n+...+n-n, e(x) suit le hombre e_(x) dans
,..., 4-,)H(I,, _,_,,

ii) si n+n+...+n est gale n-l,n-2,..., ou --1
(o n-l>n-2>...>>-l), e(x) prend +1 ou -1 selon que
p est impair ou pair.

iii) si n+n+...+n,,-2, e(x) prend +1 ou --1 selon que
p-2l+ 1, 2el+ 2,..., 2l+2 (1--0, 2, 4,... ou l-- 1, 3, 5,...).
Dans cette d6finition, on remarquera que le cas ii) est consid6r6
seulement pour le cas oh n>.--1, saul pour le cas oh n---l.

D6sormais, montrons que si l’on pose f(x)- r(x), f(x) est une
=0

fonction voulue. Pour le voir, montrons d’abord sans d6monstration
f(@ est int6grable E.R. dans un intervalle [a, b] quelconque contenu
dans [0,1]. Soit F0 l’ensemble non-dense parfait de Harnack
H([0, 1], 1) contenu dans [0, 1], et d6finissons par r6currence l’ensemble
F, n- 1, 2,..., de la manire suivante:

F Fn_, U ( U {H[I,,,, .., nkpk 4"], In,p, }),... nkpk

Posons fo(x)O et f(x)-r(x),k-l, 2,.... 0n volt que r(x)
k=0

s’annule pour tout x appartenant Fn, et on a pour tout n--1,2,...,
2-(+)gmes (0, l--F)g2-(-). Donc, si E est un ensemble contenu
dans a, b et dont la mesure est inf@ieur celle de a, b--Fn, on a

f [fn(x)]dxg.
n

E

0n a de plus rues ([a, bJ--Fn)gk mes ([a,b--Fn+) pour tout n, off
k est un entier positif 2 dpendant seulement d’intervalle

et on a r(x) dx <3.2-.
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Ainsi, si l’on pose
F*-F-[a, b F,

x {f(x)f, =f".n(X) 0 X- a, b,
on voit que

V(F:, 0;f:), V(F, 1;f), V(F, 2;f),..., V(F:, n;f:),...
est une suite toile.) Donc, la fonction f(x) est intgrable E.R. dans
l’intervalle a, b quelconque contenu dans 0, 1].

Passons ensuite la dmonstration suivante:

Si l’on pose F(x)--(E.R.) f(t)dt, F(x) est une fonction continue

qui n’est pas drivable en tout point x appartenant 0, 1. Pour
le voir, montrons d’abord que si xe0,1 est un point quelconque

appartenant un HIn,,, 4nJ on a DF(x)#F(x) Posons..., ntP
n0--n, et dsignons par

t=l

Jno+,l, J,o+,2,"" ", Jno+,2
tous les intervalles (ferms ou semi-ferms) contigus l’ensemble
ouvert

l=l k=l
ntPt’

et contenus dans In,,,...,,.
Soient mo un entier positif uniquement dtermin tel que x,gno

g,+--l, et k les entiers >0 tels que k---l-no pour tout

m>m0+l. Puisqu’on a J,+,x pour tout k>0, il existe un

intervalle J,+, contenant le point x pour tout k. Posons
I-J.+, simplement. Alors, on verra que

si s est impair, on a

1) F(I) > 2n+ 2n+ pour m suffisamment grand,

si s est pair, on a

2) F(I) <e 2’ pour m suffisamment grand,
[I1 no

oh est +1 ou --1 selon que ,_(a) est positif ou n6gatif sur
l’ensemble HL,,. 4", ntptI

Dautre part, puisqu’il existe au moins un intervalle In,,,....,vt,:
contigu g J,+., d6fini plus haut pour tout k, on peut prendre
l’intervalle K d6fini de la manire que

,... ntPt, kmj km,

4) Cf. loc. cit. 1), p. 20.
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selon que n,p,...,ntPt, km est contigu main gauche ou main droite
de J0/,. Pour la suite d’intervalles [K} ainsi dfinis, on a Kx
et de plus on a

3) lim F(K,) 2’o
=e---, off e est un nombre dfini plus haut.

Consquemment, par 1), 2), et 3), il s’ensuit que DF(x):DF(x) pour
le point x.

Montrons ensuite que si xe[O, 1 est un point quelconque n’ap-
partenant pas tous l’ensembles H[In,,,...,,4, on a l’une au

moins des DF(x)--+ o, D_F(x)--o. Pour le voir, si l’on prend une
suite d’intervalles

tels que I,,,, ={x}, on a toujours.., Plc
k’---1

lim F(/nlpl""’ nTcPtc)
_jr_

k.-.oo Inlpl,..,, nkpk,

Donc, on a pour un tel point x l’une au moins des galits

lim F(Inlp, nkPk) F(I,l,,.""’ -]- c, lim ""

par consequent

DF(x)- -t- , D_F(x)- --.


