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133. Uber die Klassenzahl eines relativ.zyklischea
Zhlkrpers vom Primzahlgrade

Von Sige-Nobu KUOD
Mathematisches Institut, Universitit zu Tokyo

(Comm. by Zyoiti SUETUNA, M.J.A., Oct. 12, 1964)

In den folgenden Zeilen beweisen wir einige Stze fiber die Klas-
senzahl eines (relativ-)zyklischen ZahlkSrpers vom Primzahlgrade.

Satz 1. Es sei K/k ein relativ-zyklischer Zahlk6rper yore Prim-
zahlgrade derart, dass es ein und nut ein zwischen K und k
verzweigtes (endliches) Primideal yon k gibt. Es bezeichne h bzw.
hK die Klassenzahlen yon k und K. (Dann ist bekanntlich hK teilbar
dutch h.) Wenn h zu prim ist, dann gilt

h/h l(mod 1).
Wenn es ferner keine zwischen K und k verzweigte unendliche Prim-
stelle gibt, dann ist jede Einhei$ yon k Norm einer Einheit yon K.

Genauer gilt der
Zusatz 1. Es geniige K/k den Bedingungen im Satz 1 ausgenom-

men der letzten Bedingung iber unendliche Stelle. Ferner sei K/ko
ein relativ-zyklischer Zahlk6rper yore ln-ten Grade (n_l) derar$,
dass Kkko gilt. p bedeute eine beliebige Primzahl. Es sei (h/h)p
der p-Betrag yon h/h. Dann gilt

(h/h)=-- l(mod l).
Anders gesagt ist h/h Norm (ira rationalen Zahlk6rper Q) eines zu
l primen ganzen Ideals aus dem Wer$k6rper der zur Galoisgruppe
yon K/ko geh6rigen einfachen Charaktere.

Es sei noch bemerkt, dass der Typus der Primzerlegung von h
wie folgt eingeschrnkt wird. sei ein (und nur ein) zwischen K/too
verzweigtes Primideal von K. ko darf ohne Einschrnkung der All-
gemeinheit als TrgheitskSrper von angenommen werden. Es sei
ferner K--knkn_l... ko die Reihe der smtlichen ZwischenkSrper
yon K/ko, und es bezeichne h die Klassenzahl von k. Dann folgt aus

dem obigen Zusatz, dass h/ho wie 1I hz zerlegt wird, wo h--h/h_
Norm (in Q) eines zu primen ganzen Ideals aus dem WertkSrper
der zur Galoisgruppe von k/ko gehSrigen einfachen Charaktere.2)

1) Ein Satz von Iwasawa [3] besagt, dass unter diesen Voraussetzungen hK ZU

prim ist. Fiir den absoluten Fall siehe auch Leopoldt [5 und Moriya [7.
2) Leopoldt [6 hat eine Zerlegungsformel fiir die Klassenzahl der beliebigen reellen

abelschen absoluten ZahlkSrpers K gewonnen (Satz 21), die einen Faktor IIh enthilt,
wo Z eine Abteilung der Charaktergruppe der Galoisgruppe von K/Q, und h die Norm
(in Q) eines ganzen Ideals aus dem WertkSrper der zu Z gehSrigen einfachen Charaktere.
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Im absoluten Fall gilt der
Satz 2. K sei ein absolut zyklischer Zahlk6rper vom ungeraden

Primzahlgrade und h die Klassenzahl yon K. t bedeute die Anzahl
der in der Diskriminante yon K aufgehenden verschiedenen Prim-
zahlen. Dann gilt

[ (mod/), wenn t=l,
h=

(modlt-), wenn t>l.
Ferner ist die Geschlechteranzahl gleich l-.

Uber die Klassenzahl im engeren Sinne (diesmal einschliesslich
des Falles /-2) gilt der

Satz 2/. K sei ein absolut zyklischer Zahlk6rper yore Primzahl-
grade und h die Klassenzahl im engeren Sinne yon K. t habe
dieselbe Bedeutung wie im Satz 2. Dann gilt

{ (mod/), wenn t=X,
h /---

(rood -), wenn t 1.
Dies ist eine Verallgemeinerung der wohlbekannten Tatsache in

der Theorie des quadratischen ZahlkSrpers.
Beweis yon Satz 1. Es sei ein Nichthauptideal yon k. Wir

nehmen an, dass in K ein Hauptideal ware, so wre auch N/()
=d in k ein Hauptideal. Aber dies ist unmSglich, da h zu prim
ist. Also sind die zwei Ideale von k, die in k nicht aquivalent sind,
auch in K nicht quivalent. Daher gibt es genau h ambige Klassen
yon K, die je ein Ideal yon k enthalten. Es sei ;[ die Untergruppe
der Klassengruppe g yon K, die diese h ambigen Klassen bilden.
Ferner sei die Untergruppe yon g, die durch allen Klassen gebildet
wird, deren Normen beziglich k in der Hauptklasse yon k enthalten
sind.) Dann gilt
1 -:[ 3 (direkt).

Denn erstens enthlt 3 ersichtlich keine von der Hauptklasse ver-
schiedene Klasse aus :. Zweitens sei C eine beliebige Klasse yon K
und c die Klasse von k, die Norm yon C enthalt. Dann ist C-C’ C’,
wo C diejenige Klasse aus ;, deren Norm in c enthalten, und C’
eine Klasse von K, deren Norm in der Hauptklasse von k enthalten
ist. Also gilt (1). Nun sei C eine von Hauptklasse verschiedene
Klasse aus 3. Dann sind zu C konjugierte Klassen voneinander
verschieden. Denn sonst ware die/-te Potenz yon C die Hauptklasse.
Aber dies ist unmSglich, da h zu prim ist.) Wenn es in 3 eine
Klasse C gibt, die nicht die Hauptklasse von K und nicht eine zu C
konjugierte Klasse ist, dann sind alle Klassen, die zu C. konjugiert

3) Es ist schon bewiesen in Iyanaga-Tamagawa [4] und Leopoldt [5], dass die An-
zahl der Geschlechter im engeren Sinne gleich t- ist.

4) Fiir die Norm einer Klasse, siehe Moriya [8].
5) Siehe Anmerkung 1).
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sind, verschieden yon der Hauptklasse und yon den zu C konjugierten
Klassen. Dies sieht man leicht aus der Tatsache ein, dass die Galois-
gruppe von K/k auf die konjugierten Klassen transitiv wirkt. Also
ist die Ordnung von 1 modulo 1. Daraus folgt h:/h=_l (mod/).
Nach der direkten Zerlegung (1) von und der oben gesagten Tatsache,
dass die zu einer Klasse C (4:1) yon konjugierten Klassen von-
einander verschieden sind, sieht man leicht ein, dass jede ambige
Klasse yon K in enthalten ist. Andererseits ist die Anzahl a der
ambigen Klassen, die je ein ambiges Ideal enthalten, gegeben durch
die Formel:

h 1-I e(O)
(2) a=

(H: EI-)
wo alle Primideale von k durchluft und e(o) den gewShnlichen
Sinn hat, a ein erzeugendes Element der Galoisgruppe yon K/k ist,
und H die Gruppe der Einheiten yon K ist, deren Norm beztiglich
gleich eins sind, und schliesslich E die Gruppe aller Einheiten yon K
ist.) Daher haben wir (H: E-)--l in unserem Falle. Es gilt auch
bekanntlich

( 3 (H" E1-)
( NE) 2

wo e die Einheiten yon

verzweigten unendlichen Primstellen yon k ist, und schliesslich N die
Norm von K in k bezeichnet. Unsere Voraussetzung bedeutet p--0.
Well (H: E-)--l ist, olgt (e: NE)---1.

Beweis vom Zusatz 1. (h:/h)--I ist die Anzahl der Klassen
(4=1) aus , deren Ordnungen je eine Potenz von p sind. Das erzeu-
gende Element r der Galoisgruppe von K/ko lisst lest, aber jede
Potenz
jede Klasse (4:1) aus nicht festlisst. Daraus folgt also (h:/h)=---1
(rood l"), weil die zueinander konjugierten Klassen dieselbe Ordnung
haben.

Beweis vom Satz 2. Die erste Kongruenz folgt unmittelbar aus
dem Satz 1. Weil ungerade ist und -1, 1 die samtliche Einheiten

des rationalen ZahlkSrpers sind, ist a genau t-l, wenn die Diskrimi-
nante yon K genau t verschiedene Primzahlen enthlt. Dies ersieht
man leicht aus (2) und (3), da in unserem Falle p-0 ist. Es gibt

auch keine ambige Klasse, die ein ambiges Ideal nicht enthlt, da
-1 und 1 Normen der Einheiten yon K sind. Also ist a gleich der
Anzahl der ambigen Klassen, folglich der der geschlechter, w.z.b.w.

Unter Berticksichtigung der in Anmerkung 3) zitierten Tatsache

6) Siehe dazu etwa Hasse 1, S. 275 oder Takagi -9, S. 192.

7) Siehe dazu etwa Iyanaga 3, S. 33 oder Takagi 9_, S. 194.
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erhalten wir den folgenden
Zusatz 2. Es sei K ein absolut zyklischer Zahlk6rper vom un-

geraden Primzahlgrade. Dann ist die Anzahl der Geschlechter (im
gew6hnlichen Sinne) gleich der der Geschlechter im engeren Sinne.

Beweis yon Satz 2+. Falls 1--2 ist, ist die Behauptung wohl-
bekannt. Also sei ungerade. Die zweite Kongruenz folgt unmittel-
bar aus Satz 2. Zum Beweis der ersten Kongruenz gentigt es offenbar
den folgenden Hilfssatz zu beweisen.

Hilfssatz. h//h-I (mod/), wenn 1#-2 ist.
(Dabei ist t=l nicht vorausgesetzt.)

Beweis. Es sei P bzw. P/ die Gruppe aller Hauptideale von K
bzw. die Gruppe der Hauptideale von K, die je durch eine totalposi-
rive Zahl erzeugt werden. Dann ist h//h- (P P/). Es sei (q) ein
Hauptideal, das nicht zu P/ gehSrt. Dann gilt (a)P/ 4=(a)P/. Denn
sonst wire die Anzahl der ambigen Klassen im engeren Sinne grSsser
als die der ambigen Klassen im gewShnlichen Sinne, was nach Zusatz
2 unmSglich ist. Wie im Beweis von Satz 1 folgt also h//h-l(mod 1).

Schliesslich sei es noch bemerkt, dass man nach Satz 1 das Resultat
von Yokoi 10 in einigen Fllen etwas genauer machen kann.
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